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本稿では、古くより精力的に研究されてきた「有限群のモジュラー表現論」と近年盛んに研究されている「T

傾理論」を組み合わせることで得られた結果について紹介する。

1.1 有限群のブロックと導来同値

有限群Gの標数p>Oをもつ体K上の線形表現を考えることは、群多元環kG:=｛I:gEGa9g I a9 E k}上
の加群を考えることと等価である。モジュラー表現について考えているため、素数pは有限群Gの位数＃Gを

割っていることを想定している。また、議論が煩雑になることを避けるために、体Kは代数閉体とする。群多

元環kGの多元環としての直既約直積分解kG=... X BX...をブロック分解といい、その直既約直積因子B

をブロックという。群多元環kGのブロック分解にともない、加群圏の直積分解kG-mod= • • • x B-mod x • • • 

が得られる。この意味で、有限群のモジュラー表現論は各々のブロックの表現論に帰着される。なかでも、有

限群のブロックの導来同値に関する研究は、有限群のモジュラー表現論における局所大域化原理の定式化と

言える「Brou6予想」によって動機づけられ、大きく発展してきた。 [15]において導入された傾複体(tilting

complex)は、森田理論における射影生成子 (progenerator)と類似した役割を担う複体である。実際に、ブ

ロックの導来同値に関する研究は遥切な傾複体を見つけることに帰着される。このことから、ブロック上の領

複体を豊富に構成すること、及びその分類を完遂させることはブロックの導来同値に関する研究に対して有意

義である。

1.2 二項傾複体と台 T傾加群

ブロック B上の自明な頒複体として、 B自身を複体と見たものがとれる。二項傾複体 (two-termtilting 

complex)は非自明な傾複体のうち、最も扱いやすい形をした傾複体といえる。単純加群の集合を指定すること
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で構成され、具体的な有限群のブロックの導来同値の検証において有効に利用された Okuyama-Rickard傾複

体は全て二項傾複体である [14]。加えて、 [4]において導入された傾変異 (tiltingmutation)を用いることで、

二項傾複体から一般の｛頃複体を構成できる。このことから、二項頻複体に限定した議論は十分に有用である。

[3]において導入され、さまざまな表現論的な対象と対応することが示された台 T傾加群 (supportT-tilting 

module)はT傾理論 (T-tiltingtheory)において中心的な役割を担う加群である。とくに台 T傾加群が二項傾

複体や半単純加群の一般化である半煉瓦 (semibrick)と対応することは注目に値する。傾複体に対する傾変異

と同様に、与えられた台T傾加群から新たな台 T傾加群を構成する手法である T傾変異 (T-tiltingmutation) 

が定義される。そして、上述の二項領複体と台 T頻加群の間の対応が、各々の変異に対して整合的であること

が [3]において示された。この意味で、台 T傾加群は導来圏における対象である二項傾複体を加群圏の中で実

現したものであると言える。

1.3 ブロック上の台 T傾加群に対する先行研究

有限次元多元環の表現論は、究極的にはその多元環上の直既約加群の様子が全て分かればよい。それがどの

程度難しいかを測る概念が多元環の表現型 (representationtype)である。表現型は排反な以下の三通りに分

けられる [10]。

有限的 (finitetype) 

直既約加群の同型類が有限個である。

従順的 (tametype) 

直既約加群の同型類が無限個存在するが、適切なパラメトライズによって全てを記述できる。

野生的 (wildtype) 

直既約加群の同型類が無限個存在するのみならず、その全てを記述しようという試みは絶望的である。

有限群のブロックの表現型は、そのブロックに割り当てられる不足群 (defectgroup)によって判定が可能で

ある [8,12]。この事実によると、実は大半のブロックの表現型が野生的になってしまう。そのため、ブロック

を単に多元環として捉えて、その上の台 T傾加群について分析することは困難である。一方で、表現型が有限

型である場合と従順型である場合のブロック上の台 T傾加群については、［1,5, 2, 7]などの多元環の表現論的

な視座からの先行研究がある。本稿では、表現型が野生的となるブロック上の台 T傾加群や半煉瓦の計算を有

限群のモジュラー表現論的な手法を用いて先行研究に帰着させる結果について紹介する。

2 準備

本稿では、有限群のブロックについての考察を目標としているため、一般の有限次元多元環についても成立

する T傾理論に関する考察は対称多元環に限定して行う。一般の対象多元環はBで表わすこととする。加群は

全て有限生成左加群を表わすものとし、加群と準同型からなる複体は全て余鎖複体を表わすものとする。 B加

群全体の成す圏を B-mod、B上の射影加群からなる有界な複体の成すホモトピー圏を Kb(B-proj)、B加群か

らなる有界な複体の成す導来圏を Db(B-mod)と表わす。台 T傾加群の定義に使用される Auslander-Reiten

移動を Tで表わす。対称多元環に限定した議論となるため、 B加群 Uに対して TU竺 QQuが成り立つ。た

だし、 nuはUの射影被覆PUにより定まる次の完全系列によって定義される。

o---+ nu---+ PU---+ u---+ o. 

加群もしくは複体Uに対して、 addUでUの有限直和とそれらの直既約因子全体からなる集合とする。また、

加群 Uに対して FacUでaddUに属する加群からの全射が存在するような加群全体の成す集合とする。
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2.1 T傾理論

2つの対称多元環B,B'に対して、各々の有界尊来圏Db(B-mod),Db(B'-mod)が三角圏として同値となる

とき、 BとB'は導来同値であるという。多元環の導来同値と適切な条件を満たす傾複体の存在は必要十分で

ある。

定義 2.1.対称多元環B上の射影加群からなる有界複体Tが以下の条件を満たすとき、 Tを傾複体という。

1. 0でない任意の整数nに対して、 HomKb(B-proj)(T,T[n]) = 0が成り立つ。

2. Tを含み、直和因子をとる操作で閉じる Kb(B-proj)の最小の三角部分圏がKb(B-proj)と一致する。

定理 2.2([15]）．以下の2条件は同値である。

1. BとB'が導来同値である。

2.多元環としての同型EndK町且proj)(T)op竺 B'を満たすような B上の領複体Tが存在する。

与えられた傾複体に対して、その直既約直和因子を 1つ取り替えることで新たな傾複体を構成する手法であ

る領変異は有用である。本稿では、特に左既約傾変異のみ使用する。以下にその定義を述べる。

定義 2.3.対称多元環B上の傾複体Tが直既約直和因子X によって

T竺 X ①Y

と表されているとする。このとき、有界ホモトピー圏Kb(B-proj)における完全三角

x__!_→Y'----+ Z ----+X[l] 

であってfが左極小な左addY近似となるようなものをとる。このとき、 T':=Z①Yは再びB上の領複体

となる。この手順によって得られたB上の新たな傾複体T'をTのXによる左既約傾変異という。

対称多元環B上の傾複体Tが一1,0次の項をのぞいて全て 0であるとき、 Tを二項傾複体という。二項傾

複体は非自明な傾複体のうち最も扱いやすい形であるのみならず、以下に述べられる台 T傾加群と変異も込め

て対応し、加群圏の議論に落とし込むことができる。

定義 2.4([3]). B上の加群Uが以下の条件を満たすとき、 Uを台 T傾加群という。

• HomB(U,TU) = 0が成り立つ。

• uの直既約直和因子の同型類の個数がUの蘇生因子として現れる単純加群の同型類の個数と一致する。

例 2.5.対称多元環Bに対して、自明な台 T傾加群として、正則加群BBと零加群0が取れる。もし、 Bが

単純多元環や局所多元環など、単純加群を 1種類しか持たない状況のときには、台 T傾加群は自明なものしか

存在しない。

定義 2.6([3]）．対称多元環B上の台 T傾加群Uがその直既約直和因子Xによって

U竺 XEBY

と表されているとする。加えて、 Xr/: FacYが成り立っているとき、加群圏B-modにおける完全系列

x』→ Y'----+Z ----+ 0 
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であってfが左極小な左addY近似となるようにとる。このとき、 Z4lYは再び台 T傾加群となる。この手

順によって得られた B上の新たな台 T傾加群を UのX による左 T傾変異という。

二項傾複体と台 T傾加群の関係性を述べるために必要となる集合を定義する。 2つの傾複体T,T'に対し

て、 addT= addT'が成り立つときに T~T'と表わすと、この関係は同値関係となる。この同値関係で同値

となっている TとT'は各々の自己準同型環が森田同値になっていることに注意する。同値関係～で B上の

二項傾複体全体の成す集合を割って得られる集合を 2-tiltBと表わす＊1この同値関係における完全代表系とし

て基本的 (basic)*2な二項傾複体がとれる。同様に、 2つの台 Ti頃加群u,u'に対して、 addU= add U'が成
り立つときに U:=:,U'と表わすと、この関係は同値関係となる。この同値関係～で B上の台 T傾加群を割っ

て得られる集合を ST-tiltBと表わす。

定理 2.7([3])．集合2-tiltBから ST-tiltBへの写像

2-tilt B ----+ ST-tilt B 

が2-tilt3 T→H0 (T)*3 E ST-tilt Bによって定義され、この写像は全単射である。加えて、この全単射は左
既約傾変異の関係にある 2つの二項傾複体を左 T傾変異の関係にある台 T頓加群へと写す。

台T傾加群は二項傾複体と対応するのみならず、半煉瓦 (semibrick)とも対応することが [6]において示さ

れた。半煉瓦及び煉瓦 (brick)は、単純加群に対する「Schurの補題」に着目した、半単純加群 (semisimple

module)及び単純加群 (simplemodule)の一般化である。

定義 2.8.B加群Sに対して

• sが煉瓦であるとはEndB(S)竺 k成り立つことをいう。
• sが半煉瓦であるとは、 Sが以下の条件を満たす煉瓦ふの有限直話となっていることをいう。

Hom瓜Si,Si)= 0 (Si'I'-名）．

2つの半煉瓦S,S'に対して、 addS = add S’ が成り立つときに s~s' と表わすと、この関係は同値関係と

なる。この同値関係で B上の半煉瓦全体のなす集合を割って得られる集合を sbrickBと表わす。

定理 2.9([6]). B上の台 T傾加群Uに対して、 Uの自己準同型多元環EndB(U)上の加群としての Jacobson

根基を Ruと表わす。写像

ST-ti It B -------+ sbrick B (1) 

をST-tiltBぅU→U/RuE sbrickBと定義できる。写像（1)は単射である＊40

台T傾加群が二項傾複体と対応したように、半煉瓦も導来圏の対象である単純系 (simple-mindedcollection) 

の特別な形である二項単純系 (two-termsimple-minded colle)と対応する。単純系は奥山メソッドとして知

られる手法において璽要である。

•1 定理 2.2 において同じ役割を果たす二項傾複体を同一視するものである。

•2 傾複体を直既約直話分解したときに、全ての直既約直和囚子が重複度 1 で現れるということである。
•3 Ho(T)は傾複体Tの0次のコホモロジーのことである。

•4 左有限な半煉瓦全体からえられる sbrickB の部分集合を（1) の終域とすることで全単射にすることが可能である。本稿では左有限

性についての議論を省略する。
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2.2 有限群のモジュラー表現論

体kを標数p>Oをもつ代数閉体Kとする。群Gを正規部分群として含む有限群Gを考える。 kG加群の

圏から kG加群の圏への誘導関手

kGkc 0 •: kG-mod -------+ kG-mod 

をIn略と表わす。 kG加群の圏から kG加群の圏への制限関手

硲-mod----+kG-mod

をRe忍と表わす。 kG加群M とgEGに対して、シンボリックな集合gU:= {gu I u E U}上の Gの作用を

(ggg-1)gu := g(gu) (g E G) 

によって定める。 X:=G/Gとし、 xEXに対して gExを取り xU:=gUと定める。以下に述べる Mackey

の分解公式は有限群の表現論において重要な役割をもつ。

定理 2.10（正規部分群に対する Mackeyの分解公式）．有限群の完全系列

1一G-------+ G -------+ X -------+ 1 
とkG加群Uに対して以下の kG加群としての同型が成り立つ。

Res象nd象国④xU.
xEX 

群多元環kGのブロック Bは多元環としての直既約直積因子であった。このため、ブロック Bは群多元環

kGの両側イデアルとなる。有限群Gの部分群Dに対して、 Bの積から定まる両側B準同型

mD: BRぃ B-------+ B 

が定まる。 mDが分裂全射であるような位数最小の Gの部分群DをBの不足群 (defectgroup)という。不

足群はブロックの表現論的な性質を統制する。例えば、以下の性質が成り立つ。

命題 2.11.上記の記法のもとで、不足群Dについて以下の性質が成り立つ。

1. Dはp部分群である。

2.不足群はG共役の差をのぞいて一意的に定まる。

3. Dが自明な群のとき、ブロック Bは単純多元環となる。

4. Dが非自明な巡同群であることと、 BがBrauertree多元環であることは同値である。

5.体Kの標数が2であり、 Dがクラインの四元群、＝面体群、一般二面体群、一般四元数群のいづれかで

あることと、ブロック Bが無限表現型の Brauergraph多元環となることは同値である。

本稿の目標は、群多元環kGやそのブロック B上の T傾理論と群多元環kGやそのブロックB上の T傾理
論を比較する手法について考察するものである。各々のブロックの単位元の kGにおける積 lBlfJが君元でな

いとき、ブロック Bがブロック Bを被覆するという。ブロック BのgEG共役gBg-1も再び群多元環kG

のブロックとなることに注意する。ブロック BのCにおける惰性群を 16(B):= {9 E c I 9B9-1 = B}と
する。被覆の関係にあるブロックの間の表現論を比較する上で、以下の性質は有用である。
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命題 2.12.上記の記法のもとで、以下の性質が成り立つ。

1.ブロックBに被覆される kGのブロックは全てブロック BとG共役である。
2.ブロック Bを被覆する kic(B)のブロック全体の成す集合とブロック Bを被覆する kGの成す集合の

間にはBrauer対応から導かれる全単射が存在する。

3. 2においてプロック Bと対応する kic(B)のブロックをf3とすると、 BとBは森田同値であり、各々

の加群圏の間の圏同値が誘導関手Ind6 伶(B)から導かれる。

4. X 竺 G/Gがp群であるとき、ブロック Bを被覆する kGのブロックはただ一つである。

5.ブロック BとBの各々の不足群D とDをDCDとなるようにとれる。

一般に命題 2.12.5.の包含は一致しない。よって、ブロック Bが命題 2.11.3. 4. 5の条件を満たしたとし

ても、一般にBは満たさないことに注意する。

3 先行研究

ブロック Bは不足群Dが命題 2.11.3. 4. 5の条件を満たしているとき、ある程度扱いやすいクラスの多元

環となる。そして、 Brauertree多元環、 Brauergraph多元環に対する T｛頑理論には複数の先行研究がある。

加えて、誘導関手を用いることで BのT傾理論を Bを被覆するブロック B上の T傾理論に持ち上げる結果

が得られている。

3.1 Brauer tree多元環上の台 T傾加群

Brauer tree多元環は、童複度と呼ばれる自然数が割り当てられた例外頂点を 1つ持つような平面に埋め込

まれた treeである Brauertreeによって定義される多元環である。 Brauertree多元環は有限群のブロックと

して自然に現れるのみならず、 Brauertreeを用いた有限幾何学的な考察が可能な有限表現型の多元環である。

Brauer tree多元環上のバ頃理論に関する先行研究として代表的なものを以下に挙げる。

• Star型の Brauertree多元環に対して、その上の台叶頃加群とその変異を計算するアルゴリズムが確立

されている [1]。

• Line型の Brauertree多元環に対して、その上の台 T傾加群とその変異を計算するアルゴリズムが確立

されている [5]。

•一般の形の Brauer tree多元環に対して、その上の台 T傾加群の個数がBrauertreeの辺の数eを用い

てげ）となることが示された [7]。

3.2 有限群のブロックとして現れる無限表現型の Brauergraph多元環上の台バ頃加群

命題 2.11.5.によると、有限群のブロックが無限表現型の Brauergraph多元環となることは稀である。加

えて、 [12]によると、有限群のブロックとして現れる無限表現型の Brauergraph多元環の型は少ない。 [11]

にて示された多元環のイデアル剰余による速元定理を用いることで、上述の全ての型の BrauerGraph多元環

上の台 T傾加群とその T傾変異が計算された。

3.3 台 T傾加群と誘導関手

[11]にて示された多元環のイデアル剰余による還元定理の系として、以下の命題が示された。
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命題 3.1.有限群 Gから定まる群多元環 kGのブロックを B とし、有限p群 Pをとる。このとき、 B:=

BRkkPは群多元環k[Gx P]竺 kG叡 kPのブロックであり、 ST-tiltBとST-tiltBの間には T傾変異を保

つ全単射が存在する。

我々は、命題 3.1における群Gとp群の直積という状況を特別な場合として含み、なおかつ有限群の表現論

的な視座からの考察が行えるような状況を考えることで、以下の定理が得られた。

定理 3.2([13]）．群Gを正規部分群として含む有限群Gをとる。 Gにおける Gの指数 IG:GIがp器である

とき、巡回的不足群を持つ群多元環kGのブロック Bと、 Bを被覆する kGのブロック Bに対して、 T頼変

異と整合的であるような全単射

sT-tiltB一57-tiltB
が誘導関手In唸から明示的に得られる。

4 主結果

定理 3.2の証明は Bの不足群が巡回的である点と指数 IG:GIがp幕であると言う点に大きく依存してい

た。以下に述べる主結果はこれらの条件を緩和しつつ、半煉瓦の対応も与えるような精密化となっている。主

結果を述べる前に、煉瓦、半煉瓦の作用の拡張について解説する。

4.1 半煉瓦と作用の拡張

kG加群Uに対して、 kG加群UがUの作用の拡張であるとは、 Res8U竺 Uが成り立つことをいう。有限

群の表現論において、「正規部分群上の既約加群がどのように上の群に持ち上がるのか」について、今日では

Clifford理論として知られる研究の帰結としてさまざまな結果が知られていた [9]。単純加群の一般化である煉

瓦についても類似した結果が得られるのではないかと考察した結果、以下の主張が得られた。

命題 4.1.自明係数 kx上の剰余群G/Gに対する 2次の群のコホモロジー H2(G/G,P)が消滅していると

する。このとき、 kG上の煉瓦Sが6不変である（すなわち、任意のgEGに対して、 kG加群としての同型

gS竺 Sが成り立つ）ならば、煉瓦SはkG上の煉瓦に拡張可能である。加えて、 Sの拡張の同型類の個数は

群多元環kG/G上の単純加群の同型類の個数に一致する。

4.2 主結果とその系

以下が本稿における主結果である。

定理 4.2.群Gを正規部分群として含む有限群Gをとる。 kGのブロック BとBを被覆する kGのブロック

Bに対して、以下の条件を仮定する。

•B 上の任意の煉瓦が伶(B) 不変である。

•群のコホモロジー H2(I6(B)/G,kりが消滅している。

•群多元環 k[Ia(B)/G] 上の単純加群が全て 1 次元である。

このとき、 T頻変異と整合的であるような単射

ST-tiltB一ST-tiltB (2) 
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がB加群の誘導の B成分をとる関手BIn唸から明示的に得られる。加えて、 B上の半煉瓦の各直和因子を

成す煉瓦の作用の拡張を用いることで

が得られ、以下の図式を可換とする。

sbrickB—sbrickB 

ST-tiltB 
(1) for i3 

► sbrickB 

(2)『 『(3)

ST-tiltB....,....,..---sbrickB 
(1) for B 

(3) 

主結果における仮定である煉瓦の Ia(B)普遍性はブロック Bが巡回不足群を持つ状況であれば無条件で成

立する。また、有限体Z/pZ係数の特殊線形群S1(2,Z/pZ)等の、単純群の次元が全て異なるような状況下に

おいても成立する。 2次の群のコホモロジーH2(G/G,P)が消滅するための十分条件として、 G/Gがp群で

ある場合やp-primeな巡回群である場合が知られている。そのため、定理 4.2は定理 3.2をより精密にした以

下の結果を導くのみならず、より一般的な状況でも適応可能である。定理 3.2の精密化と命題 2.12.4.を用い

て、全てのブロックに対する考察を統合することで、群環上の台 T傾加群と半煉瓦に対する以下の系を得る。

系 4.3.巡回的シローp部分群を持つ群Gを正規部分群として含む有限群Gに対して、以下の図式が可換と

なる。

参考文献

;; (1) on kG 
ST-tilt kG ~ sbrick kG 

(2)『『（3)
ST-tilt kG ---,---,-------sbrick B 

(1) on kG 

[1] T. Adachi. The classification of T-tilting modules over Nakayama algebras. J. Algebra, v.452 pages 

227-262, 2016. DOI 10.1016/j.jalgebra.2015.12.013. 

[2] T. Adachi, T. Aihara, and A. Chan. Classification of two-term tilting complexes over Brauer graph 

algebras. Math. Z., 290(1-2) pages 1-36, 2018. DOI 10.1007 /s00209-017-2006-9. 

[3] T. Adachi, 0. Iyama, and I. Reiten. T-tilting theory. Compos. Math., 150(3) pages 415-452, 2014. 

DOI 10.1112/S0010437X13007422. 

[4] T. Aihara and 0. Iyama. Silting mutation in triangulated categories. J. Lond. Math. Soc. (2), 85(3) 

pages 633-668, 2012. DOI 10.1112/jlms/jdr055. 

[5] T. Aoki. Classifying torsion classes for algebras with radical square zero via sign decomposition. 

ar Xiv preprint ar Xiv: 1803. 03795v2, 2018. 

[6] S. Asai. Semibricks. Int. Math. Res. Not. IMRN, 2020(16) pages 4993-5054, 2018. DOI 10.1093/ 

imrn/rny150. 

[7] H. Asashiba, Y. Mizuno, and K. Nakashima. Simplicial complexes and tilting theory for Brauer tree 

algebras. J. Algebra, v.551 pages 119-153, 2020. DOI 10.1016/j.jalgebra.2019.12.020. 

[8] V. M. Bondarenko and J. A. Drozd. The representation type of finite groups. Zap. Naucn. Sem. 

Leningrad. Otdel. Mat. Inst. Steklov. (LOMI}, v.71 pages 24-41, 282, 1977. Modules and represen-

tations. 

[9] E. C. Dade. Isomorphisms of Clifford extensions. Ann. of Math. (2), v.92 pages 375-433, 1970. DOI 

10.2307 /1970626. 



40

[10] J. A. Drozd. Tame and wild matrix problems. In V. Diab and P. Gabriel, editors, Representation 

Theo内 II,pages 242-258, Berlin, Heidelberg, 1980. Springer Berlin Heidelberg. 

[11] F. Eisele, G. Janssens, and T. Raedschelders. A reduction theorem for T-rigid modules. Math. Z., 

290(3-4) pages 1377-1413, 2018. DOI 10.1007 /s00209-018-2067-4. 

[12] K. Erdm皿 n.Blocks of tame rep詑 sentationtype and related algebras, volume 1428 of Lecture Notes 

in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1990. DOI 10.1007 /BFb0084003. 

[13] R. Koshio皿 dY. Kozakai. On support T-tilting modules over blocks covering cyclic blocks. J. 

Algebra, v.580 pages 84-103, 2021. DOI 10.1016/j.jalgebra.2021.03.021. 

[14] T. Okuyama. Some examples of derived equivalent blocks of finite groups. p佗print,1997. 

[15] J. Rickard. Morita theory for derived categories. J. London Math. Soc. (2), 39(3) pages 436-456, 

1989. DOI 10.1112/jlms/s2-39.3.436. 

Ryotaro KOSHIO 
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, TOKYO UNIVERSITY OF SCIENCE 

1-3, Kagurazaka, Shinjuku-ku, Tokyo, 162-8601, Japan 
E-mail: 1120702@ed.tus.ac.jp 

Yuta KOZAKAI 
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, TOKYO UNIVERSITY OF SCIENCE 

1-3, Kagurazaka, Shinjuku-ku, Tokyo, 162-8601, Japan 

E-mail: kozakai@rs.tus.ac.jp 


