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｢ェルゴード的古典力学系における相関関数のふるまい-非平衡統計力学の視点から-｣

Section1

熟 ･統計力学とエルゴード理論

1.1 エルゴード概念の確立

ここではp.&T.Eherenfest[1]の記述に沿い､Boltzmannの考えに従って､平衡熱力学
と力学を両立させる条件としてエルゴードの概念がどのように確立し､平衡系の統計力学を

基礎付けているかを見ていく｡

熱力学では第-に熱平衡の存在が仮定される:

(A)｢孤立した系を放置すると最初にどのような状態にあっても､

ある終局的な状態 (熱平衡状態)に落ちつき､それ以上巨視的変化をしない｡｣

これは巨視的な系において成立する経験則である｡他方､微視的に見るとあらゆる系は力学

の法則に従って時間発展すると考えられている｡よって､熱力学と力学が両立するためには

経験則(A)に相当する力学過程が存在しなくてはならない｡このような過程は次の様になる｡

(A′)｢孤立した系は長時間にわたって時間発展すると､その初期条件によらず､
熱平衡に対応する (力学的)状態に到達し､そこに留まり続ける｡｣

ただし､与えられた系の連動状態は時々刻々変化するので熱平衡に対応する力学的状態は複

数ある｡(A′)は､孤立系の熱平衡状態がその系の長時間にわたる平均的ふるまいにより力学

的に特徴付けられることを意味する｡

孤立系は力学的には保存系に対応している｡そこで､N個の粒子からなりハミルトニアン

H(ql,q2,- qN;Pl,P2,- PN)をもつ系を考え､条件(A′)の意味を詳しく吟味していこう｡こ

こでqj､P,･はそれぞれ粒子の位置座標と運動量である｡ エネルギーが且である初期状態 xo≡

(qol,qO2,･qON;Pol,Po2,- PoN)から出発した軌道を考え､エネルギ一面H(ql,q2,- qN;Pl,P2,

- pN)-E上の一点x-(ql,q2,- qN;Pl,P2,- PN)を中心とする ｢表面積｣dJ(I)の領域

に平均的に滞在する時間dTx｡(I)に注目する｡これは

-201-



田崎 秀一

dTc.(I)≡tli-J xoから出発した軌道が時間- 間にdJ(I)の領域に滞在する時間)(1･1)
で定義される｡軌道は等エネルギ一面H(I)-E上に留まり､時間は必ず正であるので､A

をエネルギー面上の任意の領域とするとき

/AdTco(I)≧0, /H(C,=EdTIo(I)-1 (1･2)

が成立する｡

またdTc.(x)の定義から任意の力学量f(I)の長時間平均について

(I)E｡≡ tli-A /:dtf(刺 (0,=C｡

-tli-u吉/H(I,=EI(I)lxoblらでた軌道が時間佃 にdJ(I)中に滞在する時間]
-/H(C,=EdTco(I)I(I) (1･3)

が成り立つ.ただしx(i)≡ (ql(i),q2(i),･-,qN(i);Pl(i),p2(i),- ,pN(i))は､qj(0)-qoj
pj(0)-po,･という初期条件のもとでのハミルトンの正準方程式の解で､坤)-Ttxoとも記

す｡このことから(1.1)の極限が存在すれば､長時間平均から測度dTxo(I)が自然に導入さ

れ､かつ､(1.2)より､これは確率測度とみなせることがわかる｡また､この測度は同一な系
の仮想的集団 (アンサンブル)に割り振られた統計的重みと考えることもできる｡

さて､今考えている系が条件(A/)を満たしているとする｡すると､まず､iJ∞の時間の

うち軌道はほとんど熱平衡に対応する力学的状態に留まり続けるため､力学的量f(x(i))は

巨視的には熱平衡での値をとり､その時間平均(I)T｡を熱平衡での観測値feqと同一視できる:

(I)x｡-fey･ (1･4)

さらに熱平衡の一意性から､力学的量fの時間平均(I)T｡は初期状態xoに依存しない:

(I)co-/H(C,=EdT(I)I(x)≡(I)･ (1･5)

エネルギー面上に一様に分布する統計集団 (ミクロ･カノニカル分布)を考え､初期値を

その分布にわたって平均してみよう｡すると､(1.3)と(1.5)より

(I)-【(I)C｡]mc1++∑/dxo6(E-H(xo))(I)C｡
-TIE-W妄/.Td射 dxo6(E-H(xo))I(Ttxo)
/dx6(E-H(I))I(x)≡[f]-C
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｢ェルゴード的古典力学系における相関関数のふるまい一非平衡統計力学の視点から-｣

ここでHmcは最後の等式で定義されるミクロ･カノニカル分布にわたる平均を表わし､∑-

Idx6(EIF(I))はその規格化因子､6はDiracのデルタ関数で､dx≡dql･dq2･-dqN･dpl･

dp2･-dpNは相空間の体積である｡四番目の等式の所ではまず変数変換 :xo一x-Ttxoを

行い､Liouvilleの定理 :dxo-dxを使い､更に､エネルギー保存則 H(xt)-H(xo)-E

をもちいて

/dxo6(E-H(xo))I(Ttxo)-/dx6(E-H(I))I(I)
とした.(1.6)式は力学的量fの時間平均(f)がミクロ･カノニカル分布にわたる平均【f]mc
と一致することを示しているが､この性質をェルゴード性と呼ぶ｡

結局､条件(A′)が満たされると､以下のことが言える｡

1.長時間平均は初期状態によらない｡

2.長時間平均(f‖ま系が熱平衡状態にあるときの観測値feqと一致する｡

3.長時間平均 (∫)はミクロ･カノニカル分布にわたる平均 [月m｡と一致する(エルゴー

ド性)0

逆にエルゴード性が成立すれば長時間平均と観測量を同一視する限り熱平衡と同様のふるま

いが得られる.事実､このとき系の物理量の長時間平均は初期状態によらない一定偉くf)を

とり､(∫)を観測する限り系が一定の状態に至りそこに留まり続けているように見える｡

また条件(A′)が満たされる様な系では上記の結論 2,3から分かるように､熱平衡での物.
理量fの観測値feqがミクロ･カノニカル分布にわたるfの統計平均[f]mcとして計算される:

feq-lf]mc.この等式を積極的に用いることにより､アンサンブルに関する情報と(ミクロ
な)力学の性質だけから熱平衡にある系のいろいろな量を計算することができ､さらに進めて

(孤立系の熱平衡状態)-(ミクロ･カノニカルアンサンブルによって表わされる統計的状態)

という考えを認めるならばそれらの揺らぎを議論することも可能になる｡Gibbsによって確

立された平衡系の統計力学【2】はこの関係に基づいている｡因に ｢孤立系の熱平衡状態がミ
クロ･カノニカルアンサンブルに対応する統計的状態である｣という結論は､走エネルギー

面上の等しい ｢面積｣をもつ二つの領域に対応する状態の実現確率が等しいという｢等量率

の仮定｣をも含んでいる｡

上述したBoltzmannの議論では､1)運動方程式によって記述される時間発展Ttと2)ミ

クロ･カノニカル分布に対応する時間発展の下で不変な走エネルギー面上の測度の組が扱わ

れ､長時間平均を通して自然に導入される測度とミクロ･カノニカルな測度が比較されてい

る.これを抽象化し､時間発展に相当する変換とその変換の下で不変な測度の組を考えこ｢長

時間平均｣が存在する条件､予め与えられた不変測度と｢長時間平均｣により自然に導入さ

れる測度の関係等を調べるのがエルゴード理論であり､第2節で論じる｡
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最後に､(1.6)式において､ミクロ･カノニカル分布の導入がやや唐突であることを注意し

ておく｡事実､(1.5)式までの議論にはミクロ･カノニカル分布は現われず､(1.5)式が成り

立てば(1.6)式は走エネルギー面上で定義される時間発展不変な任意の測度について成立し

｢(長時間平均)-(不変測度に関する平均)｣という等式が得られる｡よって走エネルギー面上

の不変測度がミクロ･カノニカル測度に限る時にのみ(1.6)式の推論に飛びはない｡しかし､

後述するように一般の力学系は多くの不変測度を持っており､その中からミクロ･カノニカ

ル測度を選択する際には､力学法則とは独立に､例えば､｢物理的に意味がある測度はリウ

ヴイル測度から誘導されたものに限る｣*といった ｢選択則｣が暗黙のうちに用いられてい

るのである｡この点については第4節､第5節で触れる｡

1.2 統計的描像に基づく非平衡統計力学へのアプローチ

前述したように､エルゴ-ド的な系においてマクロな観測時間がミクロな状態変化の時間

に比べ十分長い場合には､物理量の長時間平均値を熱平衡での値と同一視することができ､

この値が平均滞在時間に相等する不変測度dT(I)にわたる平均として計算されることが分か

る｡この不変測度はその規則に鎚って状態内に分布する同一の系の仮想的統計集団 (アンサ

ンブル)を表しているとも見なせる｡つまり熱平衡状態はアンサンブルによって記述でき､マ

クロな物理量がミクロな情報からアンサンブル平均として求められる｡このアプローチを非

細 増 に拡張したものが非平衡統計力学である.,50年代以降でも久保の線形応答理論[3ト

中島､zwanzig､森らの射影演算子の方法[4]､Zubarevの非平衡演算子の方法【5トPrigogine

らの理論【6,7トKeldyshのGreen関数法[8トTherm oFieldDynamicsの方法【9]など様々な

理論が提出されている【10,111｡非平衡統計力学でも分布関数､つまりアンサンブルが用いら

れるが､その解釈はマクロな系の力学的状態が相空間の一点で表されると考えるか(｢軌道

的措像｣)あるいは相空間上で定義された確率分布によって表されると考えるか(｢統計的

措像｣)によって異なってくる｡ 以下この点を論じる｡

力学では系の運動状態は相空間内の一点で表され､そこには統計集団という概念は存在し

ない.統計力学の対象となる系に対しても状態が相空間内の一点で表されるという見方が

｢軌道的措像｣である｡この場合､熱平衡状態を表すアンサンブルは､平均滞在時間に相等

する不変測度を見易くするため便宜的に導入されたものであることを強調しておく｡この見

方では系の状態はマクロな観測の時間スケールとミクロな運動の時間スケールが明確に分離

される場合に限りアンサンブルによる記述が可能である｡そして､与えられた非平衡状態に

対応するアシサンプルは何か､どの程度非平衡になるとアンサンブルによる記述ができなく

なるかといったことが問題になる｡この立場は例えば､統計力学的アプローチが乱流の統計

理論等マクロな現象の統計理論へも適用可能であるという観点から森[121らによって強調さ

+ミクロ･カノニ*)レ測度はリウヴイル測度を定エネルギー面上に制限したものである｡
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｢ェルゴード的古典力学系における相関関数のふるまい一非平衡統計力学の視点から｢

れている｡

このような見方に対し｢統計的描像｣では

｢物理的状態は､それが熱平衡であるか否かにかかわらず､一般に密度分布関数 (つまりアン

サンブル)によって統計的に表わされ､物理量の観測値がそのアンサンブル平均にあたる｣

ことを仮定する｡現実の実験には常に有限の精度が伴い､観測によって系が相空間の一点に

あるかどうかを確定することはできない｡この状況は分布関数を用いて記述可能である｡さ

らにDiracのデルタ関数に比例する密度分布関数によって純力学的状態を表わすこともでき

るので､この措像を取ることにより数学的に制限を加えていることにはならない｡この立場

では平衡から大きく離れた系で過渡的に生じる現象を扱うことも可能で､また系の状態は基

本的レベルから統計的性格をもつことになる｡Prigogineら[6,7]はこの観点に立つアプロー

チを積極的に進めている｡

例としてハミルトニアンH(I)をもつN粒子系をとり､｢統計的措像｣に沿って系のふるまい

を考えよう｡ここでqjおよびpjを粒子の位置座標および運動量とするときx≡(ql,q2,-qN;Pl,

p2,-PN)である｡相空間は走エネルギ一面H(I)-Eであり､不変測度はミクロ･カノニ
カル測度〃m｡である｡密度分布関数βの時間発展はLiouville方程式

霊 -tH,p)=-iLp, (117)

によって記述される｡ここで(･,･)はpoisson括弧式で､密度分布関数に作用するLiouville

演算子L:は(1.7)の第二の等号で定義される｡これより初期分布poの場合の時刻tでの物理

量Aの ｢統計的措像｣における観測値Å(i)は

A(i)
Idpmc(I)po(I)/H(I,=Edp-C(I)A(I)e~iLtpo(x)-

lAe-iLtpo]mc
lpo]mc '

(1.8)

となる｡系の時間発展が熱力学に従うものとすれば観測値,i(i)は長時間後には初期状態によ

らず熱平衡値に緩和していくはずである｡つまり

lAe-iLtpo]mc

t3"+"J-＼Vノ t→+∞ [po]mc
I一lA(i)-.1両

あるいは

-(Aの平衡値)-【A]m｡,

tiiRJAe-iLtpo]-C-lA]-clpo]-C,

(1.9)

(1･10)

が成り立つはずである.(1.9)の最後の等号はpo(x)≡1ととりミクロ･カノニカル測度FLmc

の不変性を用いることにより示せる｡任意のA,伽についで性質(1.10)が成立するとき運動

は測度pmcに関し混合的であるといわれる｡次節でみるように混創生は干ルゴード性より強
い条件である｡
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逆に ｢統計的措像｣をとり系の混合性を仮定すれば観測量はすべて熱平衡値に緩和し､熱

平衡状態へのアプローチという不可逆過程が自然に記述される｡ただし不可逆性の重要な側

面であるエントロピー増大別に関しては何も言えていないことを注意しておくI｡

このように ｢統計的措像｣をとることにより熱平衡状態へのアプローチを自然に含む非平

衡統計力学理論を作ることができる｡ここで基本的役割を担うのはLiouville方程式(1.7)に

従って時間発展する密度分布関数βである｡ 数学的にみても軌道の時間発展が複雑な場合む

しろ分布関数の時間発展は単純になり､後者を利用する方が系のエルゴード性や混合性を容

易に示せる｡ この点については第3節で論じる｡

1.3 発展演算子の一般化された固有値問題と緩和現象

前項でみたように｢統計的措像｣をとると混合的な系では熱平衡への緩和が自然に扱える｡

混合性の条件 (1.10)が緩和過程を特徴付け､この極限の速さが彼和の速さである｡第4節で

示すように､あるクラスの力学系では物理量Aおよび初期分布伽が一定の条件を満たすとき

時刻tでの平均値A(i)は次のように書ける.

FiiZ
A(i)≡【Ae-iLtpo]mc-[A]mc+∑ e-injtQj(A)*◎,･(po)+軌 p.(i) (1･11)i-i

ここでt>0であり､初期分布は【po]mc-1と規格化されているとした｡左辺はtぅ +∞ で

右辺第-項に収束するのでImr7,･<0である｡右辺第三項はA,poに関し双一次で‡､残りの
項より速く減衰する:

匪 4p｡(i)Io-t→o (i→+∞), (1･12)

ただLeはo<0<minle-i7,-Iを満たす1未満の定数である.せjおよび町 まそれぞれAおよ
び扉 こ複素数を対応させる線型写像 (つまり線型汎関数)である.

(1.ll)式でp.をexp(-iL:S)p｡に､あるいはAをexp(iL:Is)Aに置き換えて噂 式

lAe-･･Lte-iLspo]mc-leiLIsAe-iLtpo]mc-lAe-iL(i+S)po]mc,

を用い,tについて同じ依存性を持つ項を等置することにより

93･(eiLTSA)*-e-t･qjSVJ･(A)*, 03･(e-iLspo)-e-I.njSOi(po),

あるいは

Iprigogineらは､エントロピーの定義を拡張してエントロピー増大別を定式化しようとしているが､満足の
いく定式化はまだできていないようである｡

暮っまり軌 p｡はpoを固定するときAについて線形で､Aを固定するときp.について線形である｡
sL:Iはレ｡LIAlmc≡【A･L:p｡】㌫Cで定義されるLiouville演算子L:の随伴演算子である.
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gi(i:IA)*-nJOi(A)* , Oi(I:p｡)-nJ◎](p.), (1.13)

が得られる.ここでqlo(A)≡[A*]mc､◎j(po)≡[po]m‥ 770-0を加えo≦j≦m とした｡

(1･13)は◎jおよびせ,.がLiouville演算子L:､の固有値小 二対応する左右の固有ベクトルである

ことを意味する.(1.ll)式以下のコメ.ントよりnj(1≦j≦m)は負の虚部を持つ複素数で

ある｡つまりLiouville演算子工は(1.13)の意味で複素固有値を持ち､その虚部の絶対値が

緩和率に他ならない｡

ところで､量子力学と同様に密度分布関数の時間発展をHilbert空間上で議論することも

可能である｡Hilbert空間は不変測度 〃m｡に関して二乗可積分な関数の空間として与えられ､

内積

(A,p)≡【A･p]-C≡ 去/H(2,=Edx6(H(I)-E)A(I)･p(I), (1･14)

をもつ.ただし∑ ≡Idx6(H(I)-E)は規格化因子｡(1.14)を用いてLiouville演算子L:の
随伴演算子を求めると部分積分により

〈p,L†A'-〈?,Lp'圭 [/H(I,=Edx6'H'x'-E'A'x'+i{H'x',p'x)}]*
-;[/H(I,=Edx(H(I),6(H(I)-E)A(I)～)p(I)]*
-;/H(I,=Edx6(H(I)-･E)(H(I),A(I)lp(I)～-(p,LA), (1･15)

となるから､Li｡u,ill｡演算子はこのHilb｡rt空間上エルミート的 :£I=上である｡よって
このHilbert空間上でLiouville演算子の固有値は実数でなければならない｡ところが一般に

扉ま虚部を持つので､0,.､◎jが固有ベクトルであることを示す関係式 (1･13)は一般化され

た意味でのみ成り立つ｡つまり､力学量の統計平均の"熱平衡催 "への緩和時間がLiouville

演算子上の一般化された固有値により与えられることになる｡(1.ll)が成立するような系､

観測量Aおよび初期分布伽の条件は第4節で論じる｡

一般には系が混合的であってもその平衡へのアプローチは指数的とは限らず､より麓やか

な財 口(例えば1/ta型)が現われる｡このようなときでも(1.ll)のように分解したときあま

り長くない時間スケールで指数関数部分が支配的になれば､i:の一般化された固有値77jLまこ

の時間スケールでの緩和率と考えられる｡

prigogineらによって精力的に進められている ｢複素スペクトル理論｣【7】¶は前記のような

時間発展演算子の一般化された固有値分解に基づく非平衡統計力学理論である｡第4節わ例

で､決定論的拡散モデルにおける発展演算子の一般化された固有値問題と不可逆過程の関係

について論じる｡第5節では ｢統計的措像｣に基づき､必ずしも密度によって表せない"特
異的な"測度によって非平衡定常状態が構成できることを示す｡

1これはサブダイナミックス理論と呼ばれていたものであるが､当初は非摂動系が連続スペクトルを持つ場
合の一般化された固有値分解の構成法に重点が置かれていたためその構造は明白ではなかった｡
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Section2

エルゴード理論

ここでは､長時間平均の存在を保証するPoincar6の回帰定理およびBirkhoffエルゴード

定理を紹介しエルゴード性の厳密な定義を与える｡さらに長時間にわたる"相乗平均"の存

在を保証するOseledecの掛け算型エルゴード定理を紹介しカオスの定義を与える｡

2.1 保測変換

前節で見たように､Boltzmannの議論では力学的時間発展と共に､アンサンブルにわたる

分布に対応する ｢測度｣が考察されている｡土ルゴード理論ではこれを抽象化し､与えられ

た測度を変えない変換 (保測変換)が考察される｡議論を閉じたものにするため数学的準備

から始める｡

2.1.1 準備 :測度と積分

Gr一代数

Xを集合としその部分集合の集まりAが次の性質を持つ時､Aをq一代数とよぶ.

I-1.A∈A ⇒ X＼A≡Ac∈A
2.Xの部分集合の高々加算個の集まり(AkHこ対し､Ak∈A(forVk)⇒ UkAi∈A.
3.X∈A

測度 〃

q-代数A上で定義された､集合から実数への関数pが次の条件を満たすとき､pを測度

と呼ぶ｡

1.FL(¢)-0 {

2.任意のA∈Aに対し､p(A)≧0｡
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3.Aの要素の高々加算個の集まりtAk:Ak∈Alが互いに交わらないとき､つまりk≠l

ならばAknAL-4,であるとき､FL(UkAk)-∑たP(Ak).

測度空間､可測集合､可測関数

三つ組(x,A,IL)を測度空間､Xの部分集合でq一代数Aに含まれるものを可測集合というo

X上で定義された実数値関数f:XIRは､任意の実数αについて集合(x∈x‥I(I)>α)
が可測集合である時､可測関数とよばれる｡

積分

X上で定義された実数値関数f:XJRが可測であるとき可測関数Jの積分を次の様に
定義する｡

1.関数Jが非負で有界のとき:

/xdp(I)I(I,≡nli-JmkSf'C'']皇帝 ∈X :吾<梱 ≦誓 ) (211)
2.関数 Jが非負のとき:

fM(I)-
(

I(I), ifO≦f(x)≦M
M, iff(x)>M

で補助的関数を定め､次式でJの積分を定義する｡

/xdp(x)I(x)≡li.-Jxdp(I)fM(I)
3.-投の場合:

f+(I)-max(0,I(I))とr(x)-max(0,-I(I))でfの正負の部分を定義して､

/xlp(I)I(I)≡/xdp(I)f'(I)-/xdp(I)I-(I)
で′の積分を定める｡

(2.4)式の両項がともに有限のときJは可積分であるといわれる｡

(2･2)

(2.3)

(2.4)

2.1.2 保測変換

初期点をx(o)-xoとする運動方程式の解軌道x(i)は､初期点xoにある変換Ttを作用させ
た結果と見なすことができる:I(i)-Ttx.｡ ポテンシャルが滑らかで一定ゐ条件を満たす
ときx(i)は時間変数tと初期点xoの双方にかんして滑らかで∴捌ま次の性質を持つ｡

1.Toxo-xo
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2.TtTS-Tt+8

3.関数:(i,xo)｣Ttxoは二変数xo,tの関数として連続である｡

一般に距離空間Xで定義された上述の性質を持つ変換Ttは ｢流れ｣(時間変数tが実数全体

を動く時)あるいは ｢半流｣(時間変数tが正の実数のみを動く時)と呼ばれる｡また､時間

変数tを離散的変数にするとTt-Tltが成り立つので ｢離散的流れ｣は ｢写像｣Tlと同一視
できる｡エルゴード理論では運動方程式の代わりに ｢流れ｣､｢半流｣あるいは ｢写像｣が考

察の対象とされる｡本稿では簡単のため主として写像について議論する｡

前節(1.6)式の導出と同様にして､ハミルトニアンH(q,p)をもつ保存系ではLiouvilleの
走理とエネルギ-保存則から

p(A)-/Adqdp6(EIH(q,p)),
で定義されるミクロ･カノニカル測度が時間発展について不変であることが分かる:〟(Tr1A)-
p(A).ただしAは定エネルギ一面H(q,p)-E上の任意の領域で､q､pはそれぞれ位置座
標および運動量､6はDiracのデルタ関数で､Tfは正準方程式によって生成される ｢流れ｣で

ある｡これを抽象化したものが保測変換である:

保測変換

測度空間(X,A,p)について､X上で定義された写像Tは

任意のA与Aに対し､T-1A∈AでかつFL(T~1A)-FL(A)

を満たす時､保測変換とよばれる.また測度pは写像Tについて不変であるともいわれる｡

エルゴ-ド理論では与えられた測度〃と長時間平均から導入される測度が比較される｡ま

た保測変換は必ずしも可逆でないことを注意しておく｡

Example2.1-パイこね変換

まず次の二次元のパイこね変換について保測性を調べてみよう｡この変換は次のような(図

2.1参照)､正方形【0,1)×[0,1)をそれ自身に移す全単射である｡

TB(I,y)-

o<α<1とし関数方程式

fo(I)-

(2ガ,普),
(2∬-1,撃),

αfa(2x),
(11α)fa(2x-1)+α,
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Figure2.1:パイこね変換

で定義される関数fa(I)を考えると*､これは連続でxについて厳密に増加関数であるとい
う性質を持つ :

x <y⇒ fa(x)< fa(y)

そこで

p｡(【0,I)×[0,y))-fo(I)fa(y)

によって正方形上に測度恥を定めることができる｡

この測度 paについてパイこね変換TBは保測 的である｡

証明

TB-llo,I)×【O,y)-

i

[0,;)xl0,2y), ify≦喜

lo,i)xl0,1)U li,if )xlo,2y - 1), ify>i
である か ら､

1･y≦主の場合

pa(TB-1lo,x)xlo･y))-pa(lo･芸)×[0,2y))

-fa(芸)fa(2y)-αfa(I)fa(2y).
-fa(I)fa(y)-pα([0,I)×【0,y))

2･y>圭の場合

･Blo,x)xlo,y)-【O,芸)×[0,1)∪【去,宇 )×【0,2y-1)

■この方程式の解の一意性については次節の例中のLen皿aを参照0
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-lo,芸)×[0,1)∪[0,王手 )×【0,2y-1)＼【0,去)×[0,2y-1)

と書きなおせるので,

pa(TBlo,I)xlo･y))-pa(lo,芸)×[0,1))

･pa(lo,宇)×【0,2y-1))-pa([0,喜)×[0,2y-1))
-fa(;)fo(1)Ifa(空室 )fa(2y-1)-fa(妄)fa(2y-1)
-αfa(I)fa(1)+((1-α)ん(I)+α)fa(2y-1)

-αfa(1)fa(2y-1)

-αfa(I)+fa(I)(fa(y)-α)

-fa(I)fa(y)-p｡([0,I)×[0,y)) □

注) 関数fa(x)はα≠主のときLebesgueの特異関数の一例､つまりLebesgue測度につい
てほとんどいたるところでJ′回 -0を満たす定数関数でない関数の例になっている｡また

α-主の七きはJl/2(I)-Xで､対応する測度FLl/2はLebesgue測度であるo

Example2.2-変形Bernoullimap一

可逆でない保測変換の例として変形Bernoullimapを考えよう｡これはp+q-1とし､次
式で定義される｡

Bx-(書芸-p,, liff2'; ;三言
o<α<1とし次の関数方程式で定義される関数ga(I)を考えようI｡

9｡(I)-
i

αgo(芸), ifO≦x<p

(1-α)ga(誓 )+α, ifp≦x≦1

(2.9)

(2.10)

9｡(I)は厳密な増加関数であるから､‰([O,al))≡ga(I)によって区間[0,1】上の測度pが定義
できる.特にα-pのときはgp(I)-3で､対応する測度 iipはLebesgue測度となる.
このとき変形Bernoullimap励ま測度封こ関して保測変換である｡

証明

かl[O,I)=lo,px)∪([O,qi+p)＼[0,p)),
Iこの方程式の解の一意性については次節の例中のLerrunaを参照｡
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であるから

iia(i-1【0,I))-pa(lo,px))+‰([O,qx+p)ト ‰(【0,p))

-9｡(px)+ga(qx+p)-gQ(p)

-ago(I)+(1-α)ga(x)+α-αgo(1)

-ga(I)-‰([0,.T)) □

2.2 エルゴード定理 一古典的結果 一

前節のBolt2;mannの議論では力学量の長時間平均から ｢ダイナミカル｣な測度が構成さ

れた｡(1.1)式から分かるように長時間平均が存在するには相空間の有限の大きさを持つ領

域に軌道が滞在する時間が無限大でなければならない｡これは相空間の全測度が有限な保測

変換について成立する(Poincar6の回帰定理)Oさらに任意の力学量について､その長時間平

均の存在がBirkhoffの個別エルゴード定理によって保証される｡ここではエルゴード理論の

古典的な結果であるこれらの定理を紹介する｡

Poincar6の回帰定理

(x,A,p)を測度空間とし､Tを測度空間X上で定義された保測変換とする.いま仝空間の

測度p(x)が有限で､Xの部分集合Aが正の測度を持つとする-:p(A)>0.するとほとんど
すべてのAの要素Uに対してⅠ､軌道TniJは無限回Aに戻って来る｡

(Poincar6の回帰定理の証明)

次のような集合βを考える､

B-(W∈A:軌道(Tnw･.n>0)は1度もAに戻ってこない).

するとT-nB-(LJ:TnLJ∈B)について､

m ≠n⇒ T-nBnT-mB-¢

がいえる.実際､n>mとして､任意のLJ∈T-mBをとると､定義よりTmw∈βであるか

ら､Bの定義よりTn-m(TmLJ)≠A(n-m>0)である｡するとB⊂Aであることから､

Tn~m(Tmu)-TniJ≠Bがいえる､つまりLJ≠T-nBである｡
この事実から ○く) OCI

p(umcD=｡T-mB)-∑p(T-mB)-∑p(B),m=O m=0
(2･11)

Ⅰある測度零の集合eがあって､すべてのLJ∈A＼Cについて軌道TnLJが無限回Aに戻って来ること.一般
にある性質が測度零の集合を除くすべての点で成立するとき ｢ほとんどすべての点で成立する｣あるいは ｢ほ

とんど至る所で成立する｣といい､｢(a.e.)で成立する｣とも略す｡
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とできるが(第二等式ではTの保測性を使った)､X⊃∪冨=｡T-mBかつp(X)<∞ から､右

辺の和は有限である｡故に〃(β)-0でなくてはならない｡つまり､集合βの測度はOであ
る｡ よってほとんどすべてのAの点は､少なくとも1回はAに戻ってくる｡

さてU∈Aをそこから出発した軌道が有限回だけAに戻る点とする｡するとTmLJ∈Aかつ

Tmuから出発した軌道が一度もAに戻ってこないような時間m ≧0が存在する:TmLJ∈B｡

つまり軌道が有限回だけAに戻るAの点の集合CはC-Umn=oT-mBと表わせる｡その測

度は(2.ll)とp(B)-0よりやはり零となる.･Il(C)-0｡よってAの要素で測度零の集合C

に含まれない点LJを初期点とする軌道は無限回Aに戻ってくる｡ □

Birkhoffの個別エルゴード定理

(x,A,FL)を測度空間､Tを測度空間X上で定義された保測変換とし､I:XICを可積分
関数とするOするとほとんどすべてのXの要素LJに対し､極限

nli-定義f(Ttw)≡r(u)
が存在し､fも可積分となる.さらにほとんどすべてのXの要素LJに対し､

r(Tu)-r(U) (rの不変性)

が成立し､全空間の測度が有限:p(x)<∞ ならば等式

/xI(W)dp(u)-/xr(u)dp(W)

(2･12)

(2.13)

(2･14)

が満たされる｡ (証明略｡文献13参照｡) □

Boltzmannは統計熱力学を構築する際に､一体分布に関するBoltzmann方程式を導き､そ

れに基づいてエントロピー(に負号を付けたもの)に対応するH一関数の単調減少を示した(H一

定理)ozermeloはH-定理に反論するためpoincar6の回帰定理を用いたが､この定理は長時

間平均存在の必要条件であり､前節で論じたBoltzmannの推論にはむしろその根拠を与え

ている｡

またBirkhoffの個別エルゴード定理に現われるrは､前節で仮定した無限の時間にわた
る鞘 滞在時間によって定められる測度dTc.(x)に関する物理量fの平均/dTc.(I)I(x)に相
当している｡つまり､Birkhoffの個別エルゴード定理は､極限(1.1)がほとんどすべての初

期値 xoに対して存在することを保証している.
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2.3 エルゴード性と混合性

Boltzmannの議論では長時間平均と相空間平均が-敦する性質としてエルゴード性が定義

された｡ここではエルゴ-ドの概念の厳密な定義を与え､エルゴ-ド系の性質を論じる｡

エルゴード性

(x,A,p)を測度空間､Tをx上で定義された保測変換とする.このとき､T-1A-Aを滴
たす任意の可測集合A∈Aに対し､p(A)-0あるいはp(x＼A)-0が成立するとき変換

Tはエルゴ-ド的であるといわれる｡

エルゴード性は次の定理に示す条件によって特徴づけられる｡ この節では簡単のため測

度pは有界つまりFL(X)<∞ でp(X)-1と規格化されているものとする｡

定理2.1

(x,A,p)を測度空間､Tをx上で定義された保測変換とする｡

すると変換Tがエルゴ-ド的であることと以下の条件･1),2),3)は同値である.

1.可測関数f:X一Rが､ほとんどすべてのu∈Xに対しf(TLJ)-I(LJ)を満たすなら
ば､この関数Jはほとんどいたるところ定数である｡

2.かってな可積分関数f:XIRに対し､その長時間平均はほとんどすべての初期点LJ
について〃一平均と一致する:

nli-～ini.1I(Ttw)-/xI(U,dp(W,

3.すべての可測集合A,B∈Aに対して

nli-Jfolp(AnT-tB,-p(A,FL(B)

(2.15)

(2･16)

証明

エルゴード性 ⇒ 1)

Tがエルゴ-ド的で､I(TLJ)-I(LJ)をみたしかつf(u)≠const.(a.e.)となる関数Jがあっ

たと仮定する.すると､A-tLJ∈X:I(LJ)≧ro)としたとき､p(A)≠0かつp(X＼'A)≠0

となるようなroが存在する｡集合AはT-1A-Aを満たす:

Tl1A-(LJITLJ∈Al-(LJII(Tw)≧ ro)-(uII(LJ)≧ ro)-A. (2･17)
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するとエルゴード性より､p(A)-0あるいはFL(X＼A)-0が成立する｡これは矛盾である｡

1)⇒2)

Birkhoffの個別エルゴ-ド定理より極限

nli-ui墓 f(Ttu)≡r(u)7
がほとんどすべてのLJについて存在し以下のことが言える.

/xI(u)dp(W)-/xr(u)dp(u)
r(Tu)-r(LJ) (a.C.)

(2.20)と1)を用いれば､

r(u)-const･=r (a.e･)

であるから,(2,19)は

/xf(W)dp(W)-r/xdp(u)-rp(X)-r
となる｡(2.18)にこの結果を用いれば､(2･18)式が得られる｡

nli-定 差f(TIM)≧r-/xI(W)dp(W)
2)⇒ 3)

集合Aの特性関数1Aを次のように定義する｡

･A(W)-日 工 ;:642

すると

p(A∩T~tB)-/xdp(u)1A(u)1B(Ttu)
とかけるから,さらに2)の関係を用いれば､

nli-iTg.lp(Anr tB,-/xdp(U,1A(u)nli-～ing.11B(Ttu)
-/xdp(u)lA(u)/xdp(u')lB(u')
-〟(A)〟(β)0
(

3)⇒-エルゴード性

A∈AがT-1A=Aを満たしているとすればT-tA=Aで｢

FL((X＼A)nT-tA)-p((X＼A)nA)-p(¢)-0
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となる｡よって3)より

O-nli-u舟 ((- )nT-tA,-p(Xu)p(A, (2･22)

が言え､p(x＼A)-0またはFL(A)-0となるから､Tはエルゴ-ド的である｡ ロ

定理2.1の条件(2.15)は長時間平均と予め与えた測度にわたる平均が一致することを示し

ており前節で論じたエルゴード性にはかならない｡

エルゴード性より強い概念として混合性および弱混合鮎の概念を導入する｡ これは定理2.1

の条件(2.16)を強めたものとして定義される｡

混合性

(x,A,p)を規格化された測度FLをもつ測度空間､Tをx上で定義された保測変換とする.

このとき､任意の可測集合A,B∈Aに対し､

Eli;mup(AnT~tB)-p(A)IL(B)

が成立するとき､変換Tは混合的であるといわれる｡

弱混合性

混合性の定義と同じ仮定の下で(2.23)より弱い条件

nli-uing.ilp(AnT-tB)-p(A,p(B,I-0
が満たされるとき､変換Tは弱混合的であるといわれる｡

これらの系は次の包含関係を満たす｡

エルゴ-ド系 っ弱混合的系 っ混合的系

重要な概念としてコルモゴロフ系やベルヌーイ系があるが本稿では触れない｡

(2.23)

(2.24)

2.4 掛け算型エルゴード定理とカオス

Birkhoffの個別エルゴード定理の応用例として一次元の保測変換 xn+1-Txn (ただし
xn∈R)の初期値のずれの成長率を考えてみよう｡不変測度をpとし変換 Tは可微分で微

分が可測であるとする｡初期値をxoとすると時刻nでの値はxn-Tnxoと.なるので､初期

値がSxo違うと時刻nでは次の因子だけ成長している.

垣 一竺塑 =T,(Tn-1xo)TI(rl2xo)･-T/(Txo)T′(xo)
6xo dxo
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これから単位時間あたりのずれの指数的成長率は

h(xo)≡ ilogL監 -;7kg log.T′(Tkalo,I (2.26)

となる｡Birkho庁の個別エルゴード定理 (2.12)より上式の右辺は〃に関しほとんどすべて

の初期値xoに対して､n1 ∞ で極限をもつ｡その極限値入(ilo)をリアプノフ指数と呼ぶ｡

入(xo,-nli-Ji og.T,(Tkxo,.･･■
さらにTがエルゴード的でFL(X)が有限のときリアプノフ指数は初期値xoに依らず

入-読 /xdp(I)logIT'(I)I
とかける(Birkhoffの個別エルゴ⊥ド定理の(2.14)式参照)｡

(2･27)

(2.28)

Figure2.2:初期値のずれの成長率

リアプノフ指数入(xo)は初期点xoから出発した軌道の初期値変動に対する安定性を特徴づ

ける(入<0のとき安定､入>0のとき不安定 :図2.2参照)｡リアプノフ指数を多次元の

(保測変換の)場合にも一般化できることを保証するのがOseledecの掛け算型エルゴード定

堤(1968年)である｡これは長時間にわたる(2.25)式型の"相乗平均 "についてのエルゴー

ド定理である｡

Oseledecの軌 ナ算型エルゴード定理 【14】

(X,A,p)を規格化された測度空間とし､T:Xぅ Xを保測変換とする.X上で定義され
た行列値関数S:x一(mxm行列)が可測で

/xdp(x)log'"S(x)"<∞
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を満たすけ るOただしlog+u---(0,10g伊 -IlSll-sv_uts牒 (llvILは-次元ベクト
ルV-の長さ)である.すると､pに関しほとんどすべての点x∈xについて極限

nl曳くS･(x)S･(Tx)･-S･(Tn-1x)i(Tn-1x)･-S(Tx)S(I))1/2n≡A(I) (2･30)

が存在する.ただしS+は行列Sの矧半行列である.極限行列 (̂I)の固有値はすべて実数で

ある.さらに､測度FLがエルゴード的なら､極限行列 A(I)はほとんど至る所一定である.

保測変換のリアプノフ指数

Xをm次元ユークリッド空間とし､T :XIXを可微分な変換とし､その不変測度をp
とする｡このとき､Tの各成分の偏微分からなるmxm行列

DT(I,i･j≡(驚り (2･31)

に上の走理を適用すると､極限

nl曳くDr(I)Dr(Tx)･-DTV n-1x)DT(Tnllx)-DT(Tx)DT(I))i/2n≡A(x)(2･32)

がほとんど至る所で存在することが分かる｡極限行列A(I)の固有値の対数をリアプノフ指

数あるいは特性指数と呼ぶ｡さらに､測度〟がエルゴード的ならリアプノフ指数はほとん

ど至る所一定である｡

カオス

リアプノフ指数の定義から､正のリアプノフ指数が存在すると初期条件のずれが指数関数

的に成長し後の時間発展が大きく変わることが分かる｡このような｢敏感な初期条件依存性｣

を持つ系は決定論的運動規則を持つにもかかわらず乱雑で予測不可能な運動(カオス的運動)

を示す｡この事実から､｢点ガを初期点とする軌道は∬における最大リアプノフ指数が正の

ときカオス的である｣といわれる｡

Example一多数のエルゴード測度を持つ系でのエルゴード性-

これまで見てきたようにエルゴード理論では与えられた測度を保存する保測変換が扱われ

ており､エルゴード的な系では相空間内の"ほとんどすべて"の初期点についてそこから出

発する軌道にわたる長時間平均と与えられた測度にわたる相空間平均が一致する.羊のこと

からエルゴード的な系では物理量の長時間平均が異なるような初期点は物理的にみても例外

的で､長時間平均から不変測度が自然かつ一意的に決まるような印象を受ける｡しかし､事

情はこれほど単純でなく多数のエルゴード測度を持つ力学系が存在しそこでは測度によって
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見えてくる(物理)現象も異なる｡以下で変形Bernoullimapのリアプノフ指数を例としてこ

れを示す｡このような場合には､どの不変測度がより物理的であるかということが問題にな

るが､この点に関しては第4､第5節で触れる｡

本節第一項の例で示したように変形BernoullimapBは戸α(0<α<1)という非可算無

限個の不変測度を持つ.さらに次節の例で示すようにBはこのすべての測度について混合

的､従ってエルゴード的である.よって､測度pαについて"ほとんどすべて"の初期点xoに

対してリアプノフ指数は

入-LldPa(I)loglB,(x)･I

-lp航 (I)logpl･Jpld- log吉
--αlogp-(1-α)logq (2.33)

で与えられる｡(2.33)式から分かるように異なる測度に対応するリアプノフ指数は異なって

おり､隣接軌道の発散という現象は見る測度によって違ってくる｡このとき異なる測度に関

する"ほとんどすべて"の点は図2.3に.示すように相空間内で ｢すみわけ｣ているのである｡

Figure2.3:状態のすみわけ:異なる測度は異なるLyapunov指数を持つ点を ｢見る｣
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Section3

密度分布関数による記述

1.2節で論じたように ｢統計的措像｣に基づく非平衡統計力学理論では混合的な系の場合､

平衡への緩和が自然に現われる｡そして分布関数の時間発展が中心的役割をはたす｡写像の

執合には分布関数の時間発展を記述するのはFtobeniusIPerron演算子である｡この節ではこ

の演算子の性質とエルゴード性との関係を論じる｡

3.1 Ft･obenius-Perron演皇子とKoopman演算子

密度分布関数によって力学系の時間発展を記述する際に基本的役割をはたすのがFrobeniusI

perron演算子である.これは測度空間(X,A,FL)上の非特異な変換について定義されるoま
ず定義に必要な概念を列挙する｡

3.1.1 準備

可測変換

(x,A,〟)を測度空間LTをx上で定義された変換とすると､任意の A ∈A について
T-1A ∈Aの時Tは可測という.

非特異な変換

(x,A,FL)を測度空間､Tをx上で定義された可測変換とする｡すべてのFL一測度零の可測集

合A∈A:p(A)-0に対し､p(T-1A)-0が成り立つとき変換Tは非特異であるという.

明らかに保測変換は非特異である｡

Ll空間

(x,A,p)を測度空間とLX上可積分な関数の全体の集合を考える.この集合でX上ほと
んど至る所-敦する関数を同一視したものをLl空間とよび､Ll(x,A,p)あるいはLl(x)と
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記す.i∈Ll(x)に対しそのノルムを

IIflll≡/xdp(I)lf(I)I
で定義する｡

(3･1)

L∞空間

(x,A,p)を測度空間とし､X上可測で測度零の集合を除き有界な関数の全体の集合を考
える｡この集合でX上ほとんど至る所一致する関数を同一視したものをL∞空間とよび､

L㈲(X,A,FL)あるいはL当X)と記す｡I∈L∞(X)に対しそのノルムを

ltf"00 ≡ 8uP(M:p(x∈X:Lf(I)L≧Ml>0) (3.2)

で定義する｡

二つの空間Ll(x)とL∞(X)は互いに随伴の関係にある｡つまりf∈Ll(x)と9∈L∞(X)
に対してスカラ-積

/xdp(I)I(I)g(I)≡(I,9)
が定義でき､l(I,g)I≦ItfH1"glI∞が成り立つ.

(3.3)

3.1.2 Frobenius_Perron演算子

(x,A,p)を測度空間とするとき非特異な変換Tに関するFrobeniusIPerron演算子は関数
空間Ll(x)に作用する演算子として次のようにして定義される｡

1.f∈Ll(x)が非負であるとき任意の可測集合A∈Aに対して

U(A)≡JT_1AI(x)dp(I) (3･4)

と置くとこれは､T-1の性質とTの非特異性よりp(A)-0となる可測集合Aに対し

Z,(A)-0を満たす有界な測度を定義する.よってRadon-Nikodymの定野 より､Ll(x)
の要素pf(x)が一意的に定まり次の様に表せる.

Lpf(x)dp(I)=U(A)-/T_1AI(I)dp(x) (3･5)

これが非負な可積分関数に作用する演算子pを定める.

'RAdon-Nikodymの定理
(X,A,IL)を測度空間とし､〝をA上で定義されL(A)-0となる任意の可測集合Aに対して､Z,(A)-0とな
る有界な(つまりZ,(x)<∞である)測度とする｡すると

V(A)≡

を満たすLl(x)の要素fがただ一つ存在するo

dFL(I)I(x)
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2.-枚のf∈Ll(x)に対してはこれを非負関数の差f(a))-I+(I)-I-(I)で表わすとき
pfをpf+(I)-Pf~(x)により定義する.このとき右辺の各項は非負な可積分関数と
なっているから(3.5)より

/Apf(x)dh(x)-/T_lAI(I)dp(I) (3･6)

が任意の可測集合A∈Aに対して成立する.fに対してPfを対応させる演算子Pを
Frobenius-Perron演算子と呼ぶ｡

Frobenius-Perron演算子は､1)線形演算子で､2)正値性を保存し(つまり非負関数を非負

関数に写像し)､3)全積分値を保有する:

/xpf(I)dp(I)-/xI(I)dp(I) (317)

3.1.3 Koopman演算子

Koopman演算子は次の様に定義される｡(X,A,p)を測度空間とLTを非特異な変換とする.

このときf∈L∞(X)に対してUf(I)-I(Tx)で定義される線形演算子U:L∞(X)JL∞(X)
をKoopm弧演算子と呼ぶ｡

Koopman演算子Uは次の性質を持つ｡

iI

llUfH･∞≦llf‖∞

2.任意のf∈Ll(x)とg∈L∞(X)に対して

上dp(I)Pf(x)9(I)-/xdp(I)I(x)Ug(I)

(3･8)

(3.9)

(3.9)式はFrobenius-Perron演算子とKoopman演算子がスカラー積(3.3)について随伴の

関係にあることを示している｡

3.1.4 Example-*niBernoullimap-

前節の例で紹介した変形Bern'oullimap■についてFrobenius-Perron演算子を求めよう｡不

変測度は(2.10)で定義される私をとる.I

(2.9)よりB-1【0,3)-lo,px)uk,,qx+p)となるから

Lc,pJ(y)dpa(y)=/i_ILO,a,I(y)'dpa(y)

-LpsI(y)dgQ(y)･/pqC'pI(y)dga(y)
-LcI(py)dga(py)I/:I(qふ.p)dga(qy･p)

-LcdPa(y)(αf(py)I(1-α)I(qy･p))

-223-



田崎 秀一

ここで(2.10)から得られる関係式ga(py)-αgo(y)等を用いた｡よって､FrobeniusIPerron

演算子は

PJ(I)-αf(px)+(1-α)I(qx+p)｡

他方Koopman演算子は

UJ (x )-I(Bx)-

となる｡

I(x/p), if O≦ x<p

I (I/q-p/q), ifp≦x≦ 1

(3.10)

(3･11)

3.2 mobenius-Perron演算子､Koopman演算子とエルゴ

ード性

前節で定義したFrobeniusIPerron演算子､Koopman演算子を用いてエルゴード性､混合

性を特徴付けることができる｡

定理3.1

(x,A,FL)を規格化された測度 pをもつ測度空間(FL(X)-1)､Tをx上で定義された保
･測変換とし､UをTに対応するKoopman 演算子とする.IxdFL(x)I(I)9(I)=(I,9)と記す
とき､

1.Tがエルゴード的であるための必要十分条件は任意のf∈Ll(x)と9∈L∞(X)に対
して ■

nli-W舟 ,Ukg,-〈f,1,(1,g, (3112)

2.Tが混合的であるための必要十分条件は任意のf∈Ll(x)とg∈L∞(X)に対して

nl曳くf,Ukg)-(I,1)(1,9)

証明

どちらの証明も同様であるから(3.13)のみを示す｡

(十分性)

Xの可測部分集合Aに対して特性関数を1A(I)とする

1A(x)-(1,ifx∈A0.ifx卓A
するとこれは可積分でかつ有界である.そして任意の可測集合A､Bについて
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(1A,UtlB)-/xdp(I)lA(I)UtlB(I)
-/xdp(x)1A(x)lB(Ttx)-p(AnT~tB)

が成り立つから､(3.13)式より変換Tの混合性が言える｡

tii粍P(AnT-tB)-tii監(1A,UtlB)
-(lA,1)(1,lB)-FL(A)FL(B)

(3･14)

(3.15)

(必要性)

いまJ,9が可測集合A,Bの粋性関数f=1A,g=1Bであれば(3.14)より(3.13)式が言える｡

t聖しくJ,Utg)-t聖霊〃(AnT-tB)
-p(A)FL(P)-(I,1)(1,9). (3.16)

そして関係(3.13)はf,9のそれぞれについて線形であるから､これらが有限個の特性関数

の一次結合の場合

I(I)-∑A,llA,.(I),かつ 9(I)-∑ qLIB,(I),
3' t

(3.17)

にも成立する｡

最後にf∈Ll(x)かつ9∈L∞(X)の場合に(3.13)を示そう｡まず関数J,9がそれぞれの
関数空間内でいくらでも良く特性関数の有限一次結合で近似できることを注意しておく｡例

えば9についてはMをIlgll∞以上の正整数とLm をかってな自然数とするとき

9-(x,-ま ま1B,･(I,, (3･18)

ただし

B,･-(x∈Xl孟≦g(I)<1
+

Fini), (3.19)

とおけば､9(I)と9,n(x)の差は測度零の集合を除き1/m以下で結局ILglgmll∞≦1/mが
成り立つ｡同様にILf-fmlll≦1/mを満たす特性関数の有限一次結合fmを構成できる.
これらの関数を用いると次の不等式が得られる｡

I(I,Utgト (I,1)(1,g)J≦ I(fm,Utgmト (fm,1)(1,9m)l
+l(I-fm,Utgm)-(I-fm,l)(1,9m)I
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+I(I,Ut(9-9m))-(I,1)(1,9-9m)I

≦ I(fm,Utgm)-(fm,1)(1,9m)I

･孟(lLflLl･lLgLl-.去)･ (3･20)

ただし二番目の不等号では

l(fP (919m))l≦‖fll1日Ut(9-9m)llu≦llfILIH9-gmll∞≦地 ,m■

などの関係を用いた.fmおよび9mは特性関数の有限一次結合であるから上述の議論より

(3.20)の左辺第-項はi一 +∞ で零に収束する.

tBi監 l(I-,Utg-)-(I-,1)(1,9-)I-0･

従ってm を大きくとりtを十分大きくとることにより(3.20)の左辺はいくらでも小さくで

きる｡つまり関係(3.13)が成立する｡ □

FtobeniusIPerron演算子はKoopman演算子の随伴演算子であるから羊の定理はFrobeniusI

perron演算子に関する定理に読み替えられる.

系3.1

(x,A,FL)を規格化された測度pをlもつ測度空間､Tをx上で定義された保測変換とし､P
を対応するFrobenius-Perron演算子とする｡

1.Tがエルゴ-ド的であるための必要十分条件は任意のf∈Ll(x)と9∈L∞(X)に対
して

nli-ui岩(pkf,9)-(I,1)(1,9) (3･21)

2･Tが混合的であるための必要十分条件は任意のf∈Ll(x)と9∈L∞(X)に対して

nlimJPkf,9)=(I,1)(1,g) (3122)

□

Example一変形Bernoullimap一

前節第-項の例で示したように変形BernoullimapBは声｡(0<α<1)という非可算無
限個の不変測度を持つ｡ここでは系3.1を用いてBがすべての測度について混合的である

ことを示す｡
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証明

この証明のためにまず次のLemmaを証明する｡

Lemma

paを測度緑 こ関する変形BernoullimapBのFrobenius-Perron演算子とするとき

fが連続関数 ⇒ tli-J Zf(I)-lldga(x)I(I)
(Lemmaの証明)

まず､Jは連続関数であるから次のように書ける｡

f(I)-lldy6(y- )I(y)-lldoc(y)I(y) (3.23)

ここでOc(y)はy < xの時oc(y)-O､y≧ xの時OT(y)-1となる階段関数である.また､

FtobeniusIPerron演算子の効果は次のように測度に押し込めることができる.

11dF(x)PJ(I)-Lld咽 てαf(px).(1-α)I(qx･p))

-Lpd(αF(p!,)I(I,I/pld((1--a,F(誓))I(3,
-lld(fF(I))I(I)

ここで演算子子は次式で定義される｡

テF(I)-
i

αF(芸),
(ト α)F(_守 )+α,

ifO≦ x<p

ifp≦x≦1

容易にわかるようにfを有界関数とするとffも有界で

supLff(x)-fg(I)l≦asuplf(I)1g(I)l,
0<c<1 0<_G≦l

を満たす.ただし岳-max(α,11α)は1未満の正定数である｡
(3.23)と(3.24)より

pif(x)-/.ldOc(y)Pif(y)-/.1d(瑚 y))I(y),
が得られる｡以下でテtec(y)が七一 +∞ で9α(y)に一様収束することを示す.

まず区間[0,1】上で定義された有界関数の成す関数空間を考えるとこれは

Llfllsup≡ ｡S<TEITf(x)T

(3.24)

(3･25)

(3.26)

(3.27)

で定義されるノルムについて完備であるI｡そして不等式 (3.26)は変換 千がこの空間で縮小

写像であることを示している｡よって縮小写像についての不動点定理より写像子は､この空

Iっまりこの関数空間はBanach空間である｡
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間に唯一の不動点を持つ.変換子の定義(3.25)と関数gaの定義式(2.10)を比べることにより

gaが不動点であることが分かる｡(3.26)を繰り返し使いiga-gaを用いると

supIテtOc(y)-ga(y)I≦ 丘 suplit-lox(y)-ga(y)I
0≦y≦1 0≦y≦1

≦ ･･･≦atsuplOc(y)-ga(y)I
O≦y≦1

(3.28)

が得られるが､Q<轟く1であるからtJ+∞ でテLOX(y)はga(y)に一様収束する.

この時､fが連続ならばstieltjes積分に関するBray-Hellyの定理【15】から

/.1d(瑚 y))I(y)tjJ .1d9a(y)I(y)
がいえ､Lemmaが証明できたことになる. (Lemmaの証明終わり)

(3.29)

変形Bernoullimapの混合性を調べるために､絶対可積分関数fと有界関数9に対して､

くPif,9)の漸近的ふるまいを見てみよう.連続関数の全体は絶対可積分関数の空間で桐密で

あるから任意の絶対可積分関数Jは連続関数によりいくらでも良く近似できる｡つまり任意

の自然数m に対し1げ-ん侶≦1/mを満たす連続関数んが存在する｡
このとき

1(Pif,9)-(I,1)(1,9)I≦ L(Pifm,9)-(fm,1)(1,g)l

+I(Pi(I-fm),9)I+I((fm-I),1)(1.,a)l
≦ I(Pifm,g)-(fm,1)(1,9)I

十三Il帖
である｡ここで

･l(Pi(I-fm),9)L-L((I-fm),Uig)J

≦ Hf-fmlLILIULgLl∞≦

･l((ん-I),1)く1,g)L≦ JLf-fm=lHgJl∞≦

リ旦』は朋
JEIeFLZl

(3.30)

を用いた｡明らかに不等式(3.30)の左辺第二項はmを大きくとることによりいくらでも小

さくできるム次に第-項を評価しよう.paの定義(3.10)よりIPifm(I)I≦sup｡Lf.n(I)Iで ､

んが連続なのでLemmaが適用できて

放 電f-(I)-Lldga(x)I-(x)-(I-,1)
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が各 ∬で成立するのでLebesgueの収束走理より

tEiが Zf-(I),9)-tiiTJ ldpa(I)Pif-(I)9(x)-Lldpa(I)(I-,1)g(I)-(fm,1)(1,9),
(3･31)

が得られる｡つまり(3.30)の左辺第-項はtぅ +∞ で零に収束する｡これらの事実から

(3.30)の左辺はm を大きくとり､それに応じてtを十分大きくとると任意に小さくできるO

つまり

tii監(Pif,9)-(I,1)(1,9),

が成立する｡ゆえに系3.1より変形BernoullimapBは測度私 に関して混合的である.ロ
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Section4

pollicott_Ruelleの共鳴

ここでは1.3節で触れた相関関数の緩和率と発展演算子の固有値の関係についての定理

(pollicott-Ruelleの定理)を紹介する｡これは不変測度として"平衡測度"と呼ばれる測度を

とった場合の ｢拡大写像｣や ｢公理A可微分同相写像｣について定式化されている｡そこで
以下では"平衡測度"､｢拡大写像｣を説明した後､定理を紹介する｡"平衡測度"は複数の

不変測度を持つ力学系で変分原理を満たす測度として定義され､第1節で論じたのとは別の

側面から熱平衡系の統計力学と密接な関係がある｡まず､その説明から始めよう｡

4.1 エントロピーと平衡測度

これまでは､取りあげる系について､不変測度を与えて議論してきたが､前節の例でも見

たように､多くの力学系には複数の (時として無数の)不変測度が存在し､その取り方によっ

て､記述される現象が変わってくる｡そこで､望ましい性質を持った不変測度を決定し､そ

の性質を調べることが重要になる｡ここではそのような測度として､Sinai､Bowen､Rllelle

らに導入された`̀平衡測度"を以下の議論に必要な程度紹介する｡

4.1.1 エントロピー

(x,A,p)を艶附ヒされた測度pが与えられた測度空間とする｡Xの互いに交わらない部分集
合の族tc,･)で､その各要素が可測で､これらの和集合が全空間Xと一致するとき‥x -∪,･C,･､

E≡tC,･)をxの可測分割と呼ぶ0分割Eに対し､そのエントロピーHp(i)杏

Hp(i)ニー∑ p(C,･)logp(Cj)
3

(4.1)

で定める｡これは分割Eの持つ情報量と考えることができる.いまT:X一Xをx上で定
義された保測変換とする.このときTと分割Eから新しいXの分割Tl1E≡tT~1C3･)が生
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成できる｡これともとの分割を組み合わせてより細かい分割を作ることができる:

EVTl1E≡tC,･nT-1ck)jk (4.2)

これを繰り返し､次々と細かい分割を生成できる｡この様に作られる細分割に対するエント

ロピーHp(EVT-1EV- VT-m+1E)は漸近的に時間mに比例し､極限

hp(T,i)-悪 ∞去Hp(EVT-1EV･･･VT--･lE) (4･3)

が存在することが分かっている【13,16]｡これを分割Eに関する(保測)変換Tのエントロピー

と呼ぶ.分割のエントロピーHpを情報量と見なすと､hpは分割Eに関する変換Tによる情
報生成速度とみなせる｡さらに"情報生成速度"の上阪

hp(T)-suphp(T,i)
E

を変換Tのエントロピー(K-Sエントロピー)と呼ぶOこのとき次の性質が成り立つ.

(4･4)

Proposition【13,16]

1)保測変換Tが可逆でT11も保測的であるとする.このときTとT-1のエントロピーは-

敦する:hp(T)=hp(T-1).

2)Kolmogorovの定理

分割Eに対し分割のエントロピーHp(E)が有限で､

00
VT-nE-(Xの個々の点への分割)
†1=-00

が成立するとき(このとき分割Eは生成的であると言われる)､等式

hp(T)=hp(T,i)

が成り立つ｡ ロ

(4.5)

(4.6)

4.1.2 平衡測度

Hamiltonian系の様な力学系では､測度だけでなく距離や滑らかさを持つ空間が扱われて

いる｡"平衡測度"もこのような空間(多様体)の写像について定義される｡まず必要な用語

について直感的に解説する｡
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多様体

曲線や曲面は一点のごく近くでは直線や平面と見なせる｡これを一般化したもので､局所

的にm次元ユークリッド空間と見なせる(位相)空間をm次元多様体とよぷ (より正確には

m次元ユークリッド空間の開集合と同相な加算個の開近傍でおおえるハウスドルフ空間のこ

と)｡曲線や曲面と同様､多様体に滑らかさの概念を導入することができる｡無限回微分可

能性に対応する滑らかさをもつm次元多様体をm次元C∞多様体と呼ぶ｡

可微分写像

滑らかな多様体上で定義された関数に関しては微分可能性を定義できる｡特にC∞多様体

上では任意の正並数rに対しr回連続可微分な関数を考えることができる.今､Coo多様体x

から他のCoo多様体x'への写像Tが仝単射で､TとT-1が共に連続微分可能の時､Tを可微
分同相写像とよぶ｡

接ベクトル空間､リーマン計量

滑らかな曲線や曲面では各点で接線や接平面を考えることができる｡これらはベクトル空

間の構造を持っている｡滑らかな (m次元)多様体では各点で接線や接平面に対応する (m

･次元の)ベクトル空間を構成できる｡これを凝ベクトル空間と呼び､その要素を接ベクトル

と呼ぶ｡

多様体上の点pにおける接ベクトルV-pの長さの二乗が正定借の二次形式

LIv-pIL2-∑ gi,A(p)vpiVpj
i,3'

で与えられるとき､9をリーマン計量とよび､リーマン計量をもつ多様体をリーマン多様体と

いう｡リーマン計量を用いて多様体上の二点間の距離を定義できる｡これを多様体上のリー

マン計量と呼ぶ｡

以上の準備の下で平衡測度を定義する｡

平衡測度

Xを有限次元のC00多様体とし､T:XJXをx上で定義された可微分写像､g:xlR
をx上で定義された連続な実数値関数とする｡このとき刑こ関する不変測度 pのうち

pg(T,p)≡hp(T)･jxdp(I)9(x) (4･7)

を最大にするものを関数gに関する写像Tの平衡測度と呼ぶ*｡

'pg(T,FL)は統計力学で､自由エネルギーに対応する量になっている｡これの平衡測度での値 pg(T)-
suppPg(T,FL)はtopologiCalpressureと呼ばれている.ここで例として扱われている変形Bemoullimapや､
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4.1.3 Examplle-変形Bernoullimapのエントロピーと平衡測度-

§2.1.2で定義した変形Bernoullimapを例に取って測度paのK-Sエントロピーや平衡測度

を実際に求めてみよう｡

まず､準備として､2つの区間Io-[0,p),Il-b),1)を用意し､次のような0,1の列を
考え

LJlm]=(LJo,ul,- ,LJm), (LJ1-0または1)

これに対して次のような集合を作る｡

′ヽlI
Iul-]≡nT=oB-'IU,･=law【-)九 【-]) (4･8)

最後の等式のように､この様に作られた集合は､ある区間となるが(図4.1参照)､この区間

に対して､次のことが成り立つ｡

IJenna

No-twj=0となるW,･の個数),Nl-tLJj-■1となるLJjの個数)(No+N1-m+1)とす
るとき､

1.区間の長さ:

bLJ【n]-auln]-PNoqNl

戸α(ILJlm])-ga(bulni].)-ga(aLJlm】)

-αNo(1-α)Nl

2.区間IL.lm]の測度 :

(4.9)

(4.10)

(Lemmaの証明)

まず次のような集合を導入する｡

㍗

I～,=n Iuj.m_,
i-0

すると､I～.-Iwm,㌔ -Iu【m]である｡集合I～,も区間となるのでI～,≡【C,,d,)とおくと､次の
漸化式が得られる｡

I～,+1-【C,+1,d,+1)-Ium_,_1ni-lf,

-Ium_,_1∩tb)C,,qd,)∪[qc,+p,qd,+p))

bc,,qd,), ifum_,_1-0
lqc,+p,qd,+p), ifLJmで-1-1

拡大写像では平衡測度は一意に決まるが､このことは､これらの系がsymbolicdynamicsの手法で､有限温度
で相転移しない1次元のスピン系に書きかえることができるということに対応している【18】｡
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この漸化式から､測度と区間の長さの漸化式を得ることができる.実際､LJm_,_1-0のとき､

声a(I～,+1)-ga(a,+1)- ga(C,+1)-ga(pd,)lga(pc,)

-αtg｡(a,)Iga(C,))

-α‰(I-,)

と

d,+1-C,+1-P(d,-C,)

が､LJm_,_1-1のとき､

‰ (I～,+1)-(1-α)pa(I～,)

d,+1l C,+1-q(a,- C,)

が得られる｡区間Io,Ilの長さがそれぞれp,1-p-qで､かつ‰(Io)-α,Pa(Il)-1-α

であるから､上の漸化式を繰り返し用いて(4.9)と(4.10)が成り立つことがわかる｡ ロ

エントロピーを計算しよう.まず全ての記号列wlm]に渡る区間の集合tIulm】)は､区間【0,1)

の分割になっている｡(図4.1参照)

Bl2zu

1!_ , _ I..'F･:'･:･I:,I:鳥
p2 p pq+p 1 p2 p pq+p 1

Figure4･1:分割(んJの作り方

さて､最初に分割E≡tIo,Il)をとると､それから創こよって生成される分割は､例えば､

EvB~lE-(I.nBl1I.,I.nB-1Il,Ilna-1I.,IlnB-1Ill
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であるから､

である｡とくに

E∨E-1EV-･VB-(mll)i- tIwlm-1]l

Oく)
VナInE-(Iul加】)
71=-00

(4.ll)

が成り立つ.ここでul∞】は無限個の0,1からなる記号列である.分割Eが生成的であることを

示そう｡

列wl∞】の最初のm+1個の記号から成る有限列をulm]とし､(4.8)で定まる半開区間をIulm]-
lauln),bu【n】)とすると､Iulm】⊃Iulm'1】が満たされる.よって数列taulm])､tbulm])はそれぞれ
単調増加列､単調減少列となり､m一∞で収束する｡さらにLemmaの(4.9)よりこれらの

橿限は-敦する:limm→∞awtn】-limm→∞毎 【m]≡C.そしてIul∞】-tc)あるいは¢である.'
つまり分割Eは生成的である.因にIul∞1-¢は無限記号列LJl∞】のある記号から先がすべて1

になるような場合に限り､高々可算個の場合しかない｡

よって､Kolmogorovの定理より変換Bのエントロピーは分割Eに関する変換Bのエント

ロピーと一致する｡後者は､Lemmaの(4.10)より

1
玩 (i,E)-1im一m一∝Im

一mm

∑ -pa(Iul-】)log‰(Iul-])
Iulm-1】∈VT=-olB-''E-1

m一∞ m + 1

となる｡上式の和は

ihJ
((4･12).の和)-∑No=0
-皇
No=0

Fiil
∑
No=0

(Nm.)aNo(1
(Nm.)aNo(1

(Nm.)a"o(1-a)m-Nolog(aNo(1-a)m-No) (4.12)

-α)m-Nolog(αNo(1-α)m~No)

-α)m~NolNologα+(m-No)log(1-α)]

=(logα孟･log(1-α)孟)Ni.(Nm.)I"oy--"oC=α,y=1-α∂
=(logαがlog(1Iα)孟)(x･y)-lc-岬 lla - -(log- g(1-α))

と計算できるので結局､変換点のエントロピーは

玩 (i)-玩 (i,E)--αlogα-(1-α)log(1-α)

- 235-

となる｡

(4.13)



田崎 秀一

変形Bemoullimapの平衡測度

関数植 )-lTloglB'(I)lに対して､私 の形の測度の中で､Bの平衡測度を定める変分間
題を考えよう｡

p.(i,α)-玩 (i)./xdpa(x)(-TloglB'(I)l)

--αlog芸 -(11α)lo採 譜

これを最大にするαを求める｡

孟 pQ(i,α)-loggf 毒 - 0

から､最大値を与えるαeqは
p7

aeq
pT+ (1-p)7

(4.14)

と求まる.このときpQ(i,αeq)-log(pT+qT)でp叫は平衡測度である.7-1の時､つま
り車がLyapunov指数を求める積分 (2.28)の被積分関数の場合

aeq
p+(llP)

(4.15)

となるが､この時ga(x)-xで､平衡測度はLebesgue測度となる.

4.2 拡大写像

ここではエルゴ-ド理論の立場からもよく調べられている強いカオス系である拡大写像を

紹介する｡

拡大写像

Xを有限次元のC∞多様体とし､dをそのリーマン計量とする｡コンパクト集合 (つまり有

界閉集合)Kと開集合Uがあって､K⊆U⊆Xとする.r回連続微分可能な写像T:UぅX
が次の性質を持つ時､Tを拡大写像とよぶ.

1.e>0､0<0<1が存在して､∬,y∈Uかつd(I,y)<Eを満たすx,yに対し

d(Tx,Ty)≧0-1d(I,y) [拡大JEE]

2･K-tx∈U:全ての正のnに対しTnx∈U) [3)と組み合わせてKの不変慨

3.0(⊆K)が垂でない開集合ならば､ある正整数nに対しTnO-K l位相的混合団
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拡大写像は平衡測度についてエルゴ-ド的である｡

定理 :拡大写像のエルゴード性 【17-19】

xを有限次元のコンパクトなC∝リーマン多様体とし､Tを拡大写像とする.そして9:

xlRを(ヘルダーI)連続な関数とする.すると9に関する写像Tの平衡測度pが一意的に

存在し､i,れはエルゴ-ド的でもある｡

4.3 Pollicott_Ruelleの定理

平衝測度について拡大写像 はエルゴ-ド的であるからこつの力学圭A,βの相関関数

(UtAB)p-くA)p(B)～≡ /xdp(I)UtA(I)B(I)-/xdp(I)A(I)/xdp(I)B(x) (4･17)
は回1∞で (平均的に)零に近づく.ここでUはKoopman演算子である｡力学量A,Bに

対し一定の滑らかさを課すことにより､相関関数の減衰の仕方についてより詳しい結果が､

Rllelleによって得られている｡

定理 :Pollicot七一Ruelle共鳴 (Ruelle,1989)【19]

xを有限次元のC∞多様体とし､U(⊆X)を開集合､T:UうXをr回連続微分可能な拡

大写像 (拡大率 011)とする｡そして､g:U十Rをr回連続微分可能な関数とし､FLを98こ関

する平衡測度とする｡このときγ回連続微分可能な関数A,βの相関関数の"フーリエ変換"

sAB(I)≡'Euzt((UtAB)p⊥(A)～(B)～) (4.1g)t=0

は回 <1で収束し､Jzl<O-rに解析接続できる.そして1<lzl<O-rでは高々位数の有限
な極を持つ｡(図4.2参照)特にすべての極が単純なとき

せ,･(A)03･(B)
ナ1-2人j3SAD(I)-∑ +WAB(I) (4.19)

と表わされる.ここでll1はSAB(I)の1<IzJ<0-rに存在する極で､WAD(I)はA,別こつ
いて双線形かつJzL<0~rで解析的である.Qr,･､◎,･は超関数でそれぞれFrobenius-Perron演
算子p､Koopman 演算子Uの､固有値入jに対する(一般化された)固有関数であるⅠ:つま

I距株空間(X,dx),(Y,dy)に対して､写像f:X十Yが定義されている時､定数α,M>0に対して､

dy(I(I),I(y))≦M(dc(I,y))α (4･16)

である時Jは､α次ヘルダー連続であるという｡α-1の時は特にリブシッツ連続という｡
Ⅰ厳密にはUはKoopman演算子をr回可微分な関数の空間に制限したもので､Pは分布関数に対してではな
く物理量に対して定義されているのでFtobenius-Perron演算子ではないo後者はRuelleのtransfer演算子から

伶られる (定義については注参照).しかし､形式的にU､PはそれぞれKoopman 演算子､Ftobenius-Perron
演算子に一致するので本稿ではこう呼ぶ｡
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Figure4･2:Pollicot-Ruelle共鳴 :*が共鳴AT1の位置を示しているo

り､任意のA,βに対し､次式が成立する｡

Pせ3･(A)≡ せ3･(UA)-入3･中,･(A)

UO,I(B)≡ 0,･(PB)-入jO,･(B)

このときの極 f̂1はpollicott-Ruelle共鳴と呼ばれている.極の位数が2以上の時は(4･19)
の右辺第-項には固有関数ql,･,申,･の代わりにJordan標準形に対応する(一般化された)左右

のprincipalvectorが現われる｡

同様の結果は指数的不安定性をもつ公理A微分同相写像と呼ばれる可逆な写像について

も成り立つ (Pollicott,1985,1986;Ruelle,1986,1987【20,21])0
(4.19)を逆Fourier-Laplace変換すると､相関関数の正方向の時間発展が次のようになる

ことがわかる｡

(UtAB)I-くA)pくB)～+∑入;･ql,A(A)O,･(B)+WAD(f)
∫

ここでt>0であり､右辺第三項はA,別こ関し双一次で残りの項より速く減衰する

LW.48(f)lOJ~t一0 (t一+∞)

(4.22)

(4.23)

ただし0'はβ-<0'<minl入jlを満たす1未満の定数であるo
いま不変測度 pに関し絶対連続でRuelleの定理が適用できる程滑らかな密度p.を持う初

期分布を与えたとし､滑らかな力学量Aの平均値の時間発展を考える｡すると(4.22)より

･i(i)≡(UtA)fb=(A)p+∑入;･Qf,･(A)4･,･(po)+軌p｡(i) (4･24)
J
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を得る｡これは力学量Aの平均値が"熱平衡値 "(A)〃に指数的に緩和することを示してお

り､1.3節で論じた ｢統計的描像｣に基づく非平衡統計力学の基本となる｡｣

注)脚注で指摘したように演算子pは厳科 こはFrobenius-Perron演算子ではなく､Ruelleの

transfer演算子から次のように構成される.XをコンパクトなC∞な多様体とし､T:X一X
を連続な写像とする.このときx上の連続複素数値関数の成す空間CO(x)を考え

L:gf(I)≡ ∑ eg(y)I(y)
y∈T-1(I)

で演算子L:9を定義する｡ここで9はx上のヘルダー連続な実数値関数で､平衡測度の定義

(4.7)に現われるものである｡このL:gをRuelleのtransfer演算子とよぶ｡Tが拡大写像のと

き正数心 X上の実数値関数h(x)(>0)と測軌 があって､i)Lgh(I)-Aoh(x), ii)すJ<'

てのf∈CO(x)についてIxdL,(x)I:gf(I)-入olxdz/(x)I(I),iii)Ixdl/(I)h(I)=1が満た
されるoそしてFL(A)≡IAdu(I)h(I)で 測度pを定めるとこれはヘルダー連続関数9に対応
する平衡測度である｡このとき

pf(I)≡志 Lg(hf)(x) (4･25)

で定義される空間CO(x)上の演算子がRuelleの定理に現われるPである｡I:9,Z/の性質から

/xdp(x)UA(I)B(I)-i /xdu(I)Lg(hA'oTB)(I)-i /xdu(I)A(I)Lg(hB)(I)

-/xdu(I)h(I)A(I)志 eg(hB)(I)-/xdp(I)A(x)PB(I),
(4.26)

となるので(4.25)で与えられるPは形式的にFrobeniusIPerron演算子と-敦する.

4.3.1 Ruelleの定理の例 一多重Bernoullimap-

Ⅳ個の格子点からなる周期的一次元格子上の各サイトに区間[0,1)を配し､そのサイトと

区間を次のようなダイナミックスで運動するモデルを考よう(これを多重Bernoullimapと

よぷ)｡これは決定論的拡散モデルの一例である｡

S(n,I,- ( rnI i,,≡:'L 1,,. …墨 書 (4･27)

ただし1≦n≦Nでn--1とn-Nのサイト､n-N+1とn-1のサイトはそれぞれ同

一である｡(2.6)式で定義される関数fa(x)を用いFLa([0,x))n-fa(I)(添字 n は区間がn番
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目のサイトに属していることを示す)で測度paを定めるとこれは不変測度である｡対応する

FfobeniusIPerron演算子は

pf(n,x)-αf(n･1,芸)･(1-α)I(n-1,宇 ) (4.28)

と書ける｡この多重BernoullimapについてRuelleの定理を具体的に見てみよう｡

まず､この方程式をサイトの成分についてFburier変換する0

〟

jS(I)≡∑ e-1'q(a)nf(n,x),n=1

ここで8-1,2,-Nでq(S)-2打S/Nと略記した. この道変換の公式と(4.28)より分布の時
間発展が次式のようになることが容易にわかる｡

ptf(n,I,-詣 et'q'S'n :̂pStis(I,

ただし､複素数人Bは

入S=αeiq(a)+(1Iα)e~iq(8),

で､演算子PeはαS≡αet'q(a)/lsという定数を用い次式で与えられる.

psfS(I)≡αsf̂S(言)･(1-αS)f'8(宇 )

人<

(4.29)

(4.30)

(4･31)

Ruelleの定理に相等する結果を述べる前に演算子Psの不変汎関数､つまり任意の関数f(x)

についてPs(iu).-Fs(I)を満たす汎関数Fsを調べて見よう｡いま

Fs(I)-/.1dFs(I)I(I), (4･32)

と置いてみるとFsの不変性は関数Fs(x)が次の関数方程式をみたすことと同値である.

Fs(I)-
〈
αsps(2x),
(11αS)FS(2x-1)+αS,

l121<<
l

∬

∬

<
一<
一

0
l
l2

指

h川.

■-
●l

(4.33)

方程式(4.33)はman(lα8日1-αsl)<1の時に限って解を持つ.この条件が満たされないと

き(4･32)は意味を成さないが､FSを何甲か積分したものは意味を持つ｡そして積分したFs

を用いて不変汎関数を構成することができる.まずl-1,2,- として漸化式

ho･8(I)-αS, ht73(I)-/:2dx,ht-1,空,)･貴 /;2dx,htll･S(x,), (4･34)

で定まるl次の多項式を用いて

F,,a(x)- 賢F,,S(2x),
碧 F,,S(2x-1)+h,,a(I),
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という関数方程式を考えるとこれはmax(IasJ/2r,l1-αsl/2r)<1のときに一意解を持つ.そ

して丘-max(α,11α)とL sが可2r< lAsl≦a/2r-1を満たすとき

78(I,-rg(ll)LcL･Sf't'(1,I(ll,r/.1dFrTS(x,f'r'(I,,
で汎関数を定めると､これは不変である:Fs(Psf)-78(I).ここで定数cL,Bは

cL･8-FH;2dx,hL-178(x,),
で与えられる｡

Proposition

関数9(n,X)がxについて(m+1)回連続微分可能であれば次の関係が成り立つ.

(4･36)

ptg(n,I)-妄 写 入tQs･o(n,I)(es･0,g)
a/2n<l入.1≦1

･V!1妄6/2m_!.A..≦1(i)iQs"(n,x,(es-9,+Wt'm'9(n,I, (4･37)
ただし､丘≡max(α,1-α)で､各項の関数は以下のような性質を持つ:

1.左固有関数 :

(esp,,9)≡ Fs(含ま〝)),

(es,U,pg)-去(es,〟,9)

2.右固有多項式 :

Qsrv(n,I)≡eiq(S)nps"(I),
pQs.V(n,I)-如S"(n,I),

でPS"(I)は次の母関数によって生成されるZ/次の多項式である｡
○く)
∑tups,〟(x)-
Z/=0

e〇t

m?=l(αS+(1-αS)eu2k)
(4.42)

3.剰余項のオーダー:

lWt'-'9(n,X)I～(A)i
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注) (4.37)の右辺第-項はⅣ個のサイト上で定義された(左隣のサイトへの遷移確率がα､

右隣のサイトへの遷移確率が 1-αの)ランダム ウオークのChapmann-Kolmogorov方程式

の初期値間蓮の解と一致する｡つまり､決定論的なダイナミックスに従っているモデルで､

極限操作をせずに確率的な現象論を厳密に導けるのである｡また､Frobenius-Perron演算子

の固有値入a/2Vは予め設定した測度のパラメータαに依存している｡このことは､第2章でも

見たことだが､設定している測度を変えることで見える(記述される)物理現象が変わるこ

とを示している｡

証明

まず､次のような演算子Jsを導入する.

･9(I)≡ 1.Tdx/g(x'),
Jsg(I)≡ Ig(I)-Fs(Ig)

このJsを利用して(4.37)を証明しよう.さてIg'(x)-9(x)一g(0)とFs(1)-1より

g(I)-fs(g)+Jsgl(I)

である.そこで､Ps,o(x)≡1,PS"(I)≡JsuPs,o(I)として､

Fii】
9(I)-∑ps,V(x)Fs(9(V))+Jsm十1g(m'1)(I)J/=0

を帰納法で示そう.m-kで(4.46)が正しいとする:

A
9(I)-∑Ps"(I)Fs(9(U))+Jsk'1g(k'1)(x)z/=0

(4.45)より､

9(A+1)(I)-FS(9(A+1))+Jag(A+2)(x)

であるから､(4.47)より

A
9(x)-∑p8,,(x)FS(9(y))+Jsk'178(9(k'1))+Jsk'29(k'2)(x)
〝=0

(4.44)

(4.45)

(4･46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

とできる｡ここで､JaF+1･1-Jsk+lps,0(I)-Ps,A+1(I)故､m-k+1でも(4.46)が成り立つO

演#子JeとFrobenius-Perron演算子のS成分との間には次のような交換関係が存在する｡

psJs=妄J8Ps･
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これと多項式ps"(I)の走義 か ら

pstpsふ -i"SUP S,0(x'- (去 ) iJsuPStPs,0(x'- (去 )iJsuPs,.'x'- (; )tp sp'x'･ '4 ･51)

(4.46),(4.50)と(4.51)か ら

A

入tSPstg(I)-∑ 大王j'StPs,V(I)Fs(g(V))+A;PstJsk+1g(k'1)(I)
Z/=0k
-∑〝=0(g･)ips"(I)Fs(9(V))+(轟 JSk+1Pstg(A+1)(I), (4.52)

と書ける｡

つぎに分布9の時間発展の表式で準運動量 Sの和を次のように分ける

pig(n,X)-,!.妄 ∑∫
a/2r<l入.1≦丘/2r-1

eiq'3'n入:Pstbs(x)･ 妄 ･∑ eiq'S'nA:Pstbs(I)I (4･53)8
l入.)≦丘/2m

最後の項はAt～(書m)tTCあるからwt'm)に含めることができる｡
いまa/2r<l入sl≦6/2r-1の項を考えよう｡このとき演算子Jsはr回可微分な関数につい
て定義できるので9がm+1回可微分の時､展開(4.52)はk-m- rまで適用可能である.

そして

帆-㍗

et'q(a)n入三鰯 S(I)=eiq(a)n∑
〝=0

Tn-r

∑〝=0串

(i)ips7V(I ,7 8糾 ･eiq(S,n(宗 )tJ8--r･lPSta(--.r･1,(I,

Qs.V(I)(es,V,g)+ eiq(S)n Jem-r+1Pstg(m-r+1)(I)

(4.54)

最後の項は(宗旨)t～(慕)tであるからwt'm'に含められるo (4･54)を(4･53)に代入して整
理すると(4.37)が得られる｡

Q叩,eS.Vが恥obenius-Perron演算子Pの固有関数であることは容易に示せる.実際､

･pee.y(n,x)- eiq'3'n入SPspe.U(I)-去 et'q'S'npS"(I)-如 S.u(.n,X),

･(e 叩 ,Pg)-Fs(tFg)!V')-入STS(IPsbs)̀V')-去Fs(Psaiy')

-蒙78(針)=去胤 〝,9)I
最後に多項式pe.y(x)の母関数を求めよう｡

00
Gs(i,I)≡∑ tvps,y(I)U=0
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と置く.すると､JaPs,〟(I)-Ps,V+1(I)より
()O

JsGa(tJ)-∑tvPs,y(I)-与lGs(i,I)-1】,〝=1

であるから､xで微分してGs(i,x)=acGs(i,I)/tを得る｡よって

GS(i,I)-C(i)ect.

(4.56)

これを(4156)にft入LC(i)=Fs(ecl)11が分かる.FsのPs不変性､Psexp(xt)=lcta+(1-
α8)exp(i/2)]exp(頑/2)とFS(1)-1から

78(eCt)-78(Psect)-las+(1IαS)et/2]Fs(ect/2)
〟 oo

---nlas+(11αS)et/2k]FS(ere/2K)-nlas+(1-α8)et/2k],
k=1 k=1

となるので結局(4.42)を得る｡

00
∑tレPs"(x)-Gs(t,I)-
I/=0

eCE

m?=1(αS+(i-αS)et/2k)
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Section5

多重パイこね変換における非平衡状態

これまで論じてきたように ｢統計的措像｣をとると相関関数の減衰が緩和に対応し､その

競和率が分布関数の時間発展演算子の一般化された固有値として特徴付けられる｡前節の例

では決定論的拡散モデルにおいて､この一般化された固有値が実際に拡散の現象論的モデル

(ランダム ウオーク)の確率分布の緩和率を再現していることを見てきた｡ここでは保存的

で可逆な決定論的拡散モデルを用い､｢統計的措像｣の枠内で非平衡定常状態が構成できる

ことを示す｡以下で見るようにモデルの可逆性にもかかわらず定常状態には時間反転対称で

ないものが存在する｡

5.1 多重パイこね変換

多重パイこね変換は前節の例で扱った多重Bernoullimapの2次元版で､決定論的かつ可

逆なモデルである｡相空間は一次元格子の各点に単位正方形を配したものでダイナミックス

は次の変換で与えられる(図5.1参照)｡

B (n,x ,y)-
(

(n- 1,2x,普),
(n+ 1,2x- 1,牢 ),

ll21<<
一

∬

∬

<
一
<
一

0

l
l2

f⊥
f⊥

●1
-1

(5.1)

この系は一様に双曲的で､最大Lyapunov数はlog2である｡このモデルで､統計分布のふ

るまいを調べる｡通常の密度関数で表せない状態も含めるため累積分布関数

G(n,I,y)≡FL((【0,x)×[0,y))n) (5.2)

の時間発展を考える｡ここで添字nは中括弧内の領域がサイトnの正方形の部分集合である

ことを示す｡

今､ptを時刻tでの測度と考えれば､図5.2よりわかるように､その時間発展は､

FLt+1(A)-Fit(B-1A)
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n･l n Tt+I

Figure5.1:多重パイこね変換 :横軸はサイトの番号である｡

Figure5.2:測度の時間発展
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となる｡よって累積分布関数の運動方程式は､

B-1(【0,I)×【O,y))n-
〈

tlo,;)xlo,2y)ln'1, ify<i
f【0,普)×[0,1))n'lU(【喜,翠)×【0,2yl1))n-1, ify≧主

であるから､次の様になる｡

Gt(n,x,y)-FLt_1(B-1(【O,I)×[O,y)ln)

i

Gt-1(n+1,;,2y), ifO<_y<i
Gト1(n+1,号,1)+Gtll(n-1,翠,2y-1)

-Gトl(nll,主,2y-1), if喜≦y≦1

時間反転不変性

一般にJ2=Jという性質を持つ演算子が存在し

JβJ≡β-1

(5.4)

(5.5)

が満たされるとき変換βによって与えれらるダイナミックスは時間反転不変であるといい､

Jを時間反転演算子とよぶ｡今の場合､例えば図5.3からすぐにわかる様に､Jは各々のセル

の中でのy--I+1に関する折り返しである.つまり､

I(n,I,y)-(n,lly,1-I)

尚､時間反転Jは通常の力学系では速度反転の操作に対応している｡

5.2 定常状態

方程式(5.4)の定常解Gを見つけよう｡この解について以下の条件を仮定する｡

1.横測度の仮定 :

G(n,I,y)≡G(n,1,y)F(n,I)

これからF(n,1)-1となることが分かる｡

2.-様性の仮走 :

F(n･妄)-α (nによらない)
(5.4)で3=1とおけばG(n,1,y)の従う方程式がえられる.

a(n,1,y)- G(n+1,i,2y),
a(n+1,i,1)+a(n-1,1,2y-1)-G(nll,i,2y-1),
αG(n+1,1,2y),
(1-α)a(n-1,1,2y-1)+αG(n+1,1,1),
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lβ

∩
=

β

日
日
日
日
日
日
∪

Figure5.3:多重パイこね変換の時間反転不変性一月とβ~1との関係

次にFを決定する方琴式を導こう｡y≦1/2のとき､(5･4)と(5･9)をそれぞれ用いると

G(n･1,芸,2y)-a(n,x,y)-G(n71,y)F(n,x)

-a(n･1,1,2y)F(n･17;)-allG(n,1,y)F(n･17;)

と変形できるから､別こついては

F(n,芸)-αF(n,I)
という関係が得られる｡他方(5.4)JTCy-1とし声ものから

G(n,I,1)-(αG(n+1,1,1)+(11α)G(n-1,1,1))F(n,I)
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-G(n･1,1,1)F(n･1,芸).G(n-1,1,1)(F(n-1,空室)-α)
-aG(n.1,1,1)F(n･1,小 G(n-1,1,1)〈F(n-1,空室 )-α)

つまり

F(n-1,空室)-(1-α)F(n,I)･α,
が得られる｡以上をまとめて

F(n,x)-
(

αF(n-1,2x),
(11α)F(n+1,2x-1)+α,

ll21
く

く
一

∬

∬

<
一
<
一

0
l
l2

f

ー

●l
●l

この解Fは§2.1.2の(2.6)式で導入した特異関数faである.

F(n,I)-fa(I)

(5.9)でy-1とおけばG(n,1,1)の方程式が得られる.

G(n,1,I.)-(1-a)a(n-1,1,1)+aG(n+1,1,i)

(5.10)

(5.ll)

これは左右の隣接サイトへの遷移確率がそれぞれα､1-αであるようなランダム･ウオーク

についてのChapmann-Kolmogorovの式と一致する.よって､Fに課した一棟性の条件(5.8)

はこのランダム･ウオークの遷移確率が仝サイトに渡って一様であるという仮定にあたる｡

以下でαについて場合分けをして定常状態を求める｡

α-圭の場合

まず､§2･1･2でみたように､F(n,I)-fi(I)-Xであるoそして､方程式(5･11)はB,B'
を境界条件で定められる定数とするとき

G(n,1,1)-nB+Bl (5.12)

という解を持つ｡よって､各サイトに渡っての分布は図5.4の様になっている｡これを(5.9)

に代入するとG(n,1,y)についての関数方程式が得られる｡これはある縮小写像の不動点を

求める方程式となっているので､ひとつ解が見つかればそれは唯一である｡そこで解の形を

G(n,1,y)-I(y)n+g(y)

と仮定してとくと､I,9は次のように決まるo

f(y)-By, 9(y)-BT(y)+B'y

-249-



田崎 秀一

α=1/2 α≠1/2

Figure5.4:セル上の累積分布関数の各サイトに渡る分布 (β>o)

ただし､ここでの関数T(y)は次の関数方程式で決まる関数で､高木関数【22,23】として知ら
れているものである｡

T (y)=
〈

iT(2y)+y,
iT (2y- 1)+ l l y ,

1121
く

く
一

打
U
"〟

<
一
<
一

0
l
l2

E川
h川H

●l
●l

結局α=圭の時の定常状態は

G(n,I,y)-xtB(ny+T(y))+B′y)

となる｡

α≠圭の場合

(5.ll)は境界条件によって定められる定数をA,A′とすると

G(n71･1)-A(?)n･A,
という解を持つ (図5.4参照)｡これを(5.9)に代入し､解を

G(n,1,y)-A91(y)(?)n･A,92(y)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

と仮定すると91(y)-fl_a(y),92(y)-fa(y)と求まるOそして定常解は次の様になる｡

a(n,I,y)-fa(I)〈A(土器)Af1-a(y)+A,fa(y))
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時間反転した状態
J

系の時間反転不変性より､時間反転した状態も定常状態である｡α≠圭の場合には時間反

転によっても新しい状態は作られない｡α-主のとき､時間反転した状態の累積分布関数e

は､

e(n,I,y)≡ p(Ilo,I)×[0,y))

-y(A(nx-T(I))+Bx)

となり､∬に関してフラクタルな分布になる｡

(5.17)

5.3 流れの様子

次に､この定常状態での流れの様子を見てみよう｡流れは､一回の変換である境界をnか

らn+1の方向に横切る測度と考える｡

α-主の場合

図5.1の点線の境界を横切る測度を流れと考えると､Bが右に移動してCが左に移動して

いるから､

Jn]n+1-P(B)-FL(C)

-p([;,1)xl0,1)n)-p([0;;)xl0,1)n.1)
-a(n,1,i)-G(n,;,1)-G(n･1,;,i)
-;lG(n･1･1,1)-G(n,1,1)]- ; (5.18)

という表式を得る｡この式は､拡散率8-㌢に比例した､分布の勾配を均す方向への流れ
が生じることを示している｡これは､拡散の現象論的法則､Fickの法則である｡

■-様な状態ではサイトに渡る測度の連動を記述する方程式が､

Gt+1(n,1,1)=(1-α)Gt(n-1,1,1)+αGt(n+1,1,1)

というランダムウオークの式になるから､その拡散率は､

((△3)2)_∑?:_∞n2Gt(n,1,1)-fi2■■■-llllllll.llll.llll.llll■-■■■■■■■■■■■■■ll■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■llll■■■lll■■■ll■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■-
t二i品2t 2t

の公式を用いて､α-主の時､β=主と計算できる｡

- 2 5 1 -
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α≠主の場合

Jnln+1-A'(1-2α)

をえる｡この場合はFickの法則は成り立っていない｡

時間反転した状態

J-nJn+1-P(IB)-FL(IC)

-用言,1)×[0,1)巨 細 喜)×[0,1)仙 )n

-a(n71,1)-a(n,;71)-a(n･1,喜,1)
-;-;lG(n･1,1,1)-G(n,1,1)]

と表せるので､｢反Fickの法則｣に従っているといえる｡

(5.19)

(5.20)

5.4 定常状態の選択 一有限長多重パイこね変換 一

前項で､さまざまな非平衡定常状態が実現しうるということを見たが､これらの中のどの

状態が物理的に実現される状態なのだろうか｡

まず､班-Sエントロピー最大の状態が物理的であるという観点を取れば､α-主の状態が
選ばれるI｡しかし､K-Sエントロピーが最大値となる状態はFickの法則が成り立つ状態と

反Fickの法則が成り立つ状態との2つがあり､これらを区別することはできない｡そこで､

ここでは与えられた境界条件のもとで､どのような (あるいはどちらの)状態が定常状態と

して実現するかを調べてみよう｡

境界条件を指定できる様にn-1-N-1の間は通常の多重パイこね変換を､n≦-2,n≧

〟+2では自由運動に対応する (こねない)変換を置き､境界では全体が可逆になるように

接続した変換 (有限長多重パイこね変換)を考える(図5.5参照)0

B'(n,I,y)= (n-1,2x,普), ifx<喜
(n+1,2x-1,撃), ifx≧喜

Iこの系の-様な定常状態に対し､K-Sエントロピーはミ

hKS=-αlnα-(1-α)ln(1-α)

と計算されるが､これはα-主のとき最大値hKS-ln2をとる.
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Figure5.5:有限長の多重パイこね変換

B'(n,x,y)-

B′(n,x,y)-

B'(n,x,y)-

仁 :二
-1,I,y), ifx< 喜

1,2x11,誓土), ifx≧喜
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この系で初期条件を以下の様に置いて系の漸近的ふるまいを調べる0

｡多重パイこね部では､累積分布関数Go(n,I,y)が､xについて2回連続微分可能O

.自由運動部では､次のような一様Lebesgue測度とする｡

Go(n,I,y)-〈 ;二;≡; :≡右1.1 (5･21)

ただし､密度差β+-〟_はOでないとする｡

このとき系が定常状態をもち､それに向かって次のような段階を経て漸近して行くことが解

析的に示せる｡

1･x方向への一様化 :時間スケール～(喜)i
これは時刻tでの累積分布関数の∬についての2階微分がt一 ∞ で0に収束するこ

とから分かる｡

"882Gt‖≦(妄)i"ac2Go=云 0
ただしLIac2Gt日はIac2Gt(n,I,y)lの(n,I,y)についての上限である.

i･サイトにわたる一様勾配分布への漸近:時間スケール～(cos品)i
Gt(n,1,1)は､定常分布(笥告(n'1)+p-)へ向かって､(cos品)te,ように漸近して
行く｡
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3･yB向へフラクタルな分布の形成 :時間スケール～(喜)i
y方向の分布の形成はステップ2に追従して起こる.この過程自体の時間スケールは

I(i)tである.
定常状態は次のような形をとる｡

GJn,a,y)-Il等苦 く(n･1)y･ Tn(y))･p-y] (5.22)

ここでのTn(y)は高木関数に似たフラクタル関数で､図5.6のような形をしている.
この状態での流れは

Jn'n.1-G-(n,1,1)-G-(n,去,1)-G-(n･1,喜,1)
1/)+一戸_
2〟+2

--;lG-(n･1,1,1)-G-(n,1,1)]

となっていて､Fickの法則を満たしている｡

時間発展の過程のうち漸近分布(5.22)を得るうえで重要なのは伸びる方向､∬方向への分

布の一様化である｡前項で見た様にFickの法則に従わない分布は∬方向について特異的で

ある｡ダイナミックスによる∬方向への一様化に抗して､この方向に特異的な定常分布が存

在できるのは伸びる方向にフラクタル的構造をもつからである｡これを漸近状態として実現

するには初期状態としてフラクタル的分布を用意しなくてはならない｡しかしその操作は厳

密には不可能である｡

この結果から､たいていの (ある程度滑らかさを持った)初期条件からスタートした状態

はFickの法則に従う､伸びる方向(x方向)に滑らかで縮む方向 (y方向)に自己相似な定常
状態に行き着くことがわかる｡この意味で､前節で議論したさまざまな定常状態の中でFick

の法則に従う状態が安定だといえる｡これはまた時間反転不変な力学系で不可逆過程が実現

されるメカニズムについての示唆を与えている:いま不安定な力学系において非平衡定常状

態が実現されていると一般に分布は伸びる方向に滑らかで縮む方向にフラクタル的であり､

この構造はダイナミックスよって安定に維持される｡時間反転により安定な方向と不安定な

方向は入れ替わるので､時間反転した状態は伸びる方向にフラクタル的で縮む方向に滑らか

である｡しかし､ダイナミックスによる引き伸ばしのためフラクタル構造の小さな揺らぎは

正方向の時間発展により成長し､反転状態はこの意味で不安定になる｡このことから反転状

態は実際には観測できず､その結果､もとの非平衡定常状態のみが実現する(不可逆性の出

現)と考えられるのである｡
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1 0

Figure5.6:不完全高木関数Tn(y)
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bridgeUniv.Press,1985),

の第2,第3章の紹介である｡4.1節のエントロピーについては文献【131の第6章に､平衡測

度については文献【171に詳しい｡第4節の拡大写像､pollicot七一Ruelleの定理の一般論は文献

[191に沿った.各章で例として用いた一次元写像の特異不変測度､それらのエルゴード性お

よびpollicott-Ruelleの共鳴については

.S.Tasaki,Z.SuchaneckiandI.Antoniou,"Ergodicpropertiesofpiecewiselinearmaps
onfractalrepellers",Phys.Lett.A179(1993)103.

.S.Tasaki,I.AntoniouandZ.Suchanecki,"SpectralDecompositionandFractalEigen-

vectorsforaClassOfPiecewiseLinear.Maps",Chaos,SolitonsandFractals4(1994)

227.

の記述に沿った｡また例に用いた一次元マップによる決定論的拡散モデルは

.P.GaBPard,Phys.Lett.A168,(1992)13.

.H.H.HaBegaWaandD.I.Driebe,Phys.Lett.A168,(1992)18･

.S.TaBaki,Ⅰ.AntoniouandZ.Suchnecki,Phys.Le去t.A179,(1993)97.

●_P.Ga8pard,Chaos3,(1993)427.

でも論じられている｡第5節の多重パイこね変換における非平衡定常状態は

●S.TaBakiandP.GaSpard,"FractalDistributionandFick'SLawinaReversibleChaotic

System",in"TowardstheHarnessingofChaos",M.Yamaguti(ed.),(EIsevier,1994).

.S.TaBakiandP.Gaspard,"Fick'sLawandFractalityofNonequilibriumStationary
StateSinaReversibleMultibakerMap",1995,submittedtoJ.Stat.Phys..

で論じられている｡
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