
研究会報告

任意の3次相関関数をもつ定常確率過程を

ランダム ･ウェーブレットの重ね合わせで合成する方法

坂口文則'

1 はじめに

物理学 ･工学等の様々な分野で現れる不規則な

変動を扱う方法は各種あるが､その中の一つに､

ランダムな変動を確率過程の見本過程と見倣して

分析を行う方法がある｡(対象となる現象の生起

するメカニズムについて何らかの物理的意味付け

が可能な確率モデルを指定することもあるし､そ

れらに関する情報が不足している場合や厳密な取

扱いが complexityの点からみて困難な場合に便

宜的に確率過程でモデル化する場合もある｡本報

告では両者の区別に特に立入ることなく議論を焼

けるが､そもそもこの両者がもともと峻別できる

類のものであるかどうかについては周知のように

種々の見解があり議論の余地があろう｡冒頭から

余談だが､筆者には両者の区別がそれほど本質的

でないという見解の方がより自然な感じがする｡

以上蛇足｡) さて､その際に確率過程をどのよう

なスタイルで記述するかには様々な可能性があり､

例えばランジュヴァン方程式などの確率微分方程

式タイプのスタイルで記述する方法や､互いにあ

る種の相関をもったランダムなフーリエ成分の重

ね合わせとして表現する方法などがあるが､本報

告では､確率過程をランダムに発生するウェーブ

レットの重ね合わせとして表わすときの問題を取

り扱う｡

ウェーブレット(例えば文献 【1-6】参照)ば'

同じ形"の局在した関数にスケール変換と生起時刻

のシフトを施すことによって得られる基底関数系

(この場合は直交ウェーブレット関数系と呼ばれC

oNSをなす)もしくはover-completeな (信号

処理の言葉でいう)擬似直交完全系 (注意:この場

合は非直交ウェーブレット関数系と呼ばれ､"擬似

直交"は直交を意味するのではない!)であり､そ
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の ("擬似")基底関数の局在性と2乗可積分性に

由来する利点を活かして､近頃画像･音声などの信

号処理の様々な問題に盛んに応用されている｡(ま

たまた蛇足になるが､ウェーブレットのルーツある

いは最初の提案者については専門分野毎に諸説が

あり､複数の分野で互いに独立に､数学的には互

いに等価な共通部分をもち少しづつ異なるいくつ

かの理論が､いろいろな名前で呼ばれ､いろいろ

な記法で書かれていたのが真相に近いらしい｡こ

の辺の事情については例えば文献 【5]の2章に詳

しい｡そのような事情もあって､ここでは歴史的経

緯に関してかなり唆味なイントロしかできない点

をお許し下さい｡) 後者のover-completeな非直

交ウェーブレット関数系は､後述のように数理物理

でいうアフィン群 【7,8】のgeneralizedcoherent

states(GCSについては 【9】参照)と数学的に

は同じものであることが知られている [10,6]｡直

交･非直交いずれのウェーブレットの場合も､2乗

可積分な関数の空間で完全系をなすので､当然の

ことながら任意の2乗可積分関数はこれらの基底

もしくぽ'擬似基底"の重ね合わせとして書け､す

なわちウェーブレットを用いて一種の基底変換が

できる (ウェーブレット変換と呼ばれている｡).

基底変換であるからには､確率過程についても同

様にウェーブレットの重ね合わせに展開でき､但

しdeterminiSticな関数の展開の場合とは異なり､

その展開係数が (一般には複雑な相関構造をもっ

た)確率変数となる｡確率過程の一つの捉え方と

して､このように確率過程をウェーブレットの重

ね合わせで表したときの展開係数の統計的振舞い

や相関構造に着目する方法があり､基本的にはも

し展開係数間の同時確率分布を完全に記述できれ

ば確率過程の性質は全て specifyできることにな

る｡(さらに特殊な場合として平均 0のガウス牲

確率過程に話を限れば､展開係数の共分散関数を
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与えれば確率過程は一意的に指定できる｡)ところ

で､deterministicな信号へのウェーブレットの応

用に関する研究はこれまでに無数に試みられてい

るのに比べ､確率過程に応用した研究は比較的少

なく､近年いくつかの模索的研究が始まったとこ

ろである 【11-15】｡それらには各種のアプロー

チがあるが､例えば近年 wong[141は有限な分
散をもつ連続時間確率過程のウェーブレットによ

る展開の一般的記述を提案している｡上述のよう

に､確率過程のウェーブレットによる展開に基づ

くアプローチは､要するに基底変換であるので幅

広いクラスの任意の確率過程にわたって可能であ

るが､この基底変換によって結局は確率過程の統

計的性質の問題が展開係数間の統計的性質の問題

に翻訳されることになるため､ウェーブレット変

換によって確率過程の''相関構造"が展開係数間の

より簡単な"相関構造"に帰着できるかが重要な論

点となる｡もしこれができれば確率過程をウェー

ブレットで展開した利点が生ずることになるし､

もしできなければ単なる基底変換の域を出ないこ

とになるかも知れない｡

ところで､フーリエ基底を用いて確率過程を展

開するというアプローチの場合には､上記の問題

に相当する問題は､以下に示すような形で解釈す

ることができる｡スペクトル解析でいうランダム

信号のパワ･スペクトルは､周知のように換言すれ

ば確率過程をフーリエ基底で展開したときの展開

係数の分散である｡特に､確率過程が定常である

場合には､フーリエ基底は自己相関関数の (自己

相関関数を積分核と考えたときの)固有関数系と

なっているため､フーリエ基底を用いた展開によ

り確率過程の自己相関は対角化され (つまり､異

なる係数の間の2次相関は消える)､その対角成
分であるパワ･スペクトルのみによって自己相関

は完全に特徴づけられる｡さらに特殊な場合とし

て平均 O のガウス性定常確率過程の場合には､

それぞれパワ･スペクトルに比例したエネルギー

密度をもち互いに独立にランダムに発生するフー

リエ成分のmixtureと見徹せることになる｡これ

に相当する議論がウェーブレットによる展開につ

いても成り立たないか､すなわちウェーブレット

を用いて確率過程の相関を対角化問題を考えるこ

とは､不規則な変動を独立にランダムに発生する

ウェーブレットの重ね合わせと見徹す直観的にわ

かりやすい描像を得る可能性を提供するでけでな

く､統計的信号処理の各種アルゴリズムの簡略化

に役立つ可能性がある｡ところで､自己相関関数

の対角化問題はKarhunen-Loとve展開として知ら

れており､正規直交基底を用いた基底変換の場合

には､当然のことながら基底が自己相関関数の固

有関数系に一致しているときのみ対角化が可能で

あり､残念ながら直交ウェーブレット関数系が相関

を対角化するのは極めて特殊なタイプの自己相関

をもつ確率過程に限られる.一方､over-corriplete

な擬似直交系をなす非直交ウェーブレットによる

展開の場合には､展開のしかたに自由度があるた

め､"凝似基底"が自己相関の固有関数系になって

いない場合でも展開係数間の相関を形式上対角化

できる可能性がある (以下では ｢擬似対角化｣と

呼ぶことにする｡)｡ 量子光学において数学的に

これとアナロジーのある"擬似対角化"問題の一つ

に"Glauberのp-表現"【16-18】があるが､こ
れにおいて用いられるものと類似の作用素代数の

応用によって､任意に与えられた相関関数をもう

擬似対角形の展開係数を求めることができること

を､本報告の前半で示す｡しかしながら､(擬似)

対角成分の全てが非負な形では表せない場合が存

在すること､したがって相関の擬似対角化に成功

してもそれに対応するランダム･ウェーブレット

の重ね合わせが合成できない場合があることも同

時に示される｡

以上のように確率過程の2次統計量である自己

相関関数に関しては､非直交ウェーブレットを用い

た擬似対角化は一般に可能であるものの､必ずし

も全ての確率過程が単純な相関構造をもつウェー

ブレットの重ね合わせで簡単に合成する一般的方

法があるという結果にまで至っていないが､話を

3次統計量に移すと､非負条件が要らないことか

ら､問題はある面においてかえって簡単になる｡

本報告の後半部分では､この点について調べる｡

ガウス性確率過程は2次までの統計量のみでその

性質を完全に記述することができるが､非ガウス

性のものになると3次以上の統計量を調べる必要

が出てくる｡非ガウス性定常確率過程の高次統計

量[19]は高次相関関数または高次キュムラント･
スペクトルによって記述することができ､各種の

特殊な生成モデルによって作られる非ガウス牲ガ

ウス牲確率過程の高次統計量の表式はいくつか知
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られているが､高次統計量に関して一般性をもつ

確率過程の簡便な生成法を考えることは困難であ

る｡話を離散時間確率過程に限った場合には､任意

に与えられた3次相関関数をもつような確率過程

を生成する簡単なモデルは､筆者ら【20]によって

提案されている｡しかしながら､そのままの形で

連続時間に拡張することは難しい｡ところが､直

交ウェーブレットと深い関連のある多重解像度分

析 【6]の発想を用いれば､3次相関関数の各解像
度成分に相当する3次相関のみをもつような独立

な確率過程を作ることかできる｡これを利用すれ

ば､従来とは異なる観点から､任意の3次相関関

数をもつような確率過程を合成する方法が提案で

きる｡本報告の後半では､このアイデア基づき､任

意に与えられた3次相関関数をもつ定常確率過程

を簡単な相関構造をもつランダムなウェーブレッ

ト(あるいはスケーリング関数)の重ね合わせで

合成する一般的な方法を提案する｡(但し､この方

法は､2次の場合に述べたような相関の完全な擬

似対角化ではなく､展開係数の特殊な部分のみに

単純なアルゴリズムで合成可能なタイプの高次相

関をもたせるものである｡)

本報告のおもな構成は以下の通りである｡まず

準備として､次節では確率廼程の統計量に関して､

3節ではウェーブレットとコヒーレント状態との

アナロジーおよび多重解像度分析について､それ

ぞれ本報告に関連する必要最小限の範囲で簡単に

触れる｡そのあとで､まず4節では､確率過程の

2次統計量に関して､非直交ウェーブレット関数

系を用いた展開によって自己相関関数を擬似対角

化する一般的方法を作用素代数を用いて提案する｡

次に5節と6節では確率過程の3次統計量につい

て､任意に与えられた3次相関関数をもつような

定常確率過程をランダムなウェーブレットの重ね

合わせで実際に合成する方法を2種類提案する｡

なお､4節で用いる関係式の証明を2件ほど本文

から末尾に付録として移した｡

2 準備その1:確率過程の2次･

3次の統計量

連続時間上で定義された (一般には非ガウス性

の)確率過程の統計量としては､(それぞれ各次数

の)自己相関関数 ･ヰユムラント関数 ･モーメン

トスペクトル･キュムラントスペクトルなどがあ

り､これらの統計量が存在する確率過程の場合に

は､これらのどれか一つを全ての次数 (1次 ･2

次･3次･4次-･)について知ることができれ

ば､多時刻間の結合 (同時)確率分布が指定でき､

確率過程が完全にspecifyできるOここでは､それ

らのうち2次と3次の自己相関関数の定義を中心

に､ごく簡単に触れる.確率過程 (x(i))の (非定
常の場合を含む一般的な記述における)2次 ･3

次の自己相関関数 (本報告では適宜省略して自己

相関 ･相関などと呼ぶことにする)は､それぞれ

R(il,t2)=Elc(tl)I(i2)] (1)

R(il,i2,i3)=Elc(il)C(t2)C(i3)】 (2)

で 定 義 さ れ ､当 然(I(il),T(i2))ま た は

(I(tl),I(i2),C(i3))の年意の置換に関して不変で

あるという対称性をもつOもLtc(i))が定常過程
ならば､上で定義された相関は任意の時間シフト

に関して不変､すなわち任意のβについて

R(il+S,t2+S)=R(il,12) (3)

R(il+S,12十S,i3+S)-R(ll,i2,13) (4)

となり､したがってそれぞれ (普通にいうところ

の)2次 ･3次の自己相関関数

R2(T)-Elc(i)r(i+T)] (5)

R3(T,q)-Elx(i)x(i+T)x(i+q)] (6)

によって完全に特徴づけられることになる｡上述

の対称性により､これらも

R2(T)-R2(-T) (7)

R3(T,q)=R3(J,T)-E3(-J,T-q) (8)

なる対称性をもつ｡(以上については【19】参照)
これらの自己相関関数が各次数のモーメント関

数なのに対し､これらをキュムラント関数で定義

することもある｡なお､期待値が時刻によらず常に

0の確率過鐘の場合には､2次･3次のキュムラ

ント関数は各次数の自己相関関数と一致する (4
次以上の場合はさにあらず)｡また､ガウス性確

率過程 (単一時刻の値の分布だけでなく任意の多
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時刻間の結合確率分布が多次元ガウス分布になっ

ているような過程をいい､相関をもつ有色雑音の

場合も含む｡なお､物理学の一部の専門分野では､

この-んに関して万言にやや混乱があるようです｡

以上蛇足｡)の場合には3次以上のキュムラント関

数はすべて0である (したがって､平均 Oのガ

ウス牲確率過程では3次相関関数も oとなる)0

さらに､これらの関数のフーリエ変換として各次

数のモーメント･スペクトル及びキュムラント･

スペクトルが定義される｡2次のキュムラント･

スペクトル (または定義の流儀によっては2次の

モーメント･スペクトルをいうこともある)は通

常パワ･スペクトルあるいはスペクトル密度関数

(工学部方言の古風な言い方では電力スペクトル密

皮)と呼ばれるもの同じものである｡

3 準備2:ウェーブレットとコヒ

ーレント状態とのアナロジー

及び 多重解像度分析

ここでは､以下で用いるウェーブレットおよび

それが構成するoveトCOmpleteな擬似直交関数系

と､それらとコヒーレント状態との間に成り立つ

深いアナロジー､及び多重解像度分析について簡

単に触れる｡詳しくは文献 [1日6日10日21】などに
ある｡

h(i)をL2(a)に属する関数で､しかもそのフー

リエ変換 h(LJ)が条件

ch-/:聖 血 <- (9)

を満たすものとする｡このとき､ウェーブレット

h'a,b'(i)-1ar一書h(憲 ) (10)

を定義すると､ ih(a･b)(i)Ia∈a,b∈a)
は L2(A)でいわゆる (信号処理でいう)擬似
直交完全系 (荏 :直交ではないover-complete系

の一種で tigh七一frameと呼ばれることもある)杏

なし､任意のf(i)∈L2(氏)について

去点 差 等 (h'a･bU)h'a･bb (ll,
=I(i)

但し ((p,q)-Fw p(i)･q(i)di)

が成立する｡したがって､任意の二乗可積分関数

は､パラメータαによって表される様々なスケー

ルとパラメータ bで表される生起時刻とをもつ

相似形の波束の和に展開できるが､(擬似)基底の

過剰性から､そのしかたは一意的ではない｡

さらに､特別な場合として､h(i)の関数形をう

まく選ぶと､適当なa｡,b｡について

hm,n(i)=h(aon･nboaon)(i) (12)

と定義したときに thm,n(i)Im ∈Z,n∈Z)

が 上2(氏)で正規直交完全系になるようにとるこ
とができる場合がある【2】｡特に αo=2の時に
は､関数の多重解像度近似と密接な関係のあるこ

とが知られている[6】｡このタイプの基底を用い
ての基底変換は直交ウェーブレット変換と呼ばれ､

特にαo=2のものは近年信号処理の様々な分野
で盛んに用いられている｡これらについては､本

節の後半で触れる｡

ところで､上述の連続パラメータをもつ非直交

ウェーブレットのover-complete系は､(変数 tを

便宜上'位置'に対応させると)量子力学における

コヒーレント状態と深いアナロジーがあることが

知られており [2】､さらに両者とも'generalized

coherentStateS'[9]の一種であることが知られて

いる [101 0 (通常のWeyl-Heisenberg群の)コ

ヒーレント状態をより一般的な関数形に拡張した

ものを信号処理の記法で書くと

cL-Fmfg(i)f2dt<- (13)

なる任意の二乗可債分関数を用いて

g(q･p)(i)=eip(i-q)9(i-q) (14)

を定義すると､ fg(qLP)(i)fq∈氏,q∈a)
は L2(氏)で over-completeな擬似直交完全系
をなし､任意の f(i)∈L2(A)について

毒 rJ-mmdqdp(9'-',I,9'q･P'(i,(15,
=f(i)

が成立する｡特に､

g(i)=go(i)=打一主e一髪
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の場合が量子力学の元来の意味でいうコヒーレン

ト状態であり､この場合の 9(qD)(i)(gLqLP)(i)と

書くことにする)は光子消滅作用素 (ここでは簡単

のため無次元化した形で示す｡また､Q と P は

それぞれ位置作用素と運動量作用素を表わし､交

換関係 【Q,P]=iIを満たす.但し､前述のよう

に Q の固有値に､本報告では後の便宜上､時刻

を表す変数 iを対応させている｡物理的には無

茶苦茶なことをしているが､使える数学を利用さ

せていただく立場で書いていますので､ご容赦下

さい｡)

a-義 (Q･iP) (17)

の固有状態の波動関数になっている｡すなわち

gSq･p)(i)- q(叫)a

aLα)a=αlα)a

但し α=去(q+ip)

である｡また､よく知られているようにこのコヒー

レント状態はover-completeな"擬似直交性関係"

(直交ではないことは前述の通り)

;/Cd2α回aa(al-I (20)
を満たし､固有値のシフトはユニタリ変換

eTa'イaLa)a
=e-''q'p+t'p'qJα)a=eI-Im(叩 ●)lα+γ)a (21)

(但し 7-j=(q′+ip'))

によって行える｡一方､ウェーブレットはアフィン

群 【7】【8】のgeneralizedcoherentstateと見倣せ

ることが知られている 【6,10]｡ウェーブレットに

おいても上述の一般の関数形の(Wey1-Heisenberg

群の)コヒーレント状態の場合と同様に J申)の
とり方には条件 (9)を満たす範囲で自由度があ

るが､ (16)に対応する特殊な埴合として

h(i)-hk(i)=
Ck

(t.-')A+1
㍑ -1,2,3,‥)(22)

(但しCkは定数)の場合のウェーブレット関数系

(hY･b)(i)Ia∈R,b∈R)は作用素

Ak=Q-ikP-1 (23)

の固有関数系になっていることが示されてい

る[21】｡(ウェーブレット関数系を固有関数系とし
てもっこの作用素を交換関係を利用して見つける

方法及びこの固有関数の性質については 【21】参
照) すなわち

hka･b)(i)-q伸 )A.

Aklα)A.=αla)̂k
(但し α=b+ai )

が成立する｡さらに (ll)に紹介したウェーブ

レットの擬似直交性関係は､ (20)と類似の形の

量子力学語に訳せば

;/C品 lα)̂ A k̂(al-I (26)
と書き直せる｡また､固有値のシフトはユニタリ

変換

e-iq'peis'BIa)A.

=eiO(a)･q'･a)lel3'(α+q'))A.(27)
(但しここで B-書くQ,P))

によって行えるO作用素 Akは､光子生成消滅作

用素の場合の 【a,aT]-Z とは異なり､交換関係

lAk,Aと]-2kP-2ニー去(Ak- A王)2 (28)
を満たす｡作用素 Ahの物理的意味は明らかでは

ない (特に運動量の逆作用素の物理的意味が｡但

し数学的には単なる積分演算子である)が､この

場合の固有関数であるウェーブレットは､Paulと

Daubechiesによってすでに提案されている'afRne

coherentState'【10】の波動関数と互いにフーリエ

変換･逆変換の関係にあり､位置と運動量を取り替

えて考えると水素原子の波動関数と関連づけるこ

とができる｡以上で示した作用素と非直交ウェー

ブレットの関連は､次節において､確率過程の自

己相関のウェーブレット関数系による擬似対角化

を考える隙に､応用することができる｡

さて､以下では直交ウェーブレットに話題を変

える.前述のようにウェーブレット関数の選び.方

によっては離散パラメータをもつウェーブレット

関数系が正規直交完全系を作る場合かあるが､そ

のような性質をもつウェーブレットの関数形をシ

ステマティックに求める方法として､分解能を順

次変えて関数を近似していく多重解像度近似に密
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接に関連した方法がある｡これについては､詳し

くは文献 [2,4,5,61を参照されたい｡ここでは､以
下で提案するランダム信号の合成法を記述するた

めに必要な､3次元空間で定義された関数の各解

像度成分への分解についてごく簡単に触れる｡

その前にまず1次元の場合には､スケーリング

関数 ¢(C)とウェーブレット関数4,(2,)をある条

件を満たすよう (上記文献参照)にうまく選ぶと､

これらに離散パラメータのシフトやスケール変換

を施した関数をそれぞれ

4,･n(C)=vq¢(2''3-n) ((n,i)∈Z2)(29)

中,･n(C)=J54･(2''3-n) ((n,i)∈Z2)(30)

と定義するとき､(¢)･n(C)ln∈Zlによって張ら

れ.る空間をV)･とおくと

…⊂Ⅴ_1⊂Vo⊂Vl⊂V2⊂-

となり､さらに ,limJ ,･ は L2(a)で楯密とな
る (したがってL2(a)に属する関数のVJ･への射
影はスケール2~りこ相当する解像度での近似とな

る)Oさらに(Q)･n(I)ln∈2;)によって張られる空

間をo)･とおくと､jが異なる01･同志は互いに

直交し､さらにVJ･+1=Vj⑳03･となることから､CIO
O o,･はL2(a)において槻密となり､これに
J=~00

対応する基底 (0,.n(I)I(i,n)∈Z21はL2(a)で
正規直交完全系をなす (これがすなわち直交ウェー

ブレット変換の基底となる)｡すなわち､ (12)に
おいて

ao=2,bo=1,hm,n(i)=中一mn(i)(31)

とおいたものが実現していることになる｡

以上の議論を3次元の場合に拡張するには､次

のようにすればよいo空間0,9を

0,9=(0,･⑳V,･⑳V,･)
㊨(V)･⑳03.⑳Vj)㊨ (V,･⑳V)･⑳Oj)

⑳(V}･⑳0)･⑳0)･)㊦ (0)･⑳V)･⑳0)I)

⑳(03･⑳0)･⑳V)･)㊨ (0)･⑳0)･⑳03･)

(32)

と定義すれば､jが異なる0,9は互いに直交し､
しかも

V,･+l⑳V,I+1⑳V,.+1=V,.⑳Vj⑳V,･⑳0,9(33)

｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

∞
が成立することから､ 00,9 はが(R3)にお

ヱ=ー()〇
いて桐密となる｡したがって､これに対応する

14,i,n(I)4}･n(y)4)･k(I)I(i,m,n,k)∈

∪iQJ･m(I)4,3･n(y)i,･k(I)l(i,m,n,k)

∪(41･m(I)Qjn(y)4,jk(I)I(i,m,n,k)

∪(43･m(x)車)･n(y)車jk(I)I(i,m,n,k)

∪(車)･m(I)4}･n(y)4,jk(I)l(i,m,n,k)

∪(4,3.m(I)車}･n(y)4)･k(I)I(i,m,n,k)

Ut4,]Lm(C)03･n(y)4,3･た(I)l(i,m,n,k)

叫nu■■川U

}

l

}

l

l

1

4

4

4一
4

4一
■｢

I

tq
Z

tq
t山
Z

tq

.4●Z

∈

･∈

∈

∈

∈

∈

はL2(R3)で正規直交完全系をなす.すなわち3

次元実線型空間上で定義された任意の2乗可積分

関数は､これらの基底関数の重ね合わせとして書

け､添字jで表される解像度の各成分に一意に分

解することができる｡ここで用いる基底関数には

ウェーブレットのみでなくスケーリング関数も含

んだものとなっているが､もしウェーブレットの

みの積で基底関数を作りたければ､伝統的な変数

分離型の多次元直交関数系展開の考えに基づけ峠

よい｡すなわち､

O oh㊨o.･⑳Oj (35)
(A,I.,i)∈Z3

もL2(R3)において桐密となるので､これに対応

する関数系

棉,hm(x)車in(y)4,3･k(I)

l(h,i,i,m,n,k)∈216)
(36)

もL2(R3)で正規直交完全系をなし､これを基底

として任意の関数を展開できる｡但し､この場合

には異なるスケールのウェーブレットの積が出て

くる点が､前述の場合と異なる｡

4 非直交ランダム･ウェーブレッ

ト展開による確率過程の2次

相関の擬似対角化

有限の分散をもつ平均 0の確率過程 tc(i))が
あるとき､値が確率変数となる適当な展開係数の

組 tc(a･b)) または icm,∩)を用いて､前節で
述べたウェーブレット関数系 (連続パラメータの

over-completeな擬似直交系または離散パラメー

タの直交完全系)で次のように展開する｡
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珊-/_:蔦等 C(a･"h'a･b'(i) (37)
∞ 00

C(i)=∑ ∑cm,Ohm,n(i) (38)
m=-00n=-∞

(前節で触れたようにいずれの場合もウェーブレッ

ト関数系は二乗可積分な関数の空間で完全系をな

し､さらにウェーブレット関数の局在性からこの

性質はさらに有限な分散をもつ確率過程に拡張可

能であるため､このような展開は常に可能である

ことが示せる｡)このとき､ (1)で定義された確

率過程の2次の自己相関 R(S,i)のもつ性質は､
展開係数の相関

r(a,a;a',b')=Elc(a･b)C(a'･b')■】 (39)

または

rm,n;ml.n,=Elcm,ncニ1,,m,】 (40)

の性質に制訳される｡ここでもし確率過程のウェー

ブレット展開という一種の基底変換 (もしくは擬

似基底変換)によって､もとの確率過程の相関よ

り見やすい形の展開係数の相関に帰着することか

できれば､ウェーブレット変換は確率過程の取扱

いに様々な応用の可能性をもたらすことになる｡

その極端な場合として､相関が対角化できる場合､

すなわち

r(a,b;a,･b,)- 芸 7(a･b)6(a-a,)6(a-a/)(41)

あるいは

rm,n;m,,n,-7m,n6m,mJ6n,n, (42)

となる場合が挙げられる｡但し､連続パラメータ

の非直交ウェーブレット場合には関数系が oveト

completeであるので､展開 (37)_のしかたは一

意的ではなく､したがって異なる相関 (39)をも
つ展開係数によるウェーブレット関数の重ね合わ

せが同一の自己相関を作ることができ､この意味

では (41)の形が成立するように展開のしかたを

選ぶことは､真の意味での相関の対角化ではなぐ

拠似対角化'とでも呼ぶべきものであり､本報告で

は便宜上この呼称を用いている｡離散パラメータ

の場合には､残念ながら (42)のような対角化が

可能なのは､展開に用いるウェーブレット基底関

数系が確率過程の自己相関 (1)の固有関数系と

一致いている､すなわち任意の m,n について

I?,R(S,i)hm;n(i)dt=入m,Ohm,n(S) (43)
が成立する場合に限られる｡連続パラメータの場

合には､前述のように展開のしかたに自由度があ

るため､ウェーブレット関数系が自己相関の固有関

数系になっていない場合でも擬似対角化できる可

能性がある｡これと並行した議論は､前節で触れた

(weyl-Heisenberg群の)コヒーレント状態の作る

over-complete系に関しても存在し､例えば物理で

よく知られた問題では､密度作用素のコヒーレン

ト状態による ｢対角形式表現｣(Glauberのp-

表現とも呼ばれる)は､(一部のタチの悪い特殊な

ものを除き)任意のトレ-ス1の非負作用素がコ

ヒーレント状態ベクトルのoveトCOmplete系を用

いて擬似対角化.できることを示している [17](吃
お､その正の定数倍を考えれば､この議論は有限の

トレースをもつ任意の非負作用素に拡張できる)0

しかしながら､その場合においても､'擬対角成分'

の非負性は保証されないことが知られており､非

負作用素の直交完全系による対角化 (すなわちス

ペクトル分解)において対角成分 (すなわちスペ

クトル)の非負性か保証されるのとは事情を異に

する｡この点は､擬対角成分に確率や分散といっ

た解釈を与える上で大きな障書となる｡残念なこ

とに､問題のウェーブレットが作るover-complete

系の場合にも同様の事情があることが､本節末で

示される｡さて､好都合なことに､前節で述べたよ

うにウェーブレットとコヒーレント状態との間に

はアナロジーがあり､しかもウェーブレット関数系

を固有関数系としてもつ簡便な作用素が存在する

ことから､Glauberのp-表現の時と類似の数学

的手法を使うことにより､作用素代数を用いて任

意に与えられた自己相関関数のウェーブレットに

よる擬イ以対角化の形をシステマティックに計算する

方法を以下のように提案することができる【22]0
用いるウェーブレット関数型として前節で述べ

た作用素の固有関数系 thY･b)(i)Ia∈a,b∈a)
(hkの定義は(22)式)を用いた場合には､任意

の自己相関関数 (但し､その自己相関関数が存在

するための非負定性条件すなわちその自己相関関

数をもつ確率過程が存在するためにはその自己相

関関数を積分核としたときの固有値が非負でなけ

ればならないという条件を満たしている範囲で任

意の)R(S,i)が与えられたとき､
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R(s,i)-

去 //筈 7(a,a)h'ka･"(S)hka･"･(i)(44)

となるような γ(a,a)を計算する方法を考える.
まず､

P(a,b)-

/_:/_:hY･" (S)R(S,i)hY･"(i)dsdl(45)
と定義する｡(Glauber,Klauderのコヒーレント

状態の理論とのアナロジーでは､ γ(a,b)は作用

素のp-表現で､ β(a,b)は作用素のQ一表現で

用いられるものにそれぞれ対応する｡) もし展開

に用いる基底が正規直交完全系ならばβ(a,a)に相

当するものは γ(a,b)に相当するpものと一致する
ことになるが､ウェーブレット(やコヒーレント)

の場合にはover-complete系なので両者は一致し

ない｡しかしながら､作用素Akを介して両者の間

には次の関係がある｡今､ a と bの任意の関数

があるとき､これを α=b+aiと α+=b-aiの

関数の形で表したものを f(α,α')とし､これの

べき展開を

f(α,α■)-∑cm,nαmα'n (46)
m)n

とするとき､この関数に対応する"正順"および'逆

順"の作用素 [18]をそれぞれ

JVkif(α,α'))=∑cm,nA王nAT (47)
mJn

Ak(I(cr,α'))=∑ cm,nATAtn (48)
m)n

と表すことにする｡これは､関数の変数 α と

α■の代わりに､(23)で定義された作用素 Akと

その随伴作用素 A王-Q+ikP-1をそれぞれ代

入してできる作用素であるが､ Akと Atは可
換ではないので､並べる順序が違うと異なった作

用素になる｡さて､前述のように h(ka･b)(i)は作
用素 Akの固有値 α=b+aiに属する固有関
数であることから､

掠

凝
.I:I.7f

こ
こ

d2α

m

一け

αmα'n回A.̂ た(al

諒 A掴 Ak̂k(aIA王n(49)

が成立することが擬似直交性 (26)より示せるこ

とに注意すれば､ 7(a,b) と β(a,a)を α-

b+ai と ὰ =b-aiの関数の形で表したも

のを各々 γ'(α,α')及び β′(α,α')とすると､

(24),(25),(44),(48)より､

/_:/_:R(S,i)rs)Q Q(ildsdi
-左/C品7,(a,α･)(a)̂k ĥ(aI(50)
=Akh'(α,α■))

が成立する｡一方､作用素のべき展開において

(28)で示した交換関係を用いて作用素の順序を
並べ換えて

JV'k(77(α,α+))-Akh′(α,α')) (51)

となるような関数が存在すれば､(24),(45),(59)よ
り

,1上(αlNkI77(α,α+))la)̂k
^k(αlAkh(α,α+))回Ah

_戸
R(S,i)A.(αls)QQ(iJα)AAdsdl

-β′(α,α')

となるが､

Ak何AとnATIα)Aと
=αmα +n

となることに注意すれば

,1k伺〟貢77(α,α'))回 Ak
=77(α,α*)

となるから､(52)とより

77(α,ὰ)-β′(α,α')

つまり

(52)

(53)

(54)

(55)

T′(α,α')=Ak-1(JVk(β′(α,α))) (56)

となり､自己相関関数のウェーブレットによる"対

角型内積の成分(?)"(45)(これは､自己相朗関数
が与えられれば計算できる)から擬似対角型の展

開係数の分散 T(a,b)を計算することができる｡

すなわち､β′(α,α')に作用素 Ak,Atを正順で
代入した作用素を作り､作用素代数の交換関係を

用いてそれと等価な逆順作用素に並べ換えること

ができれば､その並び換えた逆順作用素の関数形
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が目的の 71(α,α+)になっている｡この方法を用
いれば､任意に与えられた自己相関関数から､擬

似対角形の関数形をシステ.マテイツクに計算する

ことができるが､どのようにして作用素の順序を

入れ替えるかが問題となる｡

コヒーレント状態の時用いる光子消滅作用素と

光子生成作用素との間の交換関係とは異なり､交

換関係 (28)は複雑で右辺に左辺と同じ次数の項

がある｡したがって､前者の場合に用いられる､複

雑な順序の入れ替えをより低い次数の簡単な入れ

替えに順次還元していく方法は､用いることがで

きない｡しかしながら､同じ次数の項で関係が閉

じているため､対称性に工夫を加えれば､例えば

次のような方法で順序の並べ換えを行うことがで

きる｡まず､一般の場合を論ずる前に､β(a,a)が

bに依存しない場合を考えるo信号処理の問題に

翻訳すると､ bはウェーブレットの生起時刻を

表すパラメータなので､これは定常確率過程の場

合にちょうど相当する｡このとき､以下の関係が

成立することが交換関係よ̀り証明できる (証明は

本報告末尾の付録1に与えてある)0

Nk(∑ ~cn(α■ -α)nl
n

景竺憲 )cn(At-Ak)n=∑(
nj=0

Ak(∑ en(α'-α)n)
n

-∑(ntilT )cn(At-Ak)nnj=0

これらより､

Ak-1(JVki∑ cn(ὰ -α)nH
∩

-;(:gota ,cn(α･-α,∩

(57)

(58)

(59)

が得られ､正順作用素からそれと等価な逆順作用素

の関数形が計井できる｡スケールパラメータ α=

-(ὰ -α)/2が周波数の逆数に相当する成分に対
応することに注意すれば､パワ･スペクトルが周

波数の逆数のべきで展開できるようなタイプの定

常過程 (但し､低周波側をどこかでカットしない

とエネルギーが発散して支障をきたすので､実用

上はどこかで切り捨てる)はこの方法で簡単に相

関の擬似対角化を行うことができる｡次に､定常

過程でない場合についても､この方法に準じて並

べ換えができる｡ β(a,b)が

β(a,b)=∑cL,nambn (60)
mln

と書ければ､ b=α-aiであることに注意す
れば

β(a,b)=∑dL.n(ai)mαn (61)
mln

とも展開できる｡ところが､やはり交換関係より

次の関係が証明できる (証明は本報告末尾の付録

2に与えてある)

Ak-1(JVh((ai)mαnH

-(,ng.1記 ,岩 握

. n

n+7.-1
2k

(62)

･(ロ蒜 )(ai)m'rαn~r)--n
但しここで

n(r)=n(n+1)(n+2)‥.(n+r-1) (63)

である｡したがって､一般の非定常な場合も正順

作用素からそれと等価な逆順作用素の関数形を計

算できる｡なお､以上の方法は一般性をもつもの

であるが､べき展開の収束などに､数学的に厳密

に議論する余地がある｡

以上の結果は､相関関数が与えられたとき､擬

似対角形が一般的に計算できることを示している.

しかしながら､′求まった γ(a,a)が必ずしも非
負のもので書けるとは限らないことが､例えば次

のような例で示される｡今､いかなるパラメータ

a,bをもつh(ha･b)(i)の定数倍にもなっていない任

意の二乗可積分関数 q(x)によって自己相関が

Rq(S,i)=q(S)q(i)̀ (64)

と書ける場合を考える (明らかに核関数の意味で

非負定借牲条件を満たす対角形であるので､この

ような自己相関をもつ信号は存在する｡実際 de-

terministicな信号 q(i)はこの形の自己相関をも

つ)｡さて､この自己相関が非負の擬対角要素の組

(T(a,a))を用いて(44)式の形の擬似対角型に書

けたと仮定すると､ q(I)と直交する任意の関数

p(I)について
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/_:Fmp(S)+Rq(S,i)p(i)dsdi
を計算することにより

左//筈 7(a,b)l(酢 p)l2-0 (65)
とならなければならない｡仮定により 7(a,b)は

非負であるから､上式が成立するためには内積

(h(ka7b),p)が 0 となるような a,b 以外では
7(a,a)-0とならなければならないoこの関係が

q(2')と直交する任意の関数 p(C)について成立

しなければならないが､ q(1')と直交する全ての

関数に直交するのは q(r)自身かその定数倍のみ

であるから､ q(r)がウェーブレット関数の定数

倍になっていないという前提に矛盾する｡したがっ

て､ (44)の形の自己相関はどのような展開のし

かたをしても全てが非負の擬対角要素からなる擬

似対角形には書くことができない｡ T(a,b)がラ

ンダムに発生するウェーブレットの分散を表す量

であり､非負にはなり得ないことを考えると､以

上の事実は､あらゆる不規則な変動をいつも互い

に独立にランダムに発生するウェーブレットの重

ね合わせと見倣すことができるわけではないこと､

確率過程をウェーブレット関数形で展開したとき

展開係数間の相関を考慮することが不可避である

場合が存在することを示している｡(なお､作用素

Akの固有関数系ではない一般のウェーブレット

のついても､上記の事実はそのまま成立すること

が､同様の手法により簡単に示せる｡)

5 任意に与えられた3次相関関

数をもつ定常確率過程の合成

法その1:多重解像度タイプ

前節では､任意に与えられた2次の自己相関関数

をもつような確率過程をランダムに発生するウェー

ブレットの重ね合わせで作れるかどうかを考え､非

直交ウェーブレットによる2次相関の擬似対角化

が可能なことを示してきたが､実際にランダムに

発生するウェーブレットの重ね合わせで合成する

際に分散のもつべき非負性が障害になることが示

された｡一万､3次相関にはこれに相当する制約

はなく､たとえば離散時間の衰常確率過程の場合

には (定義による対称性を満たす範囲で)佳意の

'Tf

関数形の3次自己相関関数をもつような確率過程

を合成する方法 (但し､ウェーブレットは用いな

い)が実際に存在することがすでに示されている

[20]｡この議論は連続時間定常確率過程にも拡張
できるが､その一つの方法にランダムに発生する

ウェーブレットの重ね合わせで合成する方法があ

る｡すなわち､予め作りたい3次相関関数の関数

形が任意に与えられた場合に､実際にそのような

3次相関関数をもつような定常確率過程をランダ

ムに発生するウェーブレット(とスケーリング関

数)によって実際に生成する問題を考える｡本節

と次節では､その合成法を合わせて2種類提案す

る｡本節で提案するのは同じスケールの成分の間

にのみ単純な相関をもたせたウェーブレットとス

ケーリング関数の組み合わせを用いる方法､次節

で提案するのはウェーブレットのみを用いる方法

である｡

今､任意に与えられた､すなわち''作りたい"3

次相関関数をR3@(,,可 とおく｡但し､定義による

対称性(8)を満たす2乗可積分な関数とする｡こ

れを作ることは

R@(il,i2,i3)=R3@(i2-tl,i3-tl) (66)

なる ((2)の定義による)3次相関を作ること
と同じである｡これを用いて

RPT1(il,i2,i3)
R@(il,il,i3) (llil≦Tfor∀i) (67)
0 (otherwise)

を定義すると､これは2乗可積分な関数であるの

で､3節(34)式に示した基底で展開可能であり

R

[
+S@Bgf妻,iinink23

,i2,t3)=∑j∑m,∩,k
.nk車3.m(il)Qjn(t2)43･k(13)
¢jm(il)車)･n(i2)4}･k(t3) (68)

+ ‥-(4項省略)-･

+輩YjOm)nkQ,･m(ll)Q,･n(i2)4,･h(i3)]
と書ける｡用いる基底関数の局在性を考慮すれば､

(R@(il,l2,i3)そのものは2乗可積分ではないに
もかかわらず)上式の展開においてrー∝'の極

限で展開係数 (朝 ,･Qlnkfdlど)は有限の値に収束
することが示され､したがってR@(il,i2,i3)は次
のように展開される｡(展開を有限項で打ち切った

ときの誤差の2乗ノルムは､R3全体で定義すると
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無限大になるが､有限領域で定義すると項数が増

えるにつれ 0に収束する｡)

R@(il,l2,i3)-∑,･∑m.n,A
lc510mQnQk)45m(il)4,･n(i2)4,･h(l3)
+ ….(5項省略)….

+C盟)砺m(ll)Qjn(I,)4,.A(i3)]

(69)

本節の冒頭で触れたように3次相関は3つの時刻

の間の置換と任意の時間シフトに関して不変である

から､(29),(30)式に注意すれば､上式に現れる展

開係数において右肩添字中の¢や4,を●◇C)で
まとめて表すと､任意の整数 i,i,k,tについて

C5･'mon冨)-C,(,三kgm')=-.･.=C,(･YnOm') (70)

C5･'mo.O,)叫 .A.,-C5･'monY)

となる｡さらに

主I.LR@(il-i,t2-t,i3li)di
=R◎(ll,t2,i3)(forL>0),

(71)

好 'f(i-2-,'I,dt-/_:I(i,di
であることに注意すれば､(29),(30),(70),(71)よ

り(69)は

R@(il,i2,t3)-≡,･Cn,Al酢 2,'ll

Jニ⊃抽 o(t1-i)4,･n(i2-i)Qjk(i3-i)
+i,･n(il-i)4･}･o(l2-i)4,･k(t3-i)

+.-(3項省略,(車)･O,症,43･k)の置換)-.･
+43･k(il-i)Qjn(i2-i)車jO(i3-i))di

+C,(苦nOkQ)･2'--1Jニ
(車,･o(ll-i)Qjn(i2-i)4,･k(i3-i)

+-(4項省略,(4,,･0,4,3･n,41.k)の置換)-
+4･jk(l1-i)4,.n(i2-i)OjO(t3-i))dt

+C,(･gnokO)･2,I-1Jニ
(i,･o(l1-i)4,jn(l2-i)毎 (i3-i)+

+-(4項省略,(4,jO,車,.n,車,･k)の置換)...

+4,3･k(l1-i)Qjn(i2- i)QjO(i3li))dl

(72)

の形にも書き換えられることがわかる｡以下で示

すようにこの形の3次相関関数をもつ定常確率過

程は､i.i.d.過程とポアソン過程を用いて実際に合

成することができる｡

今､平均と3次モーメントがと共に 0で分散

が fCの互いに独立な多数のi.i.d.過程

(E5･pn)kq(I)fI∈石)
((i,n,k)∈Z3;q- 1,2,3;p- 1,2,3)

を用意し､これらを 用いて

l
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(73)

を定義すると､

((,(pn)kq(I)lI∈Z)
((i,n,k)EZ3;q= 1,2,3;p = 1,2,3)

はそれぞれ単独では i.i.d.過程であり､ し か も

Ele,(Pn)kq(I)]=0 (74)

El(,(Pn)kq(I)(5pn'k)a(t')]- K26,〟6pp, (75)

且

ニ['i'

J=
･g
㌔
(I)(,(Pn'k)a(I,)(,(Pn';'q(L〝)]
(p≠p/≠p"≠pandI-I/=l")

0 (otherwise) (76)

となり､さらにq,n,i,kのうちどれか1つでも異
なれば互いに独立である｡一方､これらとは別に､

それぞれ強度(intensity)が 人の互いの独立なポ

アソン過程 (注 :計数過程の形のものを指す)

(N,fnkg(i))((i,n,k)∈Z3;q-1,2,3)

を用意し､これらの増分を トリガとしてスケーリ

ング関数またはウェーブレット関数の姐を次式に

基づいて発生させることにより､多数の互いに独

立な確率過程

fx,･n kq(i)) ((i,n,k)∈ Z3;q- 1,2,3)
を作 る ｡

I(23'-IK13人-1C,(gnQkQ))主

(.,(,Lil(チT,fnFl(S))刷 〒S) (77)
xjnkl(i)

∑土J『(
i:)kl(士N,fnkl(S))Qjn(咋 S)
3:)kl(土N,fnkl(S))4,･k(咋 S))dN,fnkl(S)

xjnk2(i)し-(2,I-1K-3入-lc,(苦nokQ))喜

…鵡 憲 空き･lkn'((Si買 ,;0,':,,ns:1(S,'7g)
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3,nk3(i)-(2jllK-3入-1C,(･苫nokO))主

謀 聾 喜;'ff::'((sli'圭Qss',;,': ,fnS:1(S,(79)

ここで､同じ強度をもつ独立な2つのポアソン過

程 †N土(i))について ∑土I.cU(土S)dN土(S)は
ポアソン過程の増分過程をi<0にも拡張したも
の (ポアソン白色過程とも呼ばれるランダム･ィ

,>パルス列として扱われることもある)において

増分 (インパルス)が発生したときの関数f(i)の
値の総和をとったものを表しており､ i<0に

も拡張された増分過程は定常過程である (繋ぎ目

のi=0付近で非定常性が現れないことは､い

わゆる waiting-timeparadox と関連して知ら

れている)ことに注意すれば､上で作った確率過

程 icJ･叫 (i))はいずれも平均 0の定常過程であ
り､しかもエルゴード性をもつことが示せる｡さて､

(77)-(79)のように定義すると､ (I)･nkl(i))の
3次相関は(72)式中のC,(g霊)を係数とする6つ
の被積分関数を含む項に､txJ･nk2(i))の3次相関

は(72)式中のC,(･inokQ)を係数とする6つの被積分
関数を含む項に､(rJ･nk3(i))の3次相関は(72)式

中のC3･inT)を係数とする6つの被積分関数を含む
項に､それぞれ一致する｡したがって､確率過程間

の独立性に注意すれば､新たに確率過程†r(i))杏

3
x(i)=∑∑∑C,･nkq(i) (80)
)n,kq=1

で定義すれば､ ta,(i))は平均が 0で､その3次

相関は(72)式に一致し､したがって(C(i))は'求

められた'3次相関関数 Rぎ(T,q)をもつ平均0の
定常過程となる｡

以上の方法によって与えられた3次相関関数を

もつような確率過程を合成することができたが､

(80)式において無限個の独立な確率過程の重ね合

わせを行っているため､有界な2次統計量をもっ

ているかどうかをチェックする必要がある｡簡単

な計算により､"作りたい"3次相関の展開係数が

少なくとも条件

∑∑2号''Ic,(･tnOkg)l号<∞ (81))In,A
を満たせば､必ず有限の分散となることが示せる｡

6 任意に与えられた3次相関関

数をもつ定常確率過程の合成

法その2:多次元展開タイプ

前節で提案した方法は､3節後半で紹介した3

次元版多重解像度分析で用いる基底 (34)を応用

したものであるが､3節末尾で触れたように多次

元変数分離型直交関数系展開型の基底 (36)を用
いてもほぼ同様のことができる｡前節の方法では､

ウェーブレットの他にスケーリング関数が必要で

あったが､後者の方法を用いるとウェーブレット

のみを用いて合成ができる利点がある｡以下では､

この方法と前節の方法の相違点を中心に説明する

(紙面の都合上､前節の方法と共通の点は冗長にな

るので適宜省略する)0

前節 (69)式の代わりに､今度の方法では3次
相関を

R@(il,i2,i3)=∑h,i,i∑m,n,A
己hijmnk4,hm(il)4,,･n(t2)車jk(i3)

(82)

で展開する｡ (71)に対応するものが､ h≦i≦
jのとき任意の整数 tについて

chり m+tn+2t-ht.A+2,I-hL=ChiJ･mnk (83)

となることに注意すれば､ (72)に相当するもの

は (被積分関数を最長周期 2~ん にわたって前節

と同様の平均操作を行い整理することにより)

R@(ll,l2,l3)=∑h≦i≦]∑n.A2h否h.･,･onk
･I_C=(4,hO(il-i)4,･n(t2li)4,･k(i3-i)
+4,.･n(il-i)車hO(t2-i)車)･k(i3-i) (84)

+･-(3項省略,(血0,4･,･n,4,3･k)の置換)....
+毎 (i1-i)ゆin(l2ll)車hO(131t))dt

となる｡したがって､以下では前節で確率過程に

付けた添字 q は不要になり､その代わりに前節

のモデルではJだけでよかったスケールを表すパ

ラメータがh,i,jの3個必要となるが､h≦i≦j
なる組み合わせについてのみ考えればよいことに

なる｡ (77ト (79)の代わりに

毎 nk(i)=(2hK-3入-1EhiJ｡nk)告
∑土I.WiliZ･nk(j=k,fnk(S))血.(iiS)

:批 恕 ;漂 .nk'(:TT'ss',鴎 nk(S,
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を定義し､ (80)に代わって

i(i)=∑ ∑ ih.･,･nk(i)
h≦I'_<jn,A

(86)

で定義すれば､ii(i))は平均がOで､"沫められ

た'3次相関関数増(T,q)をもつ平均 0の定常過
程となる｡

この方法ではウェーブレットのみのランダムな

重ね合わせで合成できるが､前節の方法とは異な

り､異なるスケールの成分の間が独立にはならな

い｡なお､このモデルで作られる確率過程の分散

は､条件

∑∑ 2h'書jtahijOnkli'竿 (87)h≦i≦)'n,A

が満たされれば､必ず有限となることが示せる｡

7 おわりに

不規則な変動をランダムに発生するウェーブレッ

トの重ね合わせとして捉え●られないかという観点

から､任意に与えられた2次あるいは3次の自己

相関関数をもつような確率過程をランダム･ウェー

ブレットの重ね合わせで簡単に合成する一般的方

法があるかどうかについて調べてきた｡

2次相関の場合､文献 [21]において提案した作
用素の固有関数系となっている非直交ウェーブレッ

ト関数系を用いたときには､作用素代数の応用に

より､任意に与えられた自己相関関数から擬似対

角形式の形を計算するシステマティックな方法が

あることを示した｡しかしながら､擬似対角成分

が必ずしも非負になるとは限らず､したがって独

立にランダムに発生するウェーブレットの重ね合

わせという描像では捉えられない例があることも

示した｡

一万､3次相関の場合には､2次の場合のよう

な非負条件がないことから､相関の対角化ではな

いが別の比較的簡単な方法で問題解決できること

がわかり､具体的な確率過程の合成法を2種類提

案した｡これは､要求された3次相関関数のの各

解像度成分のみをもつ無数の互いに独立な定常過

程を､i.i.d.過程とポアソン過程から比較的単純

なアルゴリズムによって生成できる特殊な相関を

もたせたランダムな直交ウェーブレット(および

スケーリング関数)を用いて作り､それらを重ね

合わせることによるものであり､"3次相関のス

ケール分解"に並行した確率過程の生成法となって

いる｡

ところで､今回2次相関について提案した擬似

対角化の作用素代数を用いた計算法において､べ

き級数の収束をもう少し数学的に厳密に吟味する

問題が今後の課題として残されている｡また､これ

までウェーブレットは微分･積分演算と相性が悪い

と言われてきたが､2次相関について今回提案し

た方法には微分や積分の演算子と比較的簡単な形

で関係づけられるという利点があり (本報告で詳

しくは触れなかったが､微分･積分演算が kに関

する昇降演算子になっていることと､ Ak-Q か

積分作用素なので固有関数の場合は積分の代わり

に定数倍と乗算を用いて代用できることが､何か

に使えそうである.また､L作用素 Ak に数学的

に対応する信号処理の演算子が応用分野において

積分器と乗算回路で比較的簡単にハードウェア構

成できる点も興味深い｡)､例えば統計的信号処理

のアルゴリズムの改良などへのさらなる応用の可

能性を探って行きたい｡
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付録1:(57),(58)式の証明
両式を証明するには､それぞれ

JVk((ὰ -α)n1

-(:9.1等 )(中郷

Ak((α■-α)n1

-(:5.1等 ,(小Ak,∩

(88)

(89)

を証明すれば十分である｡今､作用素

Rk-ikPll-;(Ai-Ak) (90)

を定義すると､ (28) より次の交換関係が成立

する｡

lAt,Rk]-lAk,Rk]-lQ,Rh]-一言RZ(91)
さらにこれより

【At,R;]-lAk,Rkn]-lQ,R;]-一芸R;tl(92)

が成立するが､これを用いて (88),(89)を次のよ

うな (n に関する)数学的帰納法によって証明

できるOまず､ n=1のとき (88),(89)が成立

しているのは明らかである｡また､ n=Lのと
き成り立っているとすると.

1-1

(,P.爺 )･vk((a'-α)t'1)
=At(A卜 Ak)t-(Aと-Ak)tAk

=(A圭一Ak)t+1I2'lAk,Ri]

≡:AAfI:kk;:IllI_i (RAtI1_Ak,I.1

同様に
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2k

2k-I

2k (,4£-Aた)I+ 1

(93)
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∫-1

(TT̂ 蒜 )Ak((α■-α)''1)
j=0

l
Tだー
■しぶ
.

い

3
,紘

2k

-Aと)'A卜 Ak(At-Ak)L (94)

-Ak)t+1+2tlAk,Rtk]

-T (小 Ah)''1
となり､このことから n= L+1 のときも

(88),(89)が成立することが示されるoよって証

明された｡

付録2:(62)式の証明
交換関係 (28),(91),(92)においては､右辺は

全て左辺と次数の等しい項のみからなっている｡

したがって Akと Rkのべきは､その順序を入

れ替える度に様々な項が出てくるが､必ず同じ次

数の項しか出てこない｡この性質は並べ換えを何

回行っても成立するので､ある係数 tdm,n,J を

用いて
m

R芸AT=∑ dm,n,,J48kRT+n-83=O
iiil

R;AT=∑ dm,n,,A是Rr+nlSS=0

(95)

(96)

と書ける｡す早と (92)与り
iin

R冨AT'1-∑ dm.～,,AiRkm'n-3Ak
a=0けi】

-∑ dm.n,8(現+lRT巾-3-A是【Ak,RT巾-3])
8=O
m+1

I(dm.n,,-i+8=0
m+n-S

dm,n,3)現R㌻+n-'Ak

(但し､ dm,n,-1=dm,n,m+1=0 とする｡)
となり､これより係数の漸化式

一dm+1,n,,=dm.n,,-1+
m+n-S

dm,n.,(98)

が得られるが､do,∩,0-1に注意すれば､この解

は ((63)で定義された n(r)を用いて表すと)

dm･,n,,- -C,崇 (99)

であることが示される (実際に代入すると漸化式

が満たされているのを確かめることができる)0

これより､( mCm_.= hC,に注意すれば)

榊 T-∑ mc,砦 AfkRT･n-r (100)

iiil

S=0

となり､これと (88),(89),(90)より (62)が示

せる｡

(97)
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