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1.はじめに

無限次元複素Hilbert空間H上の作用素1の理論に， Krein-vanNeumann-
Friedrichs拡張論がある．正値対称作用素を与えた際定義域を広げるこ

とにより，正値性を保存したまま自己共役に拡張する，というものである．

この拡張論において，定義域が非桐密な可閉作用素が自然に登場するそ

れは，正値自己共役拡張が存在するための必要十分条件が，正値対称作用

素のpositivelyclosable条件だからである．槻密に定義された正値対称作

用素はpositivelyclosable条件を満たすが，positivelyclosableな正値対

称作用素の定義域は桐密とは限らない．従って，テンソル積 Hilbert空間

HRK上でこの拡張論を論じていくには，定義域が非桐密な可閉作用素

までテンソル積の定義の適用範囲を広げておく必要がある．

閉正値対称作用素の正値自己共役拡張の必要十分条件がpositivelyclos-

ableであることを最初に特徴づけたのは T.Ando-K.Nishio([1])である

その後，［6],[13]において，半閉な正値対称作用素や単なる正値対称作用素
に対しても正値自己共役拡張を有する必要十分条件がpositivelyclosable 

であることが与えられている

本稿では，まず，作用素のテンソル積SRTが非桐密な定義域をもつ可

閉作用素 S,Tに対しても定義可能であることを示す．そのアプローチと

しては，桐密に定義されているとは限らない半閉作用素のクラスにqーテ

ンソル積Rqなるものを導入し，可閉作用素の閉包瓦 Tは半閉かつ可閉
であることから，それらのqーテンソル積§霰Tも半閉かつ可閉となるこ
とで示される (Definition3.3). 

1線形作用素を単に作用素と呼ぶまた，作用素は可閉性，半閉性，正値性，定義域の桐

密性など，満たすべき性質の状況に応じてその旨を記載したつもりであるため，（例え
ば）単に可閉作用素と書いてあるときは，定義域が桐密とは限らないし，半閉とも限ら
ない．
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次に，positivelyclosable条件を満たす半閉な正値対称作用素 S,Tは，

ある順序について最小な正値自己共役拡張 (vonNeumann拡張） SN,TN

を有することになるので，可閉であるよって，上述した怠味でS@Tが

定義されるこのとき，関係式 SNRTN= (SRT仄が成り立つか否か

の考察を報告する．先行研究([9])として，桐密に定義された閉正値対称

作用素に対しては，この関係式が成り立つことがすでに示されているが，

von Neumann拡張が存在する必要十分条件であるpositivelyclosable条

件のもとで，成立の可否を考察することが学術的に重要であると考えた

次第である

2.準備

直 (x,y)砂（JC,(x, y仄）で無限次元可分複素 Hilbert空間を表わす．
B(1l) は定義域 dom(•) を 1l とする有界作用素の全体集合とする作用素

S: 1l :2 dom(S)→Hが可閉～とは，閉作用素5に拡張可能 (SこS)であ
ることであるつまり， Sx= Sx, x E dom(S) ~ dom(S).このとき，閉
包S(SこS===}§こS)が存在する．

Definition 2.1 ([7], [4]作用素商の定義）． A,BE B(1l)（核条件 kerAこ

ker B)に対して， B/A:Au→Bu (u E 1l)で定義される（線形）作用
素をB/Aで表わす． B/Aの定義域はA1l,値域はB1lである．

Definition 2.2（半閉部分空間の定義）．部分空間 M（こ社）が半閉であ

るとは， M 上に Hilbertノルム ll・IIMが存在して次を満たすことである．

ヨk> 0,'ix EM, llxll :s; kllxllM, i.e., (M, II・ IIM)→ H 
ある AE B(1l)でM=A1lとなることと同値である

明らかに，閉部分空間は，直交射影作用素の値域となるので半閉である．

Definition 2.3 ([8]閉・半閉作用素の定義）．作用素 Sが半閉（閉）と

は， Sのグラフが直積 Hilbert空間において半閉（閉）なことである．

Theorem 2.1 ([8]半閉作用素の特徴づけ）．作用素S:1l :2 dom(S)→H 
について，以下は同値である．

(i) sは半閉作用素である．
(ii) sは作用素商 S=B/Aである．
S(1l)で半閉作用素の全体集合を表わすとする．閉作用素のグラフは

閉であるので，半閉にもなっているため半閉作用素であるまた，半閉作

用素の和，積は半閉作用素である．
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Definition 2.4 ([5]弱共役性の定義）． S(H)3 S = B/Aとするこのと

き，弱共役(B/A)Xを次のグラフをもつ作用素とする．

{(x,y) E 1-l x 1-l: B万＝ A*y,y E (ker A*)..l} 

このグラフは，作用素商の表現によらずに一通りに定まるため，これ

をsx(=(B/AY) : X→ yと表わすことができる．定義から ran(S汀こ
dom(S)がすぐわかる． Sが半閉作用素のとき， SXは閉作用素であり， S

が可閉な半閉作用素のとき， SXは桐密に定義された閉作用素であること

が知られている

Definition 2.5（正値性，対称性，自己共役性，弱対称性）． S(1-l)ぅ S=

B/Aとする以下， d.d.= densely definedを意味する．

S が正値~ (Sx,x)社:2':0, x E dom(S) 

←⇒A*B = B*A :2': 0 

S が対称芸~ (Sx, y)11, = (x, Sy)11,, x, y E dom(S) 
⇔ A*B=B*A 

⇔ S s;;;; S* (if S is d.d.) 

d.dな Sが自己共役塁bS=S* 

Sが弱対称塁畠 SこSX

⇔ B*A = A*B, B1-l s;;;;万1

半閉作用素に限らないが，作用素が正値ならば自動的に対称である． Sが

弱対称であることは，（Sx,y)11, = (x, Sy)11,, x, y E dom(S)かつ ran(S)こ
dom(S)であることとも同値である．

3.可閉作用素のテンソル積

桐密に定義されているとは限らない可閉作用素のテンソル積を定義し

ていくのだが，まずは定義域が桐密な場合の定義を踏まえておく．

Definition 3.1 ([12]桐密に定義された可閉作用素のテンソル積）． S:

1-l :2 dom(S)→1-l, T : K, :2 dom(T)→kを桐密に定義された可閉作
用素とするこのとき，テンソル積S@Tを以下で定義する．

SRT:=S①T （閉包）



17

作用素 S,Tの定義域が桐密のとき，代数的テンソル積 S①Tが可閉

となる理由は以下によるまず，一般に

Sが可閉←⇒dom(S*)がHで桐密

が知られているので，関係式 (S①T)*2 S＊①T*を合わせ考えると，右

辺の定義域が桐密であることがわかるので，左辺の定義域も桐密となる

よって， S①Tも可閉である．

Question.桐密に定義されていない可閉作用素 S,Tのときは，テンソル

積 SRTを定義できるのか？

そこで，Questionに回答するために，半閉作用素に対してqーテンソル

積なるものを導入する．q-テンソル積は半閉性を保存するように定義し

ている

Definition 3.2 ([3]半閉作用素のqーテンソル積）． SES(H), TE S(K) 

に対して， S忍 Tを以下で定義する．

S Rq T := (B R D)/(A R C) E S(H紅）

ただし， S=B/A,T=D/C. 

核条件 ker(A®C)~ ker(BRD)が満たされることが確認できさらに

SRqTは， SとTの作用素商表現に依存しないことも確認されるため，

well definedであるまた，代数的テンソル積とは以下の関連性がある．

S ① T~S 図 T, SE S(H), TE S(K) 

Questionの考察を行うまず，以下の2つの性質が知られている

• U E S(H)が可閉←⇒dom（い）が桐密
• (U Rq V)x 2 ux忍 vx,U E S(H), VE S(K) 
これらより， U,VE S(H)が可閉ならば dom（い）， dom（い）は桐密とな

ることから，dom(Ux冨い）も桐密となるよって，dom(URqV)xも桐密

となって， U忍VES(HRK)は可閉となる．このことから，作用素S,T

が可閉ならば明らかに百ES(H), TE S(K)は可閉で，百図TES(HxK) 

も可閉となり，関係式 S①Tこ§①Tこ§図Tから， S①Tは可閉であ
ることがわかる．従って，次の定義を得る．

Definition 3.3 ([3]可閉作用素のテンソル積）． S:H 2 dom(S)→礼

T: K 2 dom(T)→ kを定義域が桐密とは限らない可閉作用素とする．
このとき，テンソル積 SRTを以下で定義する．

SRT := S①T 



18

S,Tが可閉な半閉作用素ならばS0T~ S@qT ~ S⑧Tが成り立つ．
先に述べた関係式 S0T~ 百 oT こ百図 T も合わせると，次のような
等式が得られることがわかる．

SRT=SOT=5oT=S勾 T=百忍T

4. TENSOR PRODUCTS AND EXTENSIONS 

正値対称作用素の正値自己共役拡張を考える際以下の順序が知られ

ている． Si: 1l ~ dom(Si)→1l (i = 1, 2)を正値自己共役とする．

S1 ~ S2芸 11s!x ii~ 11s]xll, x E dom(S]) ~ dom(Sf) 
正値自己共役作用素Sは作用素商W/(I-W)に一意的に表現できるた

め，この表現を用いて上の順序を特徴づけることもできる．

S1 ~ S2⇔ W1 ~ W2, S1 = Wり(I-W1), S2 = W2/(I -Wり

この順序において，最小の正値自己共役拡張を vonNeumann拡張，最大

の正値自己共役拡張を Friedrichs拡張と呼んでいる以下の定理は，半閉

な正値対称作用素で述べているが，（（iii)を除いて）単なる正値対称作用

素で成り立つ．

Theorem 4.1 ([1], [13], [6]). S(1l)ぅS=B/Aを正値対称とする以下

は同値である．

(i) sが正値自己共役作用素に拡張可能．
(ii) sはpositivelyclosableである：

(S知，x枷→ 0,S咋→yならばy=O

(iii) BI (B* A)らは closableである．

(iv) Sの vonNeumann拡張嘉が存在する．

もし dom(S)が桐密ならば，不等式l(S卯，z）叫2~ (S咋，知）叫Sz,z)知
z E dom(S)を用いることで，（ii)を満たす（従って，（i),(iii), (iv)を満た

す）ことがわかる．実際（S卯，匹）H→ 0, S咋→ yならば(y,z)'H = 0 
がzE dom(S)について成り立つので，y=Oを得るからである．従って，

S(1l) 3 Sが桐密に定義された正値対称ならば， vonNeumann拡張 SN

が存在することがわかるが，実は Friedrichs拡張 SFも存在することが

知られている以下のTheorem4.2においては，半閉な正値対称作用素に

対して記述されているが，半閉でなくても単なる正値対称作用素でも成

り立つ．
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Theorem 4.2 ([6], [13], [11]). S(H) 3 S = B/Aを正値対称とする以

下は同値である．

(i) dom(S)が桐密である

(ii) sの Friedrichs拡張名が存在する

さて， H的の考察を行うのに，先行研究の紹介をする．

Theorem 4.3 ([9]). S : 1-l 2 dom(S)→1-l, T : K 2 dom(T)→ kを桐
密に定義された閉な正値対称とするこのとき，以下が成り立つ．

(i) (SRT)N=SNRTN, (SRT)1 = SJ.rRT}r 
(ii) (S R T)F=SァRTァ，（SR T)} = SJR T} 

我々 は， vonNeumann拡張が存在する必要十分条件であるpositively
closable条件のもとで（i)の成立の可否を考察したい具体的には以下の

条件を満たす正値対称作用素で考察する．

「positivelyclosable・半閉・正値・弱対称」

定義域が桐密なとき，弱対称性は通常の意味の対称性と一致し，その対称

性は正値性から得られるので，定義域が槻密な場合は「正値・弱対称」は

単に「正値」のことである．次の定理が主結果である．

Theorem 4.4 ([3]). SE S(H), TE S(K)とする．

(i) S, T :正値対称===}s忍 T:正値対称
(ii) S, T :正値対称かつpositivelyclosable 
⇒ S忍 T：正値対称かつpositivelyclosable 
(iii) S, T :弱対称===}s霰 T：弱対称
(iv) S, T :正値対称，positivelyclosableかつ弱対称

⇒ S ~SN~ S凡T~TN~ T八

SRqTこ（S忍 T)Nこ（S図 T)X

⇒ (SRT)N=SNRTN, (SRT)1 = SJ.r@TJr 

補足説明をしておく．（iv)についてだが，正値対称な SES(H)が桐密

に定義されているときは， S~ S*であり，その間に vonNuemann拡張が

人ってくる (SこSNこS＊）．別な言い方をすると， SこSNの両辺の共役

を取ることで S~SN~ S*が得られる．ところが，一般に， U,VE S(H) 
が桐密に定義されていないときは， UこVの両辺の弱共役を取っても

vxこいとは限らないつまり，正値対称でpositivelyclosableなSに
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ついて， s~ 嘉から SN~ デが成り立つとは限らない．そこで， S に
弱対称性s~ sxも付しておくと，その間に vonNuemann拡張が入って
くる (SこSNこS勺．また，（i)から(iii)までと(iv)の途中の式までは，
qーテンソル積で書かれているが，q-テンソル積の閉包を取れば（閉包が存

在すれば），テンソル積となることに注意をしておく．以下，（i)'(ii)の証

評を述べる．

(i): S=B/A,T=D/Cを正値対称とする．つまり， A*B= B*A ~ 0 
および C*D= D*C ~ 0.すると，

(A R C)* (B R D) = A* B R C* D (~ 0) 

= B*ARD*C 

= (B R D) * (A R C) 

これは S忍 T= (B R D)/(A R C)が正値対称であることを意味する

(ii) : S = B/A, T = D/Cを正値対称でpositivelyclosableとする．
Theorem 4.1によって， S= B/Aがpositivelyclosable {=⇒B/(B*A)ふ
が可閉であるさらに， T=D/Cがpositivelyclosable←⇒D/(D*C)も
が可閉である，ことに注意する．すると，可閉な半閉作用素のqーテンソル

禎は可閉な半閉作用素であることから，以下のように S忍Tがpositively
closableであることがわかる．

B/(B*A)}勾 D/(D*C)}が可閉である

←⇒(BRD)/{(B*A)ふR(Dて）ふ｝が可閉である
←⇒(B R D)/{(B R D)*(A R C)}½ が可閉である
←⇒(BRD)/(ARC)がpositivelyclosableである
←⇒ S忍 T がpositivelyclosableである

最後に， Friedrichs拡張についての結果も得られているので，紹介だけし

て筆を置くこととする

Theorem 4.5 ([3]). SE S(H), TE S(K)とする． S,Tが桐密に定義

された正値対称ならば以下が成り立つ．

1 1 1 

(SRT)F=SァRTF, (SRT)}=SJRT} 

2投稿中のため，（iii),(iv)の証明は省略する
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