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§1.はじめに

AHP (Analytic Hierarchy Process,階層化分析法）では，一見数値化が難しいと思われる問題でも，容易

に数値化できる． AHPには，複数の比較項H (n 個の比較対象）にI~ して，好ましいといった「選好」，役に

立つといった「経験J,かっこいいといった「フィーリング」などの質的データを鼠的データにする仕掛けがあ

る．それが， Saatyの離散スケール（表 1)を使った一対比較である．

表1 Saatyの離散スケール

言語表現 値

同程度に重要 1 

やや重要 3 or 1/3 

ふつうに重要 5 or 1/5 

かなり重要 7 or 1/7 

絶対的に重要 9 or 1/9 

中間の値 2, 4, 6, 8 orその逆数

n個の比較対象をペアにして Saatyの離散スケールに従い比較し，数値化してできる nxn行列が一対比較

行列である．いったん，一対比較行列Aが得られれば，比較対象のウエイトは固有値法

Aw=入maxW

で求められる．ここで，入maxは行列 Aの最大固有値である．これまでに， n= 3,4のときに，最大固有値

入maxがNewton法で求まることを示したが，本論では一般の次数nに対して，やはり．最大固有値入maxが

* This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number 24K07950. 
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Newton法で求まることを示す．あわせて， Newton法と，セカント法，二分法の収束速度を比較したシミュ

レーションを提示する．

§2.一対比較行列

n個の比較対象（本論ではnは一般次数）， C;,i=l,...,nに対して， AHPにおいては一対比較を行う． C,

と⑰の比較は前述の Saatyの離散スケール（表 1)を用いる． C;とCJの比較において， C;がC]よりやや

電要という判断をした場合，（i,j)成分とその対象要素(j,i)成分には a;j= 3, aji = 1/3を割り当てる．この

比較を n(n-1)/2回繰り返すことにより， n次の一対比較行列Aが得られる：
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となるはずである．このような理想的な場合は，幾何平均法によってウェイト Wl,・・.,Wnを求めることがで

きる．そのようなケースは，後述の整合的なケースであることも知られている．

一方， AHPでは Saatyの離散スケールを使うこともあり，かならずしも A=Wとはならないため＊19

A~W であるとみなすことになる．そもそも， W= (w1,w2,...,wn)Tに対し，
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を解けば，一対比較によって比較対象のウエイトが（近似的に）得られるだろうと考えるのが， AHPにおける

固有値法である [4,7, 13, 18]. ここで入maxはAの最大囲有値である．本論ではNewton法によって入maxが

求まることを示す．固有値法の数理最適化による理論づけについては [14]で確立されている．

入maxには次の性質がある．

Theorem 1 (Saaty [13)) 

1.入max::>:n, 

2.入max=n⇔ Aが整合的．

*1 n = 4のときにA=Wとなるのは， Saatyの離散スケールで表現できる一対比較行列の 0.001421%にすぎない [9].
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ここで Aが整合的であるとは，i,k,j= l,...,nに対し

a;kakj = a,1 

が成り立つときをいう．整合的であることと， A=Wとなることは同値である．この事実をもとに捉案され

た工夫が， AHPにおける整合度 (consistencyindex) C.I.である．

C.I. =入max- n. 
n-l 

C.I.:::; 0.1がSaatyによる整合度の判定基準である［4,7, 13, 18].整合度の導入が， AHPの地位を確立し

た最も大きな理由であると考えられる．なお， AHPにおける整合度指標については我々も一提案［8]をしたと

ころであるが，その他の多様な整合度指標については，［5]のサーベイを参照されたい．

§3.低次のケース

一対比較行列が正値逆数行列であることを使って，われわれは次の結果を得た．

Theorem 2 (Shiraishi-Obata-Daigo [17]) 応（入） ＝det（入E-A)をAの固有多項式とする．

1. PA（入） ＝炉— n入n-1+ 0.入n-2+ C3入n-3+ ・ ・ ・ + (-ltdetA., 
2 硲＝互にー a,:,a]幻＿ a：ら）::;o, 
3. C.I. = 0⇔ C3 = 0. 

C3'.S 0であることと， C.I.=0⇔ C3 = 0である事実を用いた，不完全一対比較行列の補完については，［8]

で示した．

この事実を元に，われわれは，低次 (3次と 4次）の一対比較行列に対し，最大固有値がNewton法で求ま

ることを示した [15,11].固有多項式が解析的表現を持つことが，低次の場合はポイントになった．

4次の場合は以下の通りである．

Corollary 1 (Obata-Shiraishi [9]) n = 4のとき，

1. PA（入） ＝入4_4炉＋c誅十detA,

2. C.I. = O⇔幻＝ 0.

この解析的表現を使って 4次の場合に取り組んだのだが，初期点の取り方に工夫が必要であった．

そもそも初期点としては入。＞入maxが取る必要があったこれを与えるのが次の Aupetit-Genestの上界で

ある．

1 
Theorem 3 (Aupetit-Genest [1]) 1/S :S a;j :S Sに対し，入upper=1 + i(n -l)(S + 1/S)とすれば

2 

n~ 入max~ 入upper·

132 
Remark 1 ここではn= 4, S = 9なので，入upper= ~ = 14.66... ， 
入。＝入upperとすると，次のことが言えた一般次数で示すべきことを見据えて証明の概略も述べる．

入。＝入upper,

応（入k)
入k+l=入k-~, fork=0,1,2,... 

Pん（入k),
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Lemma 1 入Kは下に有界である．

proof反復Kについての帰納法．

1 ° k = 0,入。＝入upper>入max

20入K>入maxを帰納法の仮定とする

PA（入）は入 2入maxで単調増加（・： Pん＇（入） ＞〇）．従って入max::;入＜入Kに対し，

Pん（入） ＜ P人（入砂

積分すると

J:ax pん（入）心＜！：axpい）d入，
これから

PA（入k)-PA（入max)<PA（入K)（入kー入max),

Pん（入k)> 0なので，不等式（1)から

応（入k)
入maxく入k―P人（入K）＝入k+l・

(1) 

口

Lemma 2 入Kは減少列である．

proof Pん（入k)> 0 and応（入k)> PA（入max)=0なので，

凡（入k)
入k+l=入kー＜入k・

Pん（入k)

ロ

以上の証明で Pl（入） ＞〇と PJ..＇（入） ＞0 for入こ入maxが要であった．これが一般次数でも成立することを

保証するのが，次節で述べる Gauss-Lucasの定理である．ここがクリアされれば，次の定理が成立することは

明らかである．

Theorem 4 (Shiraishi-Obata [16]) 初期値入。＝入upperに対し， Newton法で生成した点列は最大固有値

入maxに収束する．

なお， Newton法によって，いったん入maxが求まれば，連立 1次方程式Aw=入maxWから，ウエイト w

を求めるのには，次の最小二乗問題を，たとえばExcelのSolverで，解けばよい [3].

n n 

minimize LL(a叶J―入maxWj)2
i=l j=l 
n 

s.t. ど例＝ 1, Wj2'.0,j=l,...,n. 
J=l 

§4. Gauss-Lucasの定理

一般次数の一対比較行列 Aに対して Pん（入） ＞0とPん＇（入） ＞0 for入2入maxが成立することを保証するの

が，次の Gauss-Lucasの定理［2]である．
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Theorem 5 (Gauss-Lucasの定理） j(z)を多項式とする．この時微分f'(z)のゼロ点は，多項式j(z)のゼ

ロ点の凸結合になる．

Gauss-Lucasの定理から入max<入の範囲には，p人（入） ＝O,Pん＇（入） ＝ 0の解が存在しないことは直ちに分

かる．可能性としては，p人（入max)=0, P};.＇（入max)=0がありうるが，これもそうはならない．

Lemma 3 P人（入max)ヂ0である．

proof Perron-Frobeniusの定理から，入maxはPA（入） ＝0の単根であるので，

• PA（入） ＝ （入—入max)QA （入）

• QA（入max)c/= 0 

となる．微分すると：

Pl（入）＝QA（入） ＋ （入—入max)Qん（入），

Pん（入max)=QA（入max)c/= 0. 

口

Lemma 4 Pん'(入max)'F0である．

proof Pん'(入max)= 0とすると， Gauss-Lucasの定理からヨ入； withPん（ぷ） ＝ O,j = l,...,n-1, 

ヨa32 0, j = 1,..., n -l with L]二］°'}= 1,入max＝こ1n=]。因となる．
ここで， IM|<入maxfor all j = 1,..., n -lだと入max:S Lj二:付|衿|<入maxとなり不合理従ってヨ入；
for some j with|入jl=入maxが言える．

P人(M)= 0なので，再びGauss-Lucasの定理から入kwith PA（入k)= 0, k = l,..., n -l, and °'k 2 0, k = 

1,...,n with江＝1叩＝ 1such that入； ＝こに］a内＋a企maxとなる．
ここで 1入叶＜入max(Perron-Frobeniusの定理[6])であることを踏まえると， ak= 0, k = l,..., n -l, an= 

1が言え， M =入maxとなるが， Pl（入max)=0となり不合理． ロ

Pl（入max)'F0, Pん'(入max)'F0が分かり，lim入→ooPl（入）＝ oo,lim入→ooPよ（入） ＝ 00であることを踏まえ

ると，pん（入） ＞O,Pん'(入） ＞0 for入乏入maxが成立する．

§5.収束と数値実験

Newton法の収束速度を確認するために，セカント法＊2,二分法＊3と比較する数値実験も行った．表 2,表 3,

表 4，および図 1, 図 2,図 3に， Saatyの離散スケールから生成した， 5,000個のランダムな 4~6次の一対

比較行列に対する，各手法の収束までの反復回数の分布を示す．なお，ここでは，反復で得られた値と入max

との差が 10―12以下になった時点で，収束した，とみなすことにした．

•セカント法：初期点入ー1= 入upper+ 1 and入。＝入upper・

入K+1＝入kー
応（ふ）（入kー入k-1)

PA（入k)-PA（入k-1)'
k = 0, 1,2,... 

*2 https: //encyclopediaofmath. org/wiki/Secant_method 

*3 https: //encyclopediaofmath. org/wiki/Dichotomy_method 
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•二分法：初期点［入bower ，入芯pper] = [4，入upper]

入¥?wer+入~pper

入k+l= ~, k = 0, l, 2,..., 
2 

表2 集計結果 (4次） 表 3 集計結果 (5次）

最小中央値最頻値 平均 最大 最小 中央値最頻値 平均 最大

Newton I 5 

secant I 7 

8 

1 1 

bisection I 5 42 

9 8.1758 10 

13 11.3644 15 

42 41.3478 43 

Newton I 5 

secant I 7 

， 
12 

bisection I 31 42 

8 

1 1 

8.708 12 

12.14 17 

43 41. 7526 43 

表4 集計結果 (6次）

最小 中央値 最頻値 平均 最大

Newton I 6 

secant I 9 

， 
13 

bisection I 32 43 

9 9.283 13 

12 12.96 19 

43 42.03 44 

--TI.――亨：I-一〒
” 

;| - - 」 --ー+ ・疇~ ] + + 
図1 4次の箱ひげ図 図2 5次の箱ひげ図 図3 6次の箱ひげ図

さらに，各手法での反復回数のいずれも中央値となる行列を使って，今回の数値実験での典型例といえる具

体例の収束の様子を示す（図 4, 図 5, 図 6).Newton法，セカント法ともに単調減少列が生成され，収束し

ている様子が窺える．セカント法に関しては，次の事実も分かった [16].

'“’"'い "`“‘““:In•ヽl
• •......999n 

・・・-・・ 9 9 U 9 9 99 9 99 9 

図4 4次の収束（典型例）

0...心hnゴol 口心 In~91

→•印["’’’“》．．． ーー噌"'

-●  

．
 
-図5 5次の収束（典型例）

叫 9.̀'いぶ▲ 9" nゴ“’口In
• • H9999999l●" 

• • •一＇＂99Lul●U 

i :| ¥v‘1~ 

図6 6次の収束（典型例）

Theorem 6 c: > 0に対し，初期点を入＿1=入upper+E, 入。＝入upperととれば，セカント法は下に有界な単

調減少列を生成し，入maxに収束する．

単謂減少列を生成するように，初期点についても入ー1=入upper+E >入。＝入upperとした工夫が奏功した．

表 5と図 7に， 4次のシミュレーションに対する，計算時間を示す．ここでも Newton法の優位性が見て取

れる．セカント法が意外と時間がかかった．
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表5 計算時間 (ms)

最小 中央値 平均 最大

Newton 0.029875 0.053417 0.052416 0.247125 

Secant 0.123333 0.216000 0.213943 0.358875 

Bisection 0.011834 0.154250 0.155905 0.244500 

aaa.“°’““•Uいlば● 9<IOU99....m•n1． 

....,i→ 

図7 4次の計算時間の箱ひげ図

§6.終わりに

一対比較行列の最大固有値を求める手法として， Newton法とセカント法の収束性が理論的に確立された．

残るは二分法である．数値シミュレーションでは，二分法でも最大固有値に収束しているので，二分法に対し

てもなんらかの理論的な結論が得られることが期待される．

図5を生成した一対比較行列

A -(]: 1;, ;;;:l87 :3) 
に対する固有値は， 10.2951,-0.18465, -2.21302, -1.44869士6.71257iであるので，［5,入upper]に実数解はひ

とつしかない． ここで n=5の時には，入upper= 19.22...この例に見られたように，一般に［n，入upper]に実

数解がひとつしかないことが言えればよいだろう．

PA（入）

入m邸
入

図8 5次の PA（入）のグラフ（典型例）
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