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低次元亜群代数の分類問題の不思議

高橋員映(Sin-EiTakahasi) 

〈山形大学（米沢） ／数学・ゲーム工房（西船橋）〉

1.始めに

本研究は東邦大の白柳潔先生との共同研究です。
さて分類とは物事を理解する上で大変便利な概念ですが、多分人間に限ら
ず、多くの動物も無意識の内に分類の概念を感じていると思っています。私
どもはこれまで、 associative,zeropotent, endo-commutativeと云った割りと
意味のある (2次元、 3次元の）代数 (algebra)の分類問題を扱ってきました。
私は昔から 2項演算が好きでしたが、あるとき、ふと亜群が導く代数の分類
問題はどうなっているのか気になりました。それで白柳先生を誘って勉強を
始めました。

2.オーダー nの亜群が導く代数

n個からなる集合恥：＝ ｛e1, ・ ・ ・, en}を考え、 En上の 2項演算の全体を
B(En) とします。従って ~B(En) = nn2です。但し、tXは有限集合Xの個数
を表します。各＊ EB(En)に対して、組 (En,*)をオーダー nの亜群と云い
ます。
任意の可換体kを考え固定します。 EnをKー線形基底とする線型空間を考
え、これを〈E叫kで表します。任意の＊ EB(En)に対して、〈En屈上の2項
演算

(x,y)→ど疇（ら＊ら） （x ＝〗X凸，y ＝どy,e,)
i,j=l 

を考え、これを同じ記号 X*Yで表します。 このとき、線型空間〈En〉Kは積＊
を持つK上の代数となるので、これをAK(En,*)で表し、これを亜群(En,*)
が導く (n次元）亜群代数と云います。もし混乱がなければ、 Kを省略し、単
にA(En,*)と書きます。
もし(En,*)と(En,*)が亜群同型ならば、それぞれが導く亜群代数A(En,*), 
A(En,*)は代数同型となりますが、逆は成立しないので、亜群代数の代数同
型による分類問題の難しさが窺い知れます。

3. n次元代数の同型基準

Aを線形基底{e1,...'en}を持つK上のn次元代数とします。このとき A
上の nxn行列
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は韮底{e1, • • ・, en}に関する Aの積表と呼ばれます。また

伍＝苫％K繹（1:S i,j'.Sn) (aijk EK) 

と表示出来ますが、このとき K上のn2x n行列

a111 • • • aun 

a1n1 • • • a1nn 

a211 ・・ • a21n 

a2n1 ・・ • a2nn 

anll • • • anln 

annl • • • annn 

は、基底{e1, • • ・, en}に関する Aの構造行列と呼ばれます。代数Aはその構
造行列で決定されるので、誤解のない時は、それはばしば同じ記号Aで表示
されます。次の命題はn次元代数の同型基準(isomorphismcriterion)を述べ
ています。
以下、代数A,Bが代数同型のとき、記号でA竺 Bと表示します。

命題3.1.もしA,BがK上n次元代数ならば、

A竺 B⇔ヨXEGLn(K): (X R X)B = AX 

が成り立つ。

系3.1.同型な有限次元代数の階数は等しい。

4. 2次元亜群代数の分類

簡単の為、恥＝ ｛e,f}と書きます。オーダー 2の亜群は全部で 16個あり
ますが、それを積表を用いて具体的に書きますと、以下の様になります。

*1: (: :),*2: (: 1),*3: (1 :),*4: (1 1),*5: (: ;), 

*6:(: j ),*1:(1 ;),*s:(1 j),*g:(;  :),*1。(;l), 
*11 : (j  :),  *12 : (j  1), *13 : (; ;), *14 : (; j),  *15 : (j  ;),  

*16 : ([ j). 
従って、 2次元亜群代数も全部で 16個あり、 {A(E2,＊i): 1 :::; i :::; 16}と表
示されます。これは上述の「亜群同型は亜群代数同型を導く」と云う事実と
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「有限次元代数の同型基準」の助けを借りて次のように分類されます。但し、
charKは体Kの標数を表します。

定理4.1.(i) char K-/-2の場合、 2次元亜群代数は、同型を除いて次の9代
数に分類される：

A(E公＊1),A(E2, *2), A(E2, *3), A(E2, *4), A(E2, *5), A(E2, *6), A(E公＊g),
A(E2, *11), A(E公＊13).

(ii) char K = 2の場合は、同型を除いて上記9代数及びA(E公＊7)の10代
数に分類される。

系4.1.上記10代数について、以下の情報をもつ。
(i)単位的代数は、 charK-/-2の場合A(E公＊2)だけであり、 charK= 2の
場合はA(E2,*7)が加わる。
(ii)可換代数は、 charK-/-2の場合A(E2,*1), A(E公＊2),A(E公＊g)だけで
あり、 charK= 2の場合はA(E2,*7)が加わる。
(iii)結合的代数は、charKヂ2の場合A(E2,*1), A(E2, *2), A(E公＊4),A(E公＊6)
だけであり、 charK= 2の場合はA(E2,*7)が加わる。

次に、定理4.1で与えた 10代数の内部可換性について考察します。代数A
が可換且つ結合的であれば、それはすぐ内部可換であることが分かります。そ

れ故、問題はそれ以外に内部可換代数があるかと云う事ですが、次の結果は
この問題に答えています

系4.2.(i)内部可換代数は、 charKヂ2の場合
A(E2, *1), A(E2, *2), A(E2, *4), A(E2, *6), A(E2, *g), A(E2, *11), A(E2, *13) 
だけであり、 charK= 2の場合はA(E公＊7)が加わる
(ii)内部可換であるが、可換でもなけれな結合的でもない代数は、 A(E2,*11) 

とA(E2,*13)である

以上の結果から感じた事 ：

(i)定理4.1は任意の体上の 2次元亜群代数の完全分類を与えていますが、
その証明は鮮やかとは云い難いものです。実際証明は7ページ余りを要しま
す。それは亜群代数に保存性質を見つける事がなかなか出来ないからです。

(ii)亜群代数はその定義から zeropotetはあり得ませんが、 2次元の場合で
も、 unital,commutative, associative, endo-commutative等の重要な性質を
持つものが存在する事は注目すべきです。また 2次元亜群代数のほぼ半数が

内部可換である事実は不思議です。

(iii) 2次元亜群代数は16個しかないにも拘らず、半数以上が非同型である
事は不思議であり、 3次元亜群代数の分類問題の困難さを予想させます。

(iv)配上の結合的実代数は同型を除いて全部で 8個ありますが、系 4.1
(iii)から、 4個は亜群代数である事が分かります。例えばセイコ代数（または
Split-complex algebra)と呼ばれる代数は定義から直ぐ亜群代数と分かるので
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すが、他はなかなか判別できません。それ故、与えられた 2次元代数が亜群
代数と同型であるかどうかの基準を発見したいものです。

5. 3次元亜群代数の分類

3次元亜群代数族A(E3):= {A(Eか＊）｝＊EB(E3)は39= 19,683個の代数か

らなる集合族です。それ故、前節で述べたように、これらを代数同型で分類す

る事は大変な困難が予想されます。ここでは一部分の分類の様子を見ましょ

う。先ず

Ai(E3) := {A E A(E3): rank A=  i} (1::; i::; 3}. 

と定義します。但し、 rankAは代数Aの構造行列の階数を表します。従って

A（島）＝ふ（恥） UA2（応） UA3(E3) 

が成り立ちます。それ故、 A（島）を代数同型で分類するには、上記の 3代数
族A1（局），A2（恥），ん(E3)をそれぞれ分類すれば良い事を系3.1は保証しま
す。また

以l（島） ＝3, ~-知（恥）＝ 29 -3 = 509 and ~ん（恥） ＝39 -29 = 19, 171 

である事が分かります。

さて任意の＊ EB(E3)を考え、亜群代数A(Eふ＊）の線形基底恥＝ ｛e,f,g} 
に関する構造行列の第k列を△k(*)(1::; k::; 3)で表します。従って、

A(Eか＊） ＝ （ふ(*)△2(*)ふ（＊））

と表示されます。 また各Ai（島） （1 ::;だ;3)は以下の様に表示されます。

ふ (E3)= {A(E3, *) E A(E3):△1(*) = (1)，ふ（＊） ＝ふ（＊） ＝ （O)} 

U {A(E出＊） EA(E3):△2(*) = (1)，ふ(*)=ふ（＊） ＝ （O)} 

U{A(Eか＊） € A（恥）：ふ（＊） ＝ （1)，ふ（＊） ＝ △2(*) = (O)}, 

A2（恥）＝ ｛A(Eふ＊） EA(E3):△1(*) = (0)，ふ（＊） ＃（O)，ふ(*)# (O)} 

U {A(Eふ＊） EA(E3):△2(*) = (0)，ふ(*)#0ふ(*)# (O)} 

U{A(E,*)EA（恥） ：ふ（＊） ＝ （O)，ふ（＊） ＃ （O)，△2(*) # (O)} 

ふ (E3)= {A(E3, *) E A(E3):ふ（＊）ヂ (0），△2(*)ヂ（O)，ふ（＊）ヂ (O)}.

但し、 (1):= t(ll 1111111), (0) := t(o O O O O O O O 0). 

I. A1(E3)の分類

ぷ恥）は3個の代数からなりますが、次の結果を得ます。

e e e 

命題5.1.A1(E3)は同型を除いて積表（e e e)を持つ唯一つの代数から
e e e 

なる。
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上記の命題で述べた代数は、可換で結合的ですが、非単位的です。また基

底変換：

｛ ：：口：＿ー［

によって、積表（］＇ 心
0 0 

algebraでもあります。

II. A2(E3)の分類

先ず、

~゚)を持つ代数と同型なので、 [4] で定義された waved

A21（恥）：＝｛A(Eふ＊） EA（応）：ふ（＊） ＝ （O)，△2(*)ヂ（O)，ふ（＊）ヂ (O)},

と定義しますと、 A21(E3)c A2（島）ですが、実はA2（応）に属する任意の代数
はA叫恥）に属するどれかの代数と同型になる事を示せるので、 A2(E3)の分

類問題はA21(E3)の分類問題に帰精します。また、任意のA(E3,*) E A21 (E3) 
はその構造行列を用いて

A(Eふ＊） ＝ 
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と表示出来ます。但し、釘 E{0, 1},cl := 1ーら（1::::; i::::; 9).また各eiは＊に

依存するので、必要ならば、合＝釘（＊） （1:Si:S9)と書きます。このとき次
の補題を得ます。

補題5.1.もし A(Eふ＊），A(E3,*)EA叫恥）ならば、

A(Eふ＊）竺 A(E3,*)⇒郊（＊）一郊（＊） ＝郊（＊）一郊（＊）

が成り立つ。

そこで、任意のiE {0, 1, -1}に対して、

A21,i(E3) := {A(E出＊） EA叫恥）：郊（＊）一郊(*)=i},

と定義すれば、

A21 (E3) = A21,o(E3) U A21,1 (E3) U A21,-1 (E3) 



73

であり、補題5.1から、A21（恥）の分類問題はA21,o(E3),A21,1（島）， A21，ー1（恥）
をそれぞれ分類すれば良い事になります。勿論charK = 2ならば、 2つの代
数A21,1（島）と A21,-1(E3)は全く同じものです。

II-1. A21,o(E3)の分類

今

A21,o,o(E3) := {A(E3, *) E A21,o（局）：甜（＊） ＝郊(*)= O} 

と定義しますと、 A21,o（島）に属する任意の代数はA21,o,o(E3)に属するどれ
かの代数と同型になる事を示せるので、 A21,o(E3)の分類問題はA21,o,o(E3)
の分類問題に帰着します。そこで記号を簡明にするため、剋：＝ A21,o,o(E3)と
書く事にします。そこで

虹＝o:= {A(E3,*) E 52t:巧(*)=0},
汎窃＝1:= {A(E3,*) E 52t:窃(*)= 1} 
と定義しますと、

汎＝叫窃＝oU汎窃＝1

ですが、実は汎窃＝0に属する代数と汎窃＝1に属する代数は非同型である事が示
されるので、辺の分類問題は、汎窃＝o及び叫窃＝1の分類問題に帰着されます。

II-1-1.叫鈷＝oの分類

結果だけを述べます。

命題5.1.(i) char K = 2の場合はt（汎窃＝o/竺） ＝39である。

(ii) char K-# 2の場合は、もしー1がKの中に平方根を持つならば的（逍窃＝0戸） ＝ 
43であり、そうでない場合はt（辺窃＝o／竺） ＝44である。

II-1-2.叫鈷＝1の分類

標数が2でない体がi型(i= 1,2,3,4,5)であるとは、それぞれ次の条件
を満たす事とします：

1型：ヨ《コハ訳八厄，

2型：瓜仁］八訳／コ万恥訳八亙，

3型：ヨ《コ□八ヨ《訂2,
4型：瓜《コ□八ヨJI/2,

5型：瓜仁］八ヨ《コ亙．
例えば、体Q+Q✓二I は 1 型，体Qは 2 型，体 C は 3 型，体恥は 4 型，体
脱＋脱二は5型です。我々は次の結果を得ます。

命題5.2.(i) char K = 2の場合は、i（叫窃＝1／竺） ＝32である。

(ii) char K-# 2する。

(ii-1) Kが3型ならば、的（辺窃＝1/竺） ＝40である。

(ii-2) Kが1,4, 5のどれかの型ならば、t（汎窃＝1/竺） ＝41である。
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(ii-3) Kが2型ならば、的（辺窃＝1/竺） ＝42である。

II-1-3. ~(A21,o(E3）／竺）の決定

上記の命題5.1,5.2から次の定理を得ます。

定理5.1.(i) char K = 2 の場合は、 ~(A21,o （恥）／竺） ＝71である。

(ii) char K-# 2とする。

(ii-1) Kが3型ならば、比(A21,o(E3）／竺） ＝83である。

(ii-2) K が 1 型ならば、 ~(A21,o(E3）／竺） ＝84である。

(ii-3) K が 4 型又は 5 型ならば、 ~(A21,o （恥）／竺） ＝85である。

(ii-4) Kが2型ならば、比(A21,o(E3）／竺） ＝86である。

以上の結果から感じた事 ：

(i) ~(A21,o （島）） ＝ （27 -1) X 2 = 254なので、代数族A21,o（恥）は代数同
型で分類しても約3割も残ることになり、その数の多さに驚きます。

(ii)定理5.1を証明するのに60ページ以上の複雑な考察が必要のため、美
意識が感じられませんでした。

II-2. A21,1 (Eサ及びA21，ー1(島）の分類

これは、 II-1と同じ苦労すれば出来るかもしれません。

III. A印）の分類

この完全分類は不可能と思われます。それ故、 1部分の解明が期待されます。
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