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Support T-tilting module over blocks of finite groups 
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[AIR14]において提唱された r-tiltingtheoryは、 tiltingmoduleの一般化である T-tilting

moduleに関する理論である。有限群のブロックなどの有限次元対称多元環においては、 tilting

moduleが Moritatheoryにおける progeneratorと一致してしまうため、 tiltingtheoryが意

味をなさなかった。しかし、そのような多元環に対しても、 r-tiltingmoduleに関する議論は、

progenerator以外の考察が可能である。一方で、有限群のブロックに関する r-tiltingtheoryの結

果はほとんどなく、閲連する研究も、ほとんどが環論的な手法によるものである。そこで、 T-tilting

theoryを有限群のブロックの理論に適用し、特定の条件を満たすブロックたちに関して、それらの

上のsupportr-tilting module全体の間に 1対1対応があることを示した。さらに、この 1対1対

応は、有限群の表現論においては基本的な、誘導関手とよばれる関手により引き起こされ、 support

r-tilting moduleの間の半順序構造もこの対応により保たれる。本稿では、その概要を報告する。

2 導来同値と tiltingcomplex 

代数的閉体l:kの有限次元対称多元環A及びrに対して、 Aとrが導来同値であるとは、それ

ぞれの有限生成左 moduleの complexからなる有界導来圏 Db(A-mod)とDb(r-mod)が三角隧

として同値であるときをいう。多元環の導来同値に関する考察は、適切な tiltingcomplexをみつ

けることに帰着されることがRickardによって示された [Ric89]。tiltingcomplexの定義は以下

で与えられる。

Definition 2.1 ([Ric89]). A上の射影左 moduleのcomplexからなるホモトピー圏における

complex T E Kb(A-proj)がtiltingcomplexであるとは、 Tに関する以下の 2つの条件が成り立

つことをいう。

• 任意の 0でない整数nに対して HomKb(A-proj)(T, T[n]) = 0が成り立つ。
• Tの直和因子の有限直和全体の成す Kb(A-proj)の部分圏 addTが、三角圏として
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Kb(A-proj)を生成する。

Theorem 2.2 ([Ric89]). 代数的閉体K上の有限次元対称多元環A及びrに対して、以下の 2条
件は同値である。

• Aとrが導来同値である。
• A上のtiltingcomplex TE Kb(A-proj)が存在して、その自己準同型多元環EndKb(A-proj)(T) 

が ropと同型となる。

有限次元多元環A上のtiltingcomplex T及びT'に対して、 addT= addT'となるとき T~T'

と書く。この同値関係で A上の tiltingcomplex全体を類別して得られる集合を tiltAで表す。

tilt Aを決定すると、多元環Aと導来同値である基本的多元環がすべて決定される。また、 tiltAに

は、以下で定義される半順序構造が定まる。

Definition-Theorem 2.3 ([AI12]). T, T'E tilt Aに対して、関係T;?:T'を以下の条件が成り

立つこととして定める：

HomKb(A-proj)(T, T'[n]) = 0 (n > 0) 

この関係はtiltA上の半順序構造を与える。

[AI12]において、上の順序はtiltingcomplexたちの間の関係性を調べる上で有用であることが

示されている。実際、 T1$花となる T1,T2 E tilt Aに対して、 T1$ T'$花となる T'EtiltA 

が存在しないことと、冗が花の既約変異になることが同値である。そこで、半順序集合 tiltA 

について考察したいのだが、直接調べることはとても難しい。そこで、特別な形の 2-termtilting 

complexについて限定して考察するという方針が立てられる。

Definition 2.4. 有限次元多元環 A上の tiltingcomplex T = [・・・→ r-2→ r-1→ To→ 

Tl→・ ・・］に対して、 To, r-1以外の項がすべて 0であるとき、 Tは2-termtilting complexで

あるという。

A上の 2-termtilting complex全体を、 tiltAの構成と同じ同値関係～で類別して得られる集合

を2-tiltAと表す。 2-tiltAは自然に tiltAの部分集合とみなせて、同じ半順序構造をもつ。 2-term

tilting complex全体は、有限次元対称多元環の導来同値の計算において重要である Okuyama-

Rickard tilting complex [Oku97]をすべて含んでいる。このため、 2-termに限定した考察も十分

に有用である。そのうえ、 2-termtilting complexに関する考察は、 2-termでない tiltingcomplex 

に対する考察の手掛かりとなることも期待される [AM17]。そして、 2-tiltAは次の節にて定義さ

れる supportT-tilting A-module全体から得られる半順序集合 ST-tiltAと同型になる。さらに、

support T-tilting moduleの変異も定義され、上で述べた tiltingcomplexの既約変異と対応する。

すなわち、 2-termtilting complexに関する考察が、 supportT-tilting moduleに関する考察へと

置き換えられる。
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3 有限次元対称多元環の T-tiltingtheory 

引き続き、 Aを有限次元対称多元環とする。 TはAuslander-Reitentransrateとする。 A-

module M に対して、 1馴で M の直既約な直和因子の同型類の個数を表すこととする。囚は、

左 A-moduleとしての Aの非同型な崖既約直和因子の個数を表し、これは単純A-moduleの同型

類の個数と一致する。

Definition 3.1 ([AIR14]). M をA-moduleとする。

•M が T-tilting A-moduleであるとは、 HomA(M,TM)= 0とIMl=IAIが成り立つこと

をいう。

•M が support T-tilting A-moduleであるとは、ある Aのべき等元 eが存在して、 M が

T-tilting A/ AeA-moduleとなることをいう。

Remark 3.2. 定義から以下が直ちにしたがう。

• 左 A-moduleAはT-tiltingA-moduleである。

• support T-tilting A-moduleはT-tiltingA-moduleである。

• 0はsupportT-tilting A-moduleである。

support T-tilting A-module M, M'に対して addM= addMとなるとき M~M'と書く。

この同値関係で supportT-tilting A-module全体を類別して得られる集合を ST-tiltAで表す。

ST-tilt Aには次で定義される半順序構造が定まる。

Definition-Theorem 3.3 ([AIR14]). M, M'E ST-tilt A に対して、関係 M~M' を次の条件

が成り立つこととして定める：ある非負整数 rと全射準同型 MEllr→M'が存在する。この関係は
ST-tilt A上の半順序構造を与える。

Remark 3.4. 定義から、 Aと0はそれぞれ半順序集合 ST-tiltAの最大元、最小元となる。

Theorem 3.5 ([AIR14]). 半順序集合としての同型

2-tiltA→ ST-tilt A 

が次のように与えられる： 2-tiltAぅ T→H0(T) E sT-tiltA. ただし H0(T)は Tの 0次の
homologyを表す。

上の同型から、半順序集合 ST-tiltAに関する考察は2-tiltAに磁き換えることが可能である。そ

こで、 ST-tiltAについて記述する際に、 ST-tiltAのハッセ図H(sT-tiltA)を考えることは有用であ

る。 H(sT-tiltA)は、次のようなグラフ理論的な性質を有している。

Proposition 3.6 ([AIR14]). 甘(sT-tiltA)に対して、以下の 2条件が成り立つ。
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• 1-l(sr-tilt A)は囚正則グラフとなる。

• もし、 1-l(sr-tiltA)が有限個の頂点からなる連結成分 Cをもつならば、 1-l(sr-tiltA)はCと

一致する。

Remark 3.7. 上の性質を用いることで、 Aが単純多元環、もしくは局所多元環のときの

1-l(sr-tilt A)が、 IAI= 1であることから、次のように計算される。

1-l(sr-tilt A) : A 

゜
4 群環のブロックと T-tiltingtheory 

3節にて説明した T-tiltingtheoryは、有限群の群環やそのブロックに対しても適用できる。 G

を有限群、 Kを標数pの代数的閉体として、 kGでK上の Gの群環を表すものとする。群環kGに

は、多元環としての一意的な直既約直積分解kG= B1 X・.. X B, が存在する。この分解を kGの

ブロック分解といい、各Biを群環kGのブロックという。群環kGのブロック分解は加群圏の直

積分解 kG-mod= B1-mod x・ ・ ・x B,-modも導く。このため、有限群の表現論に関する考察はそ

れぞれのブロックに対する考察に帰着される。次の命題は群環kGのブロックが扱いやすいものと

なるための十分条件を与えるものである。

Proposition 4.1 ([Alp86, Chapter 5]). Bを群環kGのブロックとする。

1. 有限群Gが巡回シロー p部分群をもつならば、ブロック Bは有限表現型となる。すなわ

ち、直既約B-moduleの同型類の個数は有限個となる。

2. ブロック Bが有限表現型のとき、 Bは単純多元環、もしくはBrauertree多元環となる。

ブロック Bが単純多元環である場合の ST-tiltBは、 Remark3.7にて計算した。 BがBrauer

tree多元環である場合の、その上の supportT-tilting moduleに関しては、 多元環の表現論的な

多くの先行研究がある ([Ada16]、[Aok18]、[AAC18]、[AMN20]等）。

群環のブロックは、一般には有限表現型でない。そして、そのような場合、無限表現塑に対する

T-tilting theoryについては、 tame表現塑である場合をのぞいて、ほとんど分かっていない (tame

表現型である場合の supportT-tiltingについては [EJR18]にて決定されている）。 tame表現型

でない無限表現型（つまり wild表現型）のブロックに対しては、その加群圏の構造がとても複雑と

なるため、多元環論の表現論的な考察が困難であり、先行研究がほとんどない。しかし、その上の

support T-tilting moduleに関する考察が、有限表現型の場合に帰着できることがある。 [EJR18]

にて示された次の命題がその一例である。

Proposition 4.2 ([EJR18]). Bを群環kGのブロック、 Qを有限p群とする。 B羞 kQは群環

k[GxQ]のブロックとなるが、このとき ST-tiltBとST-tilt(B幻 kQ)は半順序集合として同別と
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なる。

この結果は、有限群Gとp群 Qとの直積で得られる有限群G=GxPに対しては、その群環

応のブロックの supportr-tilting moduleの計算が、より小さく考えやすい群環 kGのブロック

に対するそれの計算に帰着されることを示している。このブロックに対する主張も、その証明は多

元環論的な手法によるものである。我々は、モジュラー表現論的な手法を用いることで、上の結果

を部分的に含むような結果を得た。

5 主結果

群 Gを正規部分群として含むような有限群 Gについて考える。 B とBをそれぞれ群環 kG、

kGのブロックとする。

Theorem 5.1. Gが巡回シローp部分群をもち、剰余群G/Gがp-groupであるとする。また、

ブロック Bはブロック Bを被覆するとする（すなわち、 BとBの多元環としての単位元 ls,1 B 
の積がりにならないとする）。このとき、半順序集合としての同型ST-tiltB~ST-tilt Bが、誘導関

手In唸：= kGRkGーによって与えられる。

群環kGのブロックは、ある kGのブロックを被覆する。そのため、この結果から、群環kGの

ブロック Bに対する supportT-tilting moduleの計算は、それが無限表現型のブロックであった

としても、単純多元環かBrauertree多元環かのいずれかとなる、 kGの有限表現型のブロックに

対する supportT-tilting moduleの計算に帰着されるということがわかる。先にも述べたように、

Brauer tree多元環の supportT-tilting moduleに関しては多くの先行研究があるため、これらの

結果を適用できる。さらに、この同型を通して、次のような 2-termのtiltingcomplexたちの間

の対応も得られる。

Corollary 5.2. Theorem 5.1と同じ記号、仮定のもとで、次の医式を可換とするような半順序集

合としての同型 2-tiltB~2-tiltB が誘導関手 In略によって与えられる。

ST-tilt B )  

1 
ST-tilt B 

2 2『
2-tiltB- ~'2-tiltB 

ただし、縦の 2つの同塑はTheorem3.5にて与えられたものである。
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6 具体例

pを奇素数、 D炉主 C炉 xらを位数が2炉であるような二面体群とする。群環kGは多元環と

して阻既約、すなわち自分自身がブロックとなり、 1i(sT-tiltkG)は次のように計算される。

H(sT-tilt kG): 
kG 

/~ 
P(知）① 知 P(叩）① SO 

J, 』
＼ 

゜
/ 

ただし、知と scはそれぞれ自明表現、符号表現に対応する単純 kG-moduleであり、 P(k叫と

P(sc)はそれぞれ知と叩の射影被覆である。群 Gの自己同型群Aut(G)竺 C炉 ><I(Cpn-1 X 

Cい）の非自明なp部分群 Qをとり、 G:=G><IQとおく。群環kGも多元環として囲漑約で、

応はブロック kGを被覆するブロックとなる。 kGはwild表現型のブロックであるが、主結果の

仮定をすべて満たしているので、誘導関手In唸により同型ST-tiltkG竺 ST-tiltkGが与えられ、

1-{(sT-tilt応）は次のようになる。

1-i(sT-tilt kG): 

/k口＼
P(k0)① Indg知
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