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1 序

本稿では，次のような結晶粒界を記述する数理モデル (P) を考察する:

(P) $\{\begin{array}{l}\eta_{t}-\kappa\triangle\eta+g(\eta)+\alpha’(\eta)|\nabla\theta|=0 in Q_{T}:=\Omega\cross(0, T),\alpha_{0}(\eta)\theta_{t}-\nu\triangle\theta-div(\alpha(\eta)\frac{\nabla\theta}{|\nabla\theta|})+\partial I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}(\theta)\ni 0 in Q_{T},\frac{\partial\eta}{\partial n}=0, \theta=0 on \Sigma_{T};=\Gamma\cross(0, T),\eta(x, 0)=\eta_{0}(x), \theta(x, 0)=\theta_{0}(x) for x\in\Omega.\end{array}$

ここで，$\Omega$ は $R^{N}(N\geq 1)$ の有界領域で正則な境界 $\Gamma:=\partial\Omega$ をもつとする．$T$ は任意
の正数，$\kappa>0$ と $\nu>0$ は十分小さい定数，$g(\cdot),$ $\alpha(\cdot),$ $\alpha_{0}()$ は $R$ 上の与えられた関数，
$\theta^{*}>0$ は正定数，$I_{[-\theta^{*},\theta|}()$ は閉区間 $[-\theta^{*}, \theta^{*}]$ 上で定義された指示関数，$\partial I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}$ $()$ は
$I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}()$ の劣微分，$n$ は境界 $\Gamma$ 上の外向き単位法線ベクトル，$\eta_{0}(x),$ $\theta_{0}(x)$ は与えられ
た初期値である．
問題 (P) は Kobayashi-Warren-Carter 型 [18, 19] の結晶粒界数理モデルである．結晶

粒界のダイナミックスにおいて，変数 $\theta$ は平均結晶方位を表す．また，$\eta$ は結晶方位の
秩序変数で，$\eta=1$ のとき結晶方位は完全に決定されている状態，$\eta=0$ のときは結晶が
ない状態を表す．

結晶粒界問題に関する研究は，例えば [5, 6, 7, 18, 19, 20, 21] がある．特に，Kobayashi
et al. [18] は非線形項 $\partial I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}(\cdot)$ がない空間領域 2次元の結晶粒界数理モデル (P) を提
唱し，極座標系 $(\eta, \theta)$ を用いて空間領域 2次元の結晶粒界ダイナミックスを研究した．さ
らに，[18, 19] において，$\Omega$ が空間 2次元の有界領域，$g(\eta)=\eta-1,$ $\alpha_{0}(\eta)=\alpha(\eta)=\eta^{2}$

の場合の $\partial I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}$ $()$ の項がない数理モデル (P) の数値実験が行われた．

近年，問題 (P) の数学的な解析が行われている．実際，関数 $\alpha_{0}$ が strictly positive
で，初期値 $\{\eta_{0)}\theta_{0}\}\in H^{1}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ であるとき，[9, 10] において Kobayashi-Warren-
Carter モデル (cf. [18]), つまり $\partial I_{[\theta^{*}]}-\theta_{)}^{*}(\cdot)$ の項がない数理モデル (P) の可解性が示さ
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れた．$\alpha_{0}$ が退化する場合 $(i.e. \alpha_{0}\geq 0)$ は，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in H^{1}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ で，$\Omega$ が

$R^{N}(1\leq N\leq 3)$ の有界領域であるとき，Kobayashi-Warren-Carter モデル (cf. [18]) の

弱解の存在が [11] で示された．
[12] において数理モデル (P) が提唱され，関数 $\alpha_{0}$ が strictly positive ならば初期値

$\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in L^{2}(\Omega)\cross L^{2}(\Omega)$ をもつ (P) の時間大域解は少なくとも 1つ存在することが示
された．(P) の解の一意性は，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in H^{1}(\Omega)\cross H_{0}^{1}(\Omega)$ で，$\Omega$ が 1次元領域の

場合のみ示されている．また，[16] では (P) の解の漸近挙動を解の一意性なしで考察し
ている．

本稿では，数理モデル (P) の漸近安定性を解の一意性なしで考察する．実際，$\Omega$ が

$R^{N}(N\geq 1)$ の有界領域で，関数 $\alpha_{0}$ が strictly positive であるとき，(P) により生成さ
れた多価半群に対する大域的アトラクター妬を構成する．更に，ある仮定の下で $d_{\infty}$

の特徴づけを行う．

2 Known results
本稿を通じて，次の記号を用いる:

(1) Banach 空間 $X$ のノルムを $\Vert\cdot\Vert_{X}$ で表す．

(2) $H:=L^{2}(\Omega)$ とし，その内積とノルムをそれぞれ $(\cdot,$ $\cdot),$ $\Vert\cdot\Vert_{H}$ と表す．$H$ の 2つの

部分集合 $A,$ $B$ に対して，$H$ における Hausdorff semi-distance を

$dist_{H}(A, B):=\sup_{a\in A}\inf_{b\in B}\Vert a-b\Vert_{H}$

と定義する．また，通常のソボレフ空間をそれぞれ $L^{\infty}:=L^{\infty}(\Omega),$ $H^{1}:=H^{1}(\Omega)$ ,
$H_{0}^{1}:=H_{0}^{1}(\Omega),$ $H^{2}:=H^{2}(\Omega)$ で表す．

(3) 適正下半連続凸関数 $\psi$ : $Harrow R\cup\{\infty\}$ に対して，その有効領域を $D(\psi):=\{z\in$

$H|\psi(z)<\infty\}$ で表し，$H$ での $\psi$ の劣微分を $\partial\psi$ で表す．つまり，$\partial\psi$ は $H$ から

$2^{H}$ への多価作用素で，$z^{*}\in\partial\psi(z)$ であるとは

$z\in D(\psi)$ and $(z^{*}, y-z)\leq\psi(y)-\psi(z)$ for all $y\in H$

をみたすときをいう．また，$\partial\psi$ の定義域を $D(\partial\psi):=\{z\in H|\partial\psi(z)\neq\emptyset\}$ で表

す．劣微分の基本的な性質は，[3,15] を参照する．

(4) 直積空間 $H\cross H$ の内積 $(\cdot,$ $\cdot)_{H\cross H}$ とノルム $\Vert\cdot\Vert_{H\cross H}$ をそれぞれ

$(\{a_{1}, a_{2}\}, \{b_{1}, b_{2}\})_{H\cross H}:=(a_{1}, b_{1})+(a_{2}, b_{2})$ ,

$\Vert\{a_{1}, a_{2}\}\Vert_{H\cross H}:=\sqrt{(\{a_{1},a_{2}\},\{a_{1},a_{2}\})_{H\cross H}}$
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と定義する．また，$H\cross H$ の 2つの部分集合 $A,$ $B$ に対して，$H\cross H$ における
Hausdorff semi-distance を

$dist_{H\cross H}(A, B):=$ $\sup$
$\{a_{1},a\}\in A\{b_{1},b_{2}\}\in B\inf_{2}\Vert\{a_{1}, a_{2}\}-\{b_{1}, b_{2}\}\Vert_{H\cross H}$

と定義する．

本稿を通じて，以下を仮定する．

(Al) $\alpha_{0}$ は $C^{2}(R)$-関数で次をみたすとする :

$\alpha_{0}\geq\delta_{0}$ on $R$ for a positive constant $\delta_{0}$ .

(A2) $\alpha$ は非負値 $C^{1}(R)$-関数で，その導関数 $\alpha’$ は $R$ 上で定義された非減少有界関数で
$\alpha’(0)=0$ をみたすとする．

(A3) $g$ は $R$ 上で定義された Lipschitz 連続関数で

$g\leq$ Oon $(-\infty, 0]$ and $g\geq$ Oon $[1, \infty)$

をみたすとし，$g$ の Lipschitz 定数を $L(g)$ で表す．また，$g$ の原始関数を $\hat{g}$ で表
し，$\sim$は $R$ 上で非負値であるとする．

(A4) $\kappa,$ $\nu,$
$\theta^{*}$ は正の実定数とする．

(A5) 初期値 $\eta_{0}\in H$ と $\theta_{0}\in H$ は次をみたすとする :

$0\leq\eta_{0}\leq 1$ a.e. on $\Omega$ and $|\theta_{0}|\leq\theta^{*}$ a.e. on $\Omega$ .

ここで，初期値の集合を

$D:=\{\{\eta_{0}, \theta_{0}\}|\theta_{0}\in Hwith|\theta_{0}|\leq\theta^{*}a.e.on\Omega\eta_{0}\in Hwith0\leq\eta_{0}\leq 1a.e.on\Omega,$ $\}$

と定める．同様に

$D_{0}:=\{\{\eta_{0}, \theta_{0}\}|\theta_{0}\in H_{0}^{1}with|\theta_{0}|\leq\theta^{*}a.e.on\Omega\eta_{0}\in H^{1}with0\leq\eta_{0}\leq 1a.e.on\Omega,$ $\}$

と定義する．

次に，問題 (P) に対する解の定義を与える．

定義 2.1. $0<T<\infty$ とする．関数 $\eta$ : $[0, T]arrow H$ と $\theta$ : $[0, T]arrow H$ の組 $\{\eta, \theta\}$ が次

の条件をみたすとき，$\{\eta, \theta\}$ は初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ をもつ (P) の $[0, T]$ 上の解であると
いう :
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(i) $\eta\in C([0, T];H)\cap W_{loc}^{1,2}((0, T];H)\cap L_{loc}^{\infty}((0, T];H^{1})\cap L_{loc}^{2}((0, T];H^{2})$.

(ii) $\theta\in C([0, T];H)\cap W_{loc}^{1,2}((0, T];H)\cap L_{loc}^{\infty}((0, T];H_{0}^{1})$ , and $|\theta|\leq\theta^{*}$ a.e. on $Q_{T}$ .

(iii) 次の放物型方程式が成立する :
$\eta’(t)-\kappa\triangle_{N}\eta(t)+g(\eta(t))+\alpha’(\eta(t))|\nabla\theta(t)|=0$ in $H$ for ae. $t\in(O, T)$ , (2.1)

ここで，$\eta’:=\frac{d\eta}{dt}$ で，$\triangle_{N}$ : $D( \triangle_{N}):=\{z\in H^{2};\frac{\partial z}{\partial n}=0 a.e. on \Gamma\}arrow H$ は斉次

ノイマン境界条件をともなうラプラシアンである．

(iv) 次の変分不等式が成立する :
$(\alpha_{0}(\eta(t))\theta’(t), \theta(t)-z)+\nu(\nabla\theta(t), \nabla\theta(t)-\nabla z)$

$+ \int_{\Omega}\alpha(\eta(x, t))|\nabla\theta(x, t)|dx\leq\int_{\Omega}\alpha(\eta(x, t))|\nabla z(x)|dx$ (2.2)

for a.e. $t\in(0, T)$ and all $z\in H_{0}^{1}$ with $|z|\leq\theta^{*}$ a.e. in $\Omega$ .

ここで，$\theta’$
$:= \frac{d\theta}{dt}$ である．

(v) $\eta(0)=\eta_{0}$ and $\theta(0)=\theta_{0}$ in $H$ .

関数 $\eta$ : $[0, \infty)arrow H$ と $\theta$ : $[0$ , oo $)arrow H$ の組 $\{\eta, \theta\}$ が (P) の時間大域解であるとは，

任意の $T>0$ に対して $\{\eta, \theta\}$ が (P) の $[0, T]$ 上の解であるときをいう．

さて，変分不等式 (2.2) は次の発展方程式へ帰着できることに注意する (cf. [12, Section
3$])$ :

$\alpha_{0}(\eta(t))\theta’(t)+\partial\varphi(\eta(t);\theta(t))\ni 0$ in $H$ for a.e. $t\in(O, T)$ . (2.3)

ここで，$\varphi$ : $H\cross Harrow R\cup\{\infty\}$ は

$\varphi(w;z):=\{\begin{array}{l}\frac{\nu}{2}\Vert\nabla z\Vert_{H}^{2}+\int_{\Omega}\alpha(w(x))|\nabla z(x)|dx+\int_{\Omega}I_{[-\theta,\theta]}(z(x))dx if z\in H_{0}^{1},otherwise\end{array}$

$\infty$

(2.4)

と定義された関数である．明らかに，それぞれの $w\in H$ に対し $\varphi(w;\cdot)$ : $Harrow R\cup\{\infty\}$

は適正下半連続凸関数である．従って，$2\in H$ に関する $\varphi(w;z)$ の劣微分 $\partial\varphi(w;z)$ が

定義できる．よって，変分不等式 (22) と発展方程式 (23) は同値となることが容易にわ
かる．

また，問題 (P) の自由エネルギーは

$\mathcal{F}(\eta, \theta):=$ $\frac{\kappa}{2}\Vert\nabla\eta\Vert_{H}^{2}+\int\hat{g}(\eta)dx+\frac{\nu}{2}\Vert\nabla\theta\Vert_{H}^{2}+\int_{\Omega}\alpha(\eta)|\nabla\theta|dx+\int_{\Omega}I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}(\theta)dx$

$=$
$\frac{\kappa}{2}\Vert\nabla\eta\Vert_{H}^{2}+J_{\Omega^{\hat{g}(\eta)d_{X}+\varphi(\eta;\theta)}}$

であることにも注意する．
問題 (P) の第 2の方程式が (23) へ帰着されることに着目し，[12,16] において (P)

の解の存在と有界性の評価が示された．
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命題 2.2 (cf. [12, Theorem 2.2], [16, Theorem 3.1]). (Al)$-(A5)$ を仮定し，$T$ を任意の

正数とする．このとき，定義 2.1の意味で (P) の $[0, T]$ 上の解 $\{\eta, \theta\}$ が少なくとも 1
つ存在し，$\eta$ は次をみたす :

$0\leq\eta\leq 1$ $a.e$ $on$ $Q_{T}$ . (2.5)

更に，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に依存しない正定数 $N_{0}$ が存在し，次が成立する :

$\sup_{t\geq 0}l^{t+1}\mathcal{F}(\eta(\tau), \theta(\tau))d\tau\leq N_{0}$ . (2.6)

また，それぞれの正数 $\mu\in(0,1]$ に対し，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に依存しない正定数 $M_{\mu}$

が存在し，次が成立する:

$\Vert\eta’\Vert_{L^{2}(\mu,\infty;H)}^{2}+\Vert\sqrt{\alpha_{0}(\eta)}\theta’\Vert_{L^{2}(\mu,\infty;H)}^{2}+\sup_{t\geq\mu}\mathcal{F}(\eta(t), \theta(t))\leq M_{\mu}$ . (2.7)

(P) の解の一意性については，[16] で以下のように議論されている:

命題 2.3 (cf. [16, Theorem 2.2]). $(A1)-(A4)$ を仮定し，$\Omega$ の空間次元は 1であるとす

る．このとき，任意の初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D_{0}$ に対し命題 2.2で得られた (P) の解 $\{\eta, \theta\}$

は一意である．

$\partial I_{[-\theta^{*},\theta]}$ $($ . $)$ の項がない結晶粒界数理モデル (P) の解の一意性は [10, Theorem 2.2] に

おいて命題 23と同様な仮定の下で示された．$\partial I_{[-\theta^{*},\theta^{*}]}(\theta)$ は $\theta$ に関して単調なので，[10,
Theorem 2.2] と同様な議論により，命題 2.3を示すことができる．現在，$\Omega$ の次元が 2

以上，または，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\not\in D_{0}$ の場合，(P) の解の一意性は示されていない．関数
$\alpha_{0}(\eta)$ が $\eta$ に依存しているため，(P) の解の一意性を示すのは非常に困難である．しか
し，$\alpha_{0}$ が正定数関数ならば，$\Omega$ が $R^{N}(N\geq 1)$ の有界領域でも，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$

でも，(P) の解の一意性を容易に示すことができる．
次に，時間 $tarrow\infty$ のときの問題 (P) の解の漸近挙動について述べる．

命題 2.4 (cf. [16, Theorem 4.1]). (Al)$-(A5)$ を仮定し，$\{\eta, \theta\}$ を (P) の時間大域解とす
る．そして，$tarrow\infty$ のときの $\{\eta(t), \theta(t)\}$ の $\omega$極限集合を $\omega(\eta, \theta)$ とする，つまり

$\omega(\eta, \theta):=\{\{\xi, \zeta\}\in H\cross H$ $\eta(t_{n})_{forsomet_{n}}arrow\xi inH,$ $witht_{n}\uparrow\infty\theta(t_{n})arrow\zeta inH$ $\}$

とする．このとき，$\omega(\eta, \theta)\subset S_{0}:=\{\{\xi, 0\};\xi\in D(\triangle_{N}), -\kappa\triangle_{N}\xi+g(\xi)=0 in H\}$ とな

る．ここで，$S_{0}$ は (P) の定常解の集合である．

また，[16] では関数 $g$ の特別な場合を考察し，以下のような (P) の解の漸近安定性
を示した:
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命題 2.5 (cf. [16, Theorem 4.2]). (Al)$-(A5)$ , 及び，

$g<0$ $on$ $[0,1)$ , $9(1)=\hat{g}(1)=0$ (2.8)

を仮定する．また，$\{\eta, \theta\}$ を (P) の任意の時間大域解とする．このとき，$\{$ 1, $0\}$ は (P)
の一意定常解で

$\eta(t)arrow 1$ $in$ $H^{1}$ , $\theta(t)arrow 0$ $in$ $H_{0}^{1}$ as $tarrow\infty$ (2.9)

となる．また，収束 (2.9) は初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に関して一様である．

3 (P) により生成ざれた多価半群に対するアトラクター
この節では，アトラクターの立場から問題 (P) の漸近安定性を考察する．命題 22,23

により，初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ をもつ (P) の時間大域解の存在は示されたが，一意性は保
証されていないことに注意する．従って，本節では解の一意性なしで (P) に対する大域
的アトラクターを構成する．つまり，(P) により生成された多価半群に対するアトラク
ターを構成する．
さて，(P) の多価解作用素の族を $\{S(t)\}_{t\geq 0}$ で表す．つまり，それぞれの $t\geq 0$ に対

し，多価解作用素 $S(t)$ は任意の初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に対し次の集合を対応させる :

$S(t)\{\eta_{0}, \theta_{0}\}:=\{\{z, w\}\in D$
$\text{と^{}\gamma_{c}}r$る $(P)$ の $\#\yen-H$大域 $\#\#\{\eta, \theta\}l_{0^{\backslash ^{\backslash }}}\Gamma\neq 7f$する

$\eta(0=\eta_{0},(0)=\theta_{0},\eta(t)=z,\theta(t)=\}\cdot$

ここで，(P) の時間大域解は次の Translation invariance と Concatenation invariance
の性質をもつことに注意する:

(i) (Translation invariance) $\{\eta, \theta\}$ を (P) の時間大域解とし，$\tau\geq 0$ とする．このとき，
$\eta^{\tau}(t)$ $:=\eta(\tau+t)$ and $\theta^{\tau}(t)$ $:=\theta(\tau+t)$ for $t\in[0, \infty)$

と定義すると，$\{\eta^{\tau}, \theta^{\tau}\}$ も (P) の時間大域解となる;

(ii) (Concatenation inva短 ance) $\{\eta_{1}, \theta_{1}\},$ $\{\eta_{2}, \theta_{2}\}$ を

$\eta_{2}(0)=\eta_{1}(\tau)$ and $\theta_{2}(0)=\theta_{1}(\tau)$ for some $\tau\geq 0$

となる (P) の時間大域解とする．また，時間 $\tau$ での $\{\eta_{1}, \theta_{1}\}$ と $\{\eta_{2}, \theta_{2}\}$ の concate-
nation を

$\eta(t):=\{\begin{array}{ll}\eta_{1}(t) if t\in[0, \tau],\eta_{2}(t-\tau) if t\in(\tau, \infty),\end{array}$

$\theta(t):=\{\begin{array}{ll}\theta_{1}(t) if t\in[0, \tau],\theta_{2}(t-\tau) if t\in(\tau, \infty)\end{array}$

と定義する．このとき $\{\eta, \theta\}$ は (P) の時間大域解となる．
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上記の性質 (i), (ii) を考慮すると，明らかに次が成り立つ:

(Sl) $S(O)=I$ (The identity) on $D$ .

(S2) $S(t+s)\{\eta_{0}, \theta_{0}\}=S(t)(S(s)\{\eta_{0}, \theta_{0}\})$ , $\forall\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D,$ $\forall s,$ $t\in[0, \infty)$ .

従って，$\{S(t)\}_{t\geq 0}$ は $D$ 上の多価半群であることがわかる．

また，$S(\cdot)\{\cdot,$ $\cdot\}$ は次のような closedness をもつ．

補題 3.1. $t_{n},$ $t\in[0, \infty)$ with $t_{n}arrow t_{\rangle}\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}\in D,$ $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ with $\eta 0_{n}arrow\eta 0$ in $H$ ,
$\theta_{0n}arrow\theta_{0}$ in $H$ $(as narrow\infty)$ と仮定する．また，$narrow\infty$ のとき $\{z_{n}, w_{n}\}\in S(t_{n})\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$

は $\{z, w\}$ に $H\cross H$ の位相で収束するとする．このとき，$\{z, w\}\in S(t)\{\eta_{0}, \theta_{0}\}$ となる．

証明．$t_{n}arrow t$ $(as narrow\infty)$ なので，一般性を失うことなく，$t,$ $t_{n}\in[0, T](n\in N)$ とな

る有限時問 $T>0$ が存在すると仮定してよい．
$\{z_{n}, w_{n}\}\in S(t_{n})\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$ なので，

$\eta_{n}(t_{n})=z_{n}$ , $\theta_{n}(t_{n})=w_{n}$ , $\eta_{n}(0)=\eta_{0n}$ , $\theta_{n}(0)=\theta_{0n}$ (3.1)

となる (P) の時間大域解 $\{\eta_{n}, \theta_{n}\}$ が存在する．

また，命題 22の (2.7) より，任意の正数 $\mu\in(0,1]$ に対し，初期値 $\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}\in D$ に

依存しない正定数 $M_{\mu}$ が存在し

$\Vert\eta_{n}’\Vert_{L^{2}(\mu,\infty;H)}^{2}+\Vert\sqrt{\alpha_{0}(\eta_{n})}\theta_{n}’\Vert_{L^{2}(\mu,\infty;H)}^{2}+\sup_{t\geq\mu}\mathcal{F}(\eta_{n}(t), \theta_{n}(t))\leq M_{\mu}$

となる．このとき，[12, Section 5] での同様な議論により，つまり，$\mu$ に関する対角線論
法により，$n_{k}arrow\infty$ $(as karrow\infty)$ ,

$\eta_{n_{k}}arrow\eta$ in $C([0, T];H)$ , $\theta_{n_{k}}arrow\theta$ in $C([0, T];H)$ as $karrow\infty$ (3.2)

となる部分列 $\{n_{k}\}\subset\{n\}$ と関数 $\eta\in C([0, T];H)\cap W_{loc}^{1,2}((0, T];H)\cap L_{loc}^{\infty}((0, T];H^{1})\cap$

$L_{lo}^{2}$。( $(0, T];H^{2}),$ $\theta\in C([0, T];H)\cap W_{loc}^{1,2}((0, T];H)\cap L_{loc}^{\infty}((0, T];H_{0}^{1})$ が存在する．更に，
$\{\eta, \theta\}$ は初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ をもつ (P) の時間大域解となることが容易にわかる．
さて，$z=\eta(t),$ $w=\theta(t)$ であること，つまり，$\{z, w\}\in S(t)\{\eta_{0}, \theta_{0}\}$ であることを示

す．$\epsilon$ を任意の正定数とすると，$\eta\in C([0, T];H),$ $t_{n}karrow t$ as $karrow\infty$ なので，

$\Vert\eta(t_{n_{k}})-\eta(t)\Vert_{H}\leq\frac{\epsilon}{3}$ , $\forall k\geq K_{1\epsilon}$ (3.3)

となる番号 $K_{1\epsilon}\in N$ が存在する．
一方，(32) から

$\Vert\eta_{n_{k}}-\eta\Vert_{C([0,T];H)}\leq\frac{\epsilon}{3}$ , $\forall k\geq K_{2\epsilon}$ (3.4)

となる番号 $K_{2\epsilon}\in N$ が存在する．

更に，$z_{n_{k}}arrow z$ in $H$ as $karrow\infty$ なので，

$\Vert z-z_{n_{k}}\Vert_{H}\leq\frac{\epsilon}{3}$ , $\forall k\geq K_{3\epsilon}$ (3.5)
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となる番号 $K_{3\epsilon}\in N$ が存在する．従って，$(3.1)-(3.5)$ から以下をえる :

$\Vert z-\eta(t)\Vert_{H}$ $\leq\Vert z-z_{n_{k}}\Vert_{H}+\Vert z_{n_{k}}-\eta(t_{n_{k}})\Vert_{H}+\Vert\eta(t_{n_{k}})-\eta(t)\Vert_{H}$

$=\Vert z-z_{n}k\Vert_{H}+\Vert\eta_{n}k(t_{n}k)-\eta(t_{n}k)\Vert_{H}+\Vert\eta(t_{n_{k}})-\eta(t)\Vert_{H}$

$\leq\Vert z-z_{n_{k}}\Vert_{H}+\Vert\eta_{n_{k}}-\eta\Vert_{C([0,T];H)}+\Vert\eta(t_{n_{k}})-\eta(t)\Vert_{H}$

$<^{\underline{\epsilon}}+^{\underline{\epsilon}}+^{\underline{\epsilon}}=\epsilon$ , $\forall k\geq K_{1\epsilon}+K_{2\epsilon}+K_{3\epsilon}$ .
$-3$ 3 3

$\epsilon$ は任意なので，上記より $z=\eta(t)$ であることがわかる．また，同様な議論により
$w=\theta(t)$ となるので，$\{z, w\}\in S(t)\{\eta_{0}, \theta_{0}\}$ をえる．従って，補題 3.1が証明された．口

Remark 3.2. 補題 3.1により，それぞれの $t\geq 0$ に対し，多価解作用素 $S(t)\{\cdot,$ $\cdot\}$ は $D$

上で上半連続であることが容易にわかる．上半連続写像の定義や性質に関しては，[1,4]
を参照する．

更に，以下のような多価半群 $\{S(t)\}_{t\geq 0}$ の性質が成り立つ．

補題 33. $(A1)-(A5)$ を仮定する．このとき，次が成立する:

(i) それぞれの正数 $\mu\in(0,1]$ に対して，$\mathcal{F}(\eta(t), \theta(t))$ は任意の $t\geq\mu$ と (P) の任意
の解 $\{\eta(t), \theta(t)\}\in S(t)D$ に対して有界である．

(ii) 次をみたすコンパクトな凸集合 $B_{0}(\subset D)$ が存在する :

$\sup_{\{z,w\}\in B_{0}}\mathcal{F}(z, w)<\infty$
and $S(t)D\subset B_{0}$ for $allt\geq 1$ . (3.6)

証明．評価式 (2.7) は (P) の任意の時間大域解 $\{\eta, \theta\}$ に対して成り立ち，また，(2.7) の
定数 $M_{\mu}$ は初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に依存しないことに注意する．従って，主張 (i) は (2.7)
から従う．
次に (ii) を示す．実際，$B_{0}$ $:=\overline{conv}(S(1)D)$ とすればよい．ここで，$\overline{conv}(\cdot)$ は $(\cdot)$

の凸包の $H\cross H$ 位相における閉包を表す．
さて，(2.7) で $\mu=1$ とすると

$\sup_{\{z,w\}\in S(1)D}\mathcal{F}(z, w)\leq M_{1}$

となるので，$S(1)D$ は $H\cross H$ で相対コンパクトである．従って，$B_{0}$ は $H\cross H$ でコン

パクトな凸集合である．
ここで，(2.5) と $\theta$ の制約 $($ cf. $\partial I_{1-\theta,\theta]}(\cdot))$ から，任意の $t\geq 0$ に対し $S(t)D\subset D$ と

なることに注意する．従って，半群の性質 (S2) から

$S(t+1)D=S(1)S(t)D\subset S(1)D\subset B_{0}$ , $\forall t\geq 0$

となり，(3.6) が成立する．以上より，主張 (ii)が成り立つ．口

8



さて，本稿の主定理を述べる．

定理 34((P) の大域的アトラクターの存在). $(A1)-(A4)$ を仮定する．このとき，次を
みたす $D$ の部分集合 $_{\infty}$ が存在する :

(i) $_{\infty}$ は $H\cross H$ の空でないコンパクト部分集合である ;

(ii) それぞれの正数 $\epsilon>0$ に対して，

$dist_{H\cross H}(S(t)\{z, w\}, _{\infty})<\epsilon$ for all $\{z, w\}\in D$ and $t\geq T_{\epsilon}$

となる $T_{\epsilon}>0$ が存在する ;

(iii) $S(t)_{\infty}=_{\infty}$ for any $t\geq 0$ .

定理 3.4の $(i)-$(iii) が成立するとき，$_{\infty}$ を多価半群 $\{S(t)\}_{t\geq 0}$ に対する大域的アト

ラクターとよぶ．大域的アトラクター $_{\infty}$ が存在するならば，明らかに嬬。は一意で
ある．

定理 34の証明．補題 3.1, 33を考慮すると，[8, 23] と同様な手法により多価半群 $\{S(t)\}_{t\geq 0}$

に対する大域的アトラクター妬を構成することができる．実際，$d_{\infty}$ は

$_{\infty}:= \bigcap_{s\geq 0}\bigcup_{t\geq s}S(t)B_{0}$
(3.7)

で与えられる．ここで，$B_{0}$ は補題 33の (ii) でえられたコンパクト吸収集合である．
Babin [2] や Melnik and Valero [22] は multivalued semi且 ow に対する大域的アトラク
ターの抽象論を既に構築している．従って，[2,22] の抽象論を応用すれば，(P) に対する
アトラクターを構成することはできる．しかしながら，抽象論 [2,22] で構成されたアト
ラクターは一般的に multivalued semiflow に対し semi-invariant (cf. (3.14)) である．ま
た，抽象論 [22] におけるアトラクターの構成方法は，(3.7) と異なる．従って，集合 $_{\infty}$

が多価半群 $\{S(t)\}_{t\geq 0}$ に対する大域的アトラクターとなることを明確にするため，$_{\infty}$
は定理 3.4の $(i)-$ (iii) を満たすことを以下で示す．

(P) の時間大域解の存在 (cf. 命題 22) と $B_{0}$ のコンパクト性から，明らかに $_{\infty}$ は
$H\cross H$ の空でないコンパクト部分集合である．従って，定理 34の (i) は成立する．
次に (ii) を示す．$B_{0}$ は吸収集合なので

$dist_{H\cross H}(S(t)B_{0}, _{\infty})arrow 0$ as $tarrow\infty$ (3.8)

を示せばよい．
背理法により (3.8) を示す．集合 $_{\infty}$ は $B_{0}$ を引きつけないと仮定すると，

$\Vert\{z_{n}, w_{n}\}-\{x, y\}\Vert_{H\cross H}\geq\sigma_{0}$ , $\forall\{x, y\}\in _{\infty}$ (3.9)
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となる定数 $\sigma_{0}>0$ と列 $\{t_{n}\}\subset[0, \infty)$ with $t_{n}\geq n,$ $\{\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}\}\subset B_{0},$ $\{\{z_{n}, w_{n}\}\}\subset$

$H\cross H$ with $\{z_{n}, w_{n}\}\in S(t_{n})\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$ が存在する．
$B_{0}$ は $H\cross H$ のコンパクト吸収集合なので，(3.6) から

$S(t)B_{0}\subset B_{0}$ , $\forall t\geq 1$

となる．従って，

$\{\{z_{n}, w_{n}\}\in H\cross H;\{z_{n}, w_{n}\}\in S(t_{n})\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}, n=1,2, \cdots\}$

は $H\cross H$ で相対コンパクトである．よって，$n_{k}arrow\infty$ $(as karrow\infty)$ ,

$\{z_{n_{k}}, w_{n_{k}}\}arrow\{z, w\}$ in $H\cross H$ as $karrow\infty$

となる部分列 $\{n_{k}\}\subset\{n\}$ と元 $\{z, w\}\in H\cross H$ が存在する．
$\{z_{n}k, w_{n_{k}}\}\in S(t_{n_{k}})\{\eta_{0_{k}}\theta\},$ $\{\{\eta_{on_{kk}}, \theta_{\theta n}\}\}\subset B_{0}$ なので，$d_{\infty}$ の定義 (3.7) から

$\{z, w\}\in d_{\infty}$

となり，(3.9) に矛盾する．従って，$d_{\infty}$ はコンパクト吸収集合 $B_{0}$ を引きつけるので，
定理 34の (ii) が成り立つ．
最後に (iii) を示す．まず，任意の $t\geq 0$ に対し $d_{\infty}\subset$ S(t)嬬。であることを示す．

$\{z, w\}$ を嬬。の任意の元とすると，

$t_{n}\uparrow\infty$ and $\{z_{n}, w_{n}\}arrow\{z, w\}$ in $H\cross H$ as $narrow\infty$ (3.10)

となる列 $\{t_{n}\}\subset[0, \infty),$ $\{\{\eta_{on}, \theta_{0n}\}\}\subset B_{0},$ $\{\{z_{n}, w_{n}\}\}\subset H\cross H$ with $\{z_{n}, w_{n}\}\in$

$S(t_{n})\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$ が存在する．ここで，$B_{0}$ は

$S(\tau)B_{0}\subset B_{0}$ , $\forall\tau\geq 1$ (311)

となる $H\cross H$ のコンパクトな吸収部分集合であることに注意する．
任意の $t\geq 0$ に対し，半群の性質 (S2) から

$\{z_{n}, w_{n}\}\in S(t)S(t_{n}-t)\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$ for any $n\in N$ with $t_{n}\geq t+1$

となるので，
$\{z_{n}, w_{n}\}\in S(t)\{\tilde{z}_{n},\tilde{w}_{n}\}$ (3.12)

となる元 $\{\tilde{z}_{n},\tilde{w}_{n}\}\in S(t_{n}-t)\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$ が存在する．このとき，(3.11) から

集合 $\{\{\tilde{z}_{n},\tilde{w}_{n}\}\in H\cross H;n\in N$ with $t_{n}\geq t+1\}$ は $H\cross H$ で相対コンパクト

であることがわかるので，$n_{k}arrow\infty$ $(as karrow\infty)$ ,

$\{\tilde{z}_{k}n,\tilde{w}_{k}n\}arrow\{\tilde{z},\tilde{w}\}$ in $H\cross H$ as $karrow\infty$ (3.13)
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となる部分列 $\{n_{k}\}\subset\{n\}$ と元 $\{\tilde{z},\tilde{w}\}\in H\cross H$が存在する．このとき，$_{\infty}$ の定義 (3.7)
から明らかに $\{\tilde{z},\tilde{w}\}\in _{\infty}$ となる．

更に，補題 3.1と $(3.10)-(3.13)$ より (必要があれば $\{n_{k}\}$ の部分列をとることにより),

$\{z, w\}\in S(t)\{\tilde{z},\tilde{w}\}$

となる．従って，$\{z, w\}\in S(t)_{\infty}$ となるので

$_{\infty}\subset S(t)_{\infty}$ , $\forall t\geq 0$ (3.14)

をえる．

次に，任意の $t\geq 0$ に対し $S(t)_{\infty}\subset _{\infty}$ であることを示す．(3.14) より任意の $t\geq 0$

に対し
$S(t)_{\infty}\subset S(t)(S(\tau)_{\infty})=S(t+\tau)_{\infty}$ , $\forall\tau\geq 0$ (3.15)

となる．

さて，$\{z, w\}$ を $S(t)_{\infty}$ の任意の元とすると，(3.15) より

$\{z, w\}\in S(t+\tau_{n})\{z_{n}, w_{n}\}$

となる列 $\{\tau_{n}\}\subset[0, \infty)$ with $\tau_{n}\geq n$ と $\{\{z_{n}, w_{n}\}\}\subset$ 嬬。が存在する．嬬。の定義 (3.7)
から明らかに嬬。$\subset B_{0}$ なので，定理 34の (ii) から

$\{z, w\}\in _{\infty}$

となる．よって，
$S(t)_{\infty}\subset _{\infty}$ for any $t\geq 0$

をえる．以上より，定理 3.4の (iii) が従う． 口

4 (P) に対する大域的アトラクターの特徴づけ
前節において (P) に対する大域的アトラクター嬬。の存在を示した．しかし，解作用

素 $S(t)$ は多価なので，任意の $t\geq 0$ と $\{z, w\}\in D$ に対し $S(t)\{z, w\}$ が連結であるこ
とを示すのは困難である．従って，$_{\infty}$ の連結性については示されていないことに注意
する．

この節では，(P) に対する大域的アトラクター $_{\infty}$ の特徴づけを行う．そのため，以
下の Allen-Cahn 方程式 (AC) を考える:

(AC) $\{\begin{array}{ll}u_{t}-\kappa\triangle u+g(u)=0 in Q_{T}=\Omega\cross(0, T),\frac{\partial u}{\partial n}=0 on \Sigma_{T}=\Gamma\cross(0, T),u(x, 0)=u_{0}(x) for x\in\Omega.\end{array}$
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ここで，(AC) の初期値の集合を

$D_{*}:=\{u_{0}|u_{0}\in H$ with $0\leq u_{0}\leq 1$ a.e. on $\Omega\}$

と定義する．
次に，(AC) の解の定義を与える．

定義 4.1. $0<T.<\infty$ とし，uO $\in$ D、とする．関数 $u$ : $[0, T]arrow H$ が次の条件をみたす

とき，$u$ は初期値 $u_{0}\in D_{*}$ をもつ (AC) の $[0, T]$ 上の解であるという :

(i) $u\in C([0, T];H)\cap W_{loc}^{1,2}((0, T];H)\cap L_{loc}^{\infty}((0, T];H^{1})\cap L_{loc}^{2}((0, T];H^{2})$ .

(ii) 次の放物型方程式が成立する:

$u’(t)-\kappa\triangle_{N}u(t)+g(u(t))=$ Oin $H$ for ae. $t\in(O, T)$ . (4.1)

ここで，$u’:= \frac{du}{dt}$ である．

(iii) $u(O)=u_{0}$ in $H$ .

関数 $u$ : $[0, \infty)arrow H$ が (AC) の時間大域解であるとは，任意の $T>0$ に対して $u$ が

(AC) の $[0, T]$ 上の解であるときをいう．

次に，(AC) の解の存在一意性について述べる．

命題 42 cf. [3, 13] $)$ . (A3) を仮定し，$T$ を任意の正数とする．このとき，任意の $u_{0}\in D$。

に対し，(AC) の $[0, T]$ 上の解 $u$ が一意に存在し

$0\leq u\leq 1$ $a.e$ on QT (42)

となる．更に，初期値 uO $\in$ D、に依存しない定数 $\tilde{N}_{0}$ が存在して

$\sup_{t\geq 0}\int_{t}^{t+1}\Vert\nabla u(\tau)\Vert_{H}^{2}d\tau\leq\tilde{N}_{0}$ (4.3)

が成り立つ．また，それぞれの正数 $\mu\in(0,1]$ に対し，初期値 $u_{0}\in D_{*}$ に依存しない定
数 $\overline{M}_{\mu}$ が存在して，次が成り立つ :

$\Vert u’\Vert_{L^{2}(\mu,\infty;H)}^{2}+\sup_{t\geq\mu}\Vert\nabla u(t)\Vert_{H}^{2}\leq\overline{M}_{\mu}$ . (4.4)

証明．非線形発展方程式理論 (cf. [3, 13]) を適用することにより，容易に (AC) の $[0, T]$ 上

の解 $u$ が一意に存在することがわかる．また，$(2.5)-(2.7)$ と同様な議論により，$(4.2)-(4.4)$

を示すことができる．実際，有界性 (4.2) に関しては [10, Proposition 3.1] を，$(4.3)-(4.4)$

の証明に関しては [13, Corollarys 1 and 2] や [16, Theorem 3.1] を参照する．口
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命題 42により，(AC) の解作用素の族 $\{U(t)\}_{t\geq 0}$ を定義することができる．実際，そ
れぞれの $t\geq 0$ に対し，一価解作用素 $U(t)$ : $D_{*}arrow D_{*}$ を

$U(t)u_{0}=u(t)$ , $u_{0}\in D_{*}$ (4.5)

と定義する．ここで，$u$ は初期値 $u_{0}\in D_{*}$ をもつ (AC) の時間大域一意解である．明ら
かに，$\{U(t)\}_{t\geq 0}$ は D、上の一価半群である．
ここで，半群 $\{U(t)\}_{t\geq 0}$ に対する大域的アトラクターの存在について述べる．

命題 4.3 (cf. [13, Theorem 4.1]). (A3) を仮定する．このとき，次をみたす $D_{*}$ の部分
集合属が存在する:

(i) 以は $H$ の空でないコンパクトな連結部分集合である ;

(ii) それぞれの正数 $\epsilon>0$ に対して，

$dist_{H}(U(t)z, _{*})<\epsilon$ for all $z\in D_{*}$ and $t\geq T$を

となる $T_{\epsilon}>0$ が存在する ;

(iii) $U(t)_{*}=_{*}for$ any $t\geq 0$ .

証明．命題 42により，(AC) は一意解をもつので $\{U(t)\}_{t\geq 0}$ は $D_{*}$ 上の一価半群である．
$(4.2)-(4.4)$ の性質により，(AC) に対しアトラクターの一般論 (cf. [8, 13, 23]) を直接適
用することができるので，$\{U(t)\}_{t\geq 0}$ に対する大域的アトラクター以を構成することが
できる．実際 $B_{*}:=\overline{conv}(U(1)D_{*})$ は $H$ のコンパクトな吸収部分集合となるので (cf.
補題 3.3, (ii) $),$ $\{U(t)\}_{t\geq 0}$ に対する大域的アトラクター以は

以
$:= \bigcap_{s\geq 0}\bigcup_{t\geq s}U(t)B_{*}$

で与えられる．口

さて，定理 34でえた (P) の大域的アトラクター嬬。の特徴について述べる．

定理 4.4. $(A1)-(A4)$ を仮定し，$_{\infty}$ を定理 3.4でえられた (P) の大域的アトラクター
とする．また，以を命題 4.3でえられた (AC) の大域的アトラクターとする．このと
き，$d_{*}\cross\{0\}\subset _{\infty}$ となる．更に，$\alpha_{0}$ は正定数関数であるとする，つまり $\alpha_{0}\equiv c_{0}$ for
some constant $c_{0}>0$ と仮定すると，，1

$\infty$
$=d_{*}\cross\{0\}$ となる．

定理 4.5. $(A1)-(A4)$ , (2.8) を仮定し，$_{\infty}$ を定理 84でえられた (P) の大域的アトラ
クターとする．また，以を命題 4.3でえられた (AC) の大域的アトラクターとする．こ
のとき，以 $=\{1\},$ $_{\infty}=_{*}\cross\{0\}=\{1\}\cross\{0\}$ となる．

定理 44を証明する準備として，次の補題を用意する．
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補題 46. 定理 44の条件をすべて仮定する．また，$T$ を任意の正数とし，$\{\eta, \theta\}$ を (P)
の任意の時間大域解とする．このとき，

$\int_{0}^{T}\Vert\nabla\theta(t+s)\Vert_{H}^{2}dsarrow 0$ as $tarrow\infty$ (4.6)

となり，また，収束 (4.6) は任意の初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に関して一様である．

証明．背理法により (4.6) を示す．(4.6) が成立しないと仮定すると，ある正定数 $\sigma_{0}>0$

に対し

$\int_{0}^{T}\Vert\nabla\theta_{n}(t_{n}+s)\Vert_{H}^{2}ds\geq\sigma_{0}$ (4.7)

となる (P) の時間大域解の列 $\{\{\eta_{n}, \theta_{n}\}\}$ と時間列 $\{t_{n}\}\subset[0, \infty)$ with $t_{n}\geq n(n=$

1,2, $\cdot\cdot\cdot$ ) が存在する．
ここで，(P) の解の平滑化効果 (cf. (2.7)) を考慮すると，$\{\eta_{n}, \theta_{n}\}$ は初期値 $\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}\in$

$D_{0}$ をもつ (P) の時間大域解であると仮定してよい．また，$\{\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}\}$ は $H^{1}\cross H_{0}^{1}$ で

有界であると仮定してもよいので (cf. (2.7)),

$\eta_{0n}arrow\eta_{0}$ weakly in $H^{1}$ and weakly$*$ in $L^{\infty}$ as $narrow\infty$ ,

$\theta_{0n}arrow\theta_{0}$ weakly in $H_{0}^{1}$ and weakly’ in $L^{\infty}$ as $narrow\infty$

となる $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D_{0}$ が存在する．このとき，[12, Section 5] と同様な議論により，$n_{k}arrow\infty$

as $karrow\infty$ , かつ，任意の時間 $T>0$ に対し

$\eta_{n_{k}}arrow\eta$ in $C([0, T];H)$ , in $L^{2}(0, T;H^{1})$ , weakly in $L^{2}(0, T;H^{2})$ ,
weakly in $W^{1,2}(0, T;H)$ , weakly$*$ in $L^{\infty}(0, T;H^{1})$ ,

and weakly$*$ in $L^{\infty}(Q_{T})$ as $karrow\infty$ ,

$\theta_{n_{k}}arrow\theta$ in $C([0, T];H)$ , in $L^{2}(0, T;H_{0}^{1})$ , weakly in $W^{1,2}(0, T;H)$ ,
(4.8)

weakly$*$ in $L^{\infty}(0, T;H_{0}^{1})$ and weakly$*$ in $L^{\infty}(Q_{T})$ as $karrow\infty$

となる部分列 $\{n_{k}\}\subset\{n\}$ と初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D_{0}$ をもつ (P) の時間大域解 $\{\eta, \theta\}$ が存在

する．明らかに $\eta\in C([0, T];H^{1})\cap W^{1,2}(0, T;H)\cap L^{2}(0, T;H^{2})\cap L^{\infty}(0, T;H^{1})\cap L^{\infty}(Q_{T})$ ,

$\theta\in W^{1,2}(0, T;H)\cap L^{\infty}(O, T;H_{0}^{1})\cap L^{\infty}(Q_{T})$ である．

さて，$\epsilon$ を $\epsilon<(\frac{\nu\sigma}{8c}0\alpha)^{1/2}$ となる任意の正数とする．このとき，命題 2.4より
$\Vert\theta(t)\Vert_{H}<\epsilon$ for all $t\geq T_{\epsilon}$ (4.9)

となる有限時間 $T_{\epsilon}>0$ が存在する．また，(4.8) より

$\sup_{\tau\in[0,T_{\epsilon}]}\Vert\theta_{nk}(\tau)-\theta(\tau)\Vert_{H}<\epsilon$
, $\forall k\geq K_{\epsilon}$ (4.10)

となる番号 $K_{\epsilon}\in N$ が存在する．
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ここで，$\alpha_{0}$ は正定数関数であるとする，つまり，$\alpha_{0}\equiv c_{0}$ for some constant $c_{0}>0$ と

仮定する．$\{\eta_{n_{k}}, \theta_{n_{k}}\}$ は (P) の時間大域解なので，次の不等式が成り立つ (cf. (2.3)):

$(c_{0}\theta_{nk}’(\tau), \theta_{n}k(\tau)-v)+\varphi(\eta_{n_{k}}(\tau);\theta_{n_{k}}(\tau))\leq\varphi(\eta_{n_{k}}(\tau);v)$

for a.e. $\tau>0$ and any $v\in H_{0}^{1}$

上の不等式において $v=0$ とすると

$\frac{c_{0}}{2}\frac{d}{d\tau}\Vert\theta_{n_{k}}(\tau)\Vert_{H}^{2}+\varphi(\eta_{n}k(\tau);\theta_{n_{k}}(\tau))\leq 0$ for ae. $\tau>0$

となるので，$\tau$ に関して $[s, t](0\leq s\leq t)$ 上で積分すると

$\frac{c_{0}}{2}\Vert\theta_{n_{k}}(t)\Vert_{H}^{2}+l^{t}\varphi(\eta_{n_{k}}(\tau);\theta_{n_{k}}(\tau))d\tau\leq\frac{c_{0}}{2}\Vert\theta_{n_{k}}(s)\Vert_{H}^{2}$

(4.11)
for any $0\leq s\leq t$

をえる．従って，(4.11) から $\Vert\theta_{n}k(t)\Vert_{H}$ は時間 $t>0$ に関して非増加であることがわか
る．よって，$(4.9)-(4.10)$ から

$\Vert\theta_{n_{k}}(t)\Vert_{H}\leq\Vert\theta_{n_{k}}(T_{\epsilon})\Vert_{H}$

$\leq,\forall t\geq T_{\epsilon},\forall k\geq K_{\epsilon}\leq_{2\epsilon}\sup_{\tau\in[0,T_{\epsilon}]}\Vert\theta_{n_{k}}(\tau)-\theta(\tau)\Vert_{H}+\Vert\theta(T_{\epsilon})\Vert_{H}$

となるので，$t_{n_{k}}\geq T_{\epsilon}$ となる十分大きな番号 $k(\geq K_{\epsilon})$ に対して

$\Vert\theta_{n_{k}}(t_{n_{k}})\Vert_{H}\leq 2\epsilon$ (4.12)

となる．

ここで，(4.12) をみたす時間の列を $\{t_{n_{k}}\}$ とする．(4.11) において，$s=t_{n_{k}},$ $t=t_{n_{k}}+T$

とすると

$\frac{c_{0}}{2}\Vert\theta_{n_{k}}(t_{n_{k}}+T)\Vert_{H}^{2}+\int_{t_{n_{k}}}^{t_{n_{k}}+T}\varphi(\eta_{n_{k}}(\tau);\theta_{n_{k}}(\tau))d\tau\leq\frac{c_{0}}{2}\Vert\theta_{n_{k}}(t_{n_{k}})\Vert_{H}^{2}$ (4.13)

となる．従って，(2.4), (4.12), (4.13) から，$t_{n_{k}}\geq T_{\epsilon}$ となる十分大きな番号 $k(\geq K_{\epsilon})$

に対して

$\int_{0}^{T}\Vert\nabla\theta_{n_{k}}(t_{n_{k}}+s)\Vert_{H}^{2}ds\leq\frac{4c_{0}}{\nu}\epsilon^{2}<\frac{\sigma_{0}}{2}$ (4.14)

をえる．これは (47) に矛盾する．よって，(46) が成立する 口

補題 47. 定理 44の条件をすべて仮定する．また，$T$ を任意の正数とする．このとき，
任意の正数 $\epsilon>0$ に対し，次が成立するような時間 $t^{*}=t^{*}(T, \epsilon)\geq 1$ が存在する :

$\sup_{\tau\in[0,T]}\Vert\eta(\tau+t)-U(\tau)\eta(t)\Vert_{H}\leq\epsilon$

(4.15)
for all $t\geq t^{*}$ and all global (in time) solutions $\{\eta, \theta\}$ to (P).
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証明．背理法により (4.15) を示す．(4.15) が成立しないと仮定すると，ある正定数 $\epsilon_{0}>0$

に対し

$\sup_{\tau\in[0,T|}\Vert\eta_{n}(\tau+t_{n})-U(\tau)\eta_{n}(t_{n})\Vert_{H}\geq\epsilon_{0}$
(4.16)

となる (P) の時間大域解の列 $\{\{\eta_{n}, \theta_{n}\}\}$ と時間の列 $\{t_{n}\}\subset[0$ , oo $)$ with $t_{n}\geq n(n=$

1,2, $\cdot\cdot\cdot$ ) が存在する．
有界性の評価 (25) と (27) より，$\{\eta n(tn);n=1,2, \cdots\}$ は $H$ で相対コンパクトであ

ることがわかる．従って，$n_{k}arrow\infty$ as $karrow\infty$ で

$\eta_{n_{k}}(t_{n_{k}})arrow\tilde{\eta}_{0}$ in $H$ , weakly in $H^{1}$ and weakly$*$ in $L^{\infty}$ as $karrow\infty$ (4.17)

となる部分列 $\{n_{k}\}\subset\{n\}$ と元 $\eta\sim$0 $\in$ D、が存在する．
ここで，以下の 2つの初期値問題を考える:

$\{\begin{array}{l}u_{n_{k}}’(\tau)-\kappa\triangle_{N}u_{n_{k}}(\tau)+g(u_{n}k(\tau))=0 in H for a.e. \tau\in(0, T),u_{n_{k}}(0)=\eta_{n_{k}}(t_{n_{k}}) in H,\end{array}$ (4.18)

$\{\begin{array}{l}u’(\tau)-\kappa\triangle_{N}u(\tau)+g(u(\tau))=0 in H for a.e. \tau\in(0, T),u(0)=\tilde{\eta}_{0} in H.\end{array}$ (4.19)

このとき，(4.17) に注意すると，解の収束定理 (cf. [14, Section 2.7]) より (4.18) の解
$u_{n_{k}}$

$F$は (4.19) の解 $u$ に

$\sup_{\tau\in[0,T]}\Vert u_{n_{k}}(\tau)-u(\tau)\Vert_{H}arrow 0$
as $karrow\infty$ (4.20)

の意味で収束する．
次に，(P) の第 1の方程式

$\{\begin{array}{l}\eta_{n_{k}}’(\tau)-\kappa\triangle_{N}\eta_{n_{k}}(\tau)+g(\eta_{n_{k}}(\tau))+\alpha’(\eta_{n}k(\tau))|\nabla\theta_{n_{k}}(\tau)|=0 in Hfor a.e. \tau>0,\eta_{n_{k}}(0)=\eta_{0n_{k}} in H\end{array}$ (4.21)

を考える．このとき，(4.19) と (421) から

$\frac{1}{2}\frac{d}{d\tau}\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau)\Vert_{H}^{2}+\kappa\Vert\nabla\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-\nabla u(\tau)\Vert_{H}^{2}$

$\leq$ $L(g)\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau)\Vert_{H}^{2}$

(4.22)
$+|(\alpha’(\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}}))|\nabla\theta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})|, \eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau))|$

for a.e. $\tau\geq 0$

となる．ここで，$\alpha’(\cdot)$ の有界性 (cf. (A2)) と (4.22) から

$\frac{d}{d\tau}\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau)\Vert_{H}^{2}$

$\leq$ $(2L(g)+1)\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau)\Vert_{H}^{2}+C_{\alpha’}\Vert\nabla\theta_{n_{k}}(\tau+t_{n}k)\Vert_{H}^{2}$ (4.23)

for a.e. $\tau>0$
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となる．ここで，$C_{\alpha’}$ は $\alpha’()$ に依存する正定数である．(4.23) に Gronwall-type 不等式
を適用すると

$\sup_{\tau\in[0,T]}\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau)\Vert_{H}^{2}$

$\leq$ $e^{(2L(g)+1)T}( \Vert\eta_{n_{k}}(t_{n_{k}})-\tilde{\eta}_{0}\Vert_{H}^{2}+C_{\alpha’}\int_{0}^{T}\Vert\nabla\theta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})\Vert_{H}^{2}d\tau)$

(4.24)

をえる．補題 46の証明から (cf. (4.14)), 任意の正数 $\sigma$ に対し，

$\int_{0}^{T}\Vert\nabla\theta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})\Vert_{H}^{2}d\tau<\sigma$ for sufficient large $k\in N$

となるので，(4.17) と (4.24) から

$\sup_{\tau\in[0,T]}\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u(\tau)\Vert_{H}^{2}arrow 0$ as $karrow\infty$ (4.25)

となる．従って，(420) と (425) から

$\sup_{\tau\in[0,T]}\Vert\eta_{n_{k}}(\tau+t_{n_{k}})-u_{n_{k}}(\tau)\Vert_{H}^{2}arrow 0$ as $karrow\infty$

となる．$u_{n_{k}}(\tau)=U(\tau)\eta_{n_{k}}(t_{n_{k}})$ であるので，これは (4.16) に矛盾する．よって，(4.15)
は成り立つ 口

定理 44の証明．まず以 $\cross\{0\}\subset _{\infty}$ を示す．$\{\xi, 0\}$ を $_{*}\cross\{0\}$ の任意の元とすると

$U(t_{n})\eta_{0n}arrow\xi$ $in$ $H$ as $narrow\infty$ (4.26)

となる列 $\{\eta_{0n}\}\subset B_{*}(\subset D_{*})$ と列 $\{t_{n}\}\subset[0, \infty)$ with $t_{n}\geq n(n=1,2, \cdots)$ が存在する．
ここで，任意の $t\geq 0$ に対し $\eta_{n}(t):=U(t)\eta_{0n}$ とおくと，$\eta_{n}$ は

$\{\begin{array}{l}\eta_{n}’(t)-\kappa\triangle_{N}\eta_{n}(t)+g(\eta_{n}(t))+\alpha’(\eta_{n}(t))|\nabla 0|=0 in H for ae. t>0,\eta_{n}(0)=\eta_{0n} in H\end{array}$ (4.27)

をみたすことに注意する．また，0は

$\partial\varphi(\eta_{n}(t);0)\ni 0$ in $H$ for ae. $t>0$ (4.28)

をみたすので，0は方程式 (23) の定常解であることにも注意する．従って，(427) と
(4.28) より，$\{\eta_{n}(t), 0\}=\{U(t)\eta_{on}, 0\}$ は初期値 $\{\eta_{on}, 0\}\in Do$ をもつ (P) の時間大域解
とみなすことができるので，

$S(t_{n})\{\eta_{0n}, 0\}\ni\{U(t_{n})\eta_{0n}, 0\}$

となる．
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半群の性質 (S2) から，$S(t_{n})\{\eta_{on}, 0\}=S(t_{n}-1)S(1)\{\eta_{0n}, 0\}$ となるので，

$\{U(t_{n})\eta_{0n}, 0\}\in S(t_{n}-1)\{\tilde{\eta}_{n},\tilde{\theta}_{n}\}$ and {fin, $\tilde{\theta}_{n}$ } $\in S(1)\{\eta_{on}, 0\}$

となる列 $\{\{\tilde{\eta}_{n},\tilde{\theta}_{n}\}\}\subset B_{0}$ が存在する．従って，(3.7), (4.26) から

$\{\xi, 0\}\in _{\infty}=\bigcap_{s\geq 0}\bigcup_{t\geq s}S(t)B_{0}$

となるので，$d_{*}\cross\{0\}\subset _{\infty}$ が成り立つ．

次に嬬。 $\subset d_{*}\cross\{0\}$ を示す．そのため，$\alpha_{0}$ は正定数関数であるとする，つまり，
$\alpha_{0}\equiv c_{0}$ for some constant $C_{0}>0$ と仮定する．このとき，(P) の時間大域解は一意であ
ることに注意する．

$\{\xi, \zeta\}$ を垢の任意の元とすると，$d_{\infty}$ の定義 (3.7) から

$S(t_{n})\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}arrow\{\xi, \zeta\}$ in $H\cross H$ as $narrow\infty$ (4.29)

となる列 $\{\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}\}\subset B_{0}$ と $\{t_{n}\}\subset[0$ , oo $)$ with $t_{n}\geq n(n=1,2, \cdots)$ が存在する．こ
こで，任意の $t\geq 0$ に対し $\{\eta_{n}(t), \theta_{n}(t)\}:=S(t)\{\eta_{0n}, \theta_{0n}\}$ とおく．

$\epsilon$ を任意の正定数とする．このとき，補題 46の証明中の (4.12) により

$\Vert\theta_{n}(t_{n})\Vert_{H}<\epsilon$ , $\forall n\geq N_{1\epsilon}$

となる番号 $N_{1\epsilon}\in N$ が存在する．従って，(4.29) から

$(=0$ in $H$ (430)

であることがわかる．
以は (AC) の大域的アトラクターなので，$\epsilon>0$ に対し

$dist_{H}(U(\tau)u_{0}, d_{*})\leq\frac{\epsilon}{3}$ for all $u_{0}\in D_{*}$ and $\tau\geq\tau_{0}$ (4.31)

となる有限時間 $\tau_{0}=\tau_{0}(\epsilon)>0$ が存在する．

また，(4.29) より

$\{\begin{array}{l}\tilde{t}_{n}:=t_{n}-\tau_{0}\geq 0, \forall n\geq N_{2\epsilon},\Vert\eta_{n}(\tilde{t}_{n}+\tau_{0})-\xi\Vert_{H}<^{\underline{\epsilon}} \forall n\geq N_{2\epsilon}\end{array}$

3’
(4.32)

となる番号 $N_{2\epsilon}\in N$ が存在する．このとき，$n\geq N_{2\epsilon}$ となる任意の番号 $n$ に対して
$\eta_{n}(\tilde{t}_{n})\in D_{*}$ なので，(4.31) より

$dist_{H}(U(\tau_{0})\eta_{n}(\tilde{t}_{n}), d$
、

$) \leq\frac{\epsilon}{3}$ , $\forall n\geq N_{2\epsilon}$ (4.33)

となる．
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ここで，$T=\tau_{0}$ として補題 47を適用すると，番号 $n$ に依存しない時間 $t^{*}=t^{*}(\tau_{0}, \epsilon)\geq$

1が存在し

$\sup_{\tau\in[0,\tau_{0}]}\Vert\eta_{n}(\tau+t)-U(\tau)\eta_{n}(t)\Vert_{H}\leq\frac{\epsilon}{3}$, $\forall t\geq t^{*}$ (4.34)

となる．このとき，$t^{*}$ に対し

$\tilde{t}_{n}:=t_{n}-\tau_{0}\geq t_{)}^{*}$ $\forall n\geq N_{3\epsilon}$

となる番号 $N_{3\epsilon}\in N$ が存在するので，(4.34) より

$\sup_{\tau\in[0,\tau_{0}]}\Vert\eta_{n}(\tau+\tilde{t}_{n})-U(\tau)\eta_{n}(\tilde{t}_{n})\Vert_{H}\leq\frac{\epsilon}{3}$ , $\forall n\geq N_{3\epsilon}$ (4.35)

となる．

従って，$(4.32)-(4.35)$ より

$dist_{H}(\xi,_{*})\leq\Vert\xi-\eta_{n}(\tau_{0}+\tilde{t}_{n})\Vert_{H}+\Vert\eta_{n}(\tau_{0}+\tilde{t}_{n})-U(\tau_{0})\eta_{n}(\tilde{t}_{n})\Vert_{H}$

$+dist_{H}(U(\tau_{0})\eta_{n}(\tilde{t}_{n}), _{*})$

$\leq\frac{\epsilon}{3}+\frac{\epsilon}{3}+\frac{\epsilon}{3}=\epsilon$, $\forall n\geq N_{2\epsilon}+N_{3\epsilon}$

となるので

$\xi\in$ 妖 (4.36)

をえる．よって，(4.30) と (4.36) から $\{\xi, \zeta\}=\{\xi, 0\}\in$ 妖 $\cross\{0\}$ が成り立つので，
$_{\infty}$ 欧妖 $\cross\{0\}$ をえる．

以上より，定理 44が成り立つ 口

定理 4.5の証明．命題 2.5 (cf. [16, Theorem 4.2]) において，特別な $g$ の場合，解の一
意性なしで (P) の漸近安定性がえられている．実際，(2.8) を仮定し，$\{\eta, \theta\}$ を (P) の
任意の時間大域解とすると，{1,0} は (P) の一意定常解で

$\eta(t)arrow$ lin $H^{1}$ , $\theta(t)arrow 0inH_{0}^{1}$ as $tarrow\infty$ (437)

となり，収束 (4.37) は初期値 $\{\eta_{0}, \theta_{0}\}\in D$ に関して一様である．
このとき，(4.37) より明らかに，$_{\infty}$ の任意の元 $\{\xi, \zeta\}$ は

$\xi=$ lin $H$ , $\zeta=0inH$

となり，$_{*}=\{1\}$ となる．従って，$_{\infty}=_{*}\cross\{0\}=\{1\}\cross\{0\}$をえる．口

Remark 4.8. $\alpha_{0}$ が正定数関数であるとき，また，$g($ . $)$ が特別な関数 (cf. (2.8)) である
とき，(P) の大域的アトラクター $_{\infty}$ を (AC) のアトラクター以を用いて特徴づける
ことができた．しかし，それ以外の場合，$_{\infty}$ の構造については連結性を含めて未解決で
ある．
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