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概要

有限生成無限群に対して，その“無限遠での繋がりの強ざ＇を表す関数を divergence
functionという．幾何学的群論における重要な研究対象である Thompson群F,T,V
に対して，それらのdivergencefunctionが論文 [9]で計算された本稿では [11]を中
心に，その後の進展について紹介する．本稿は，京都大学数理解析研究所国際共同利

用・共同研究拠点事業の助成を受け作成されたものである．

1 Di ivergence function 

f,gを非負整数Z十からそれ自身への写像とする．ある定数A,B,C,D,E2 0が存在し

て，任意のxEZ十に対して

f(x) ≪::: Ag(Bx + C) + Dx + E 

が成り立つとき， fさgと定める． fさgとg::::sfが共に成り立つとき，写像fとgが同値

であると定める．定義から明らかに，全ての線形写像や定値写像は同値である．

有限生成群Gとそのひとつの生成集合Sから定まるケイリーグラフをrとし，自然に
距離空間とみなす．すなわち， g,hE Gに対し， gとhの距離を lgh-11sと定める．ここで，

lgh-11sはgh-1のSに関する語長を表す．

8 E (0, 1)に対し，rの8-divergencefunction Joを次のように定める．語長がnであ
る2点x,yに対し，島(x,y)を原点中心半径初の球を避けながら x,yを結ぶ道の中で最小

のものの長さとする一般にはそのような道が存在するとは限らないが，本稿では存在す

る場合のみを考える1.S(n)を語長がnである元全体からなる集合とし，

fo(n) := max{£0(x,y) I x,y E S(n)}, 

と定める．この関数は， Gの生成集合の取り方によらない生すなわち，任意の8E (0, 1)に

対し， f6をrに関する divergencefunctionとしたとき， Gの別の生成集合S'から定まるケ
1このような道が存在することと，群のエンドの数が1であることは必要十分である．
2さらに，擬等長同型のもとで不変である．この意味で， divergencefunctionはエンドの数が 1である群
に特化した擬等長不変量であるといえる．擬等長同型の定義等については，例えば本講究録内の松家拓稔氏
の原税を参照していただきたい．
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図 1: （ラベル付き）二分木の組

イリーグラフ Fに対し，あるが E(0, 1)が存在して，fがはf6と同値である [8,Proposition 
2.1]．有限生成群Gから定まるある divergencefunctionが線形写像と同値であるとき， G

はlineardivergenceをもつという．

有限生成群がlineardivergenceをもつという性質に対して，次のような幾何学的な性質

が対応することが知られている．

Theorem 1.1 ([7, Lemma 3.17]) Gを有限生成群とする．このとき，以下は同値である．

1. Gのどの asymptoticconeもcutpointをもたない

2. Gがlineardivergenceをもつ．

2 Thompson's groups and higher-dimensional Thomp-

son's groups 

Thompson群F,T,Vとは， RichardThompsonによって 1965年に定義された3つの有

限表示群である．それらのもつ摩詞不思議な性質から， Thompson-likeな群3が多数構成さ

れてきた．本稿では紙面の都合上， F,T,VとnVと呼ばれる群のみを定義する．これらの

群についての詳細は，例えば [1,6,11]等を参照していただきたい

図1のような辺と菓がラベル付けられた根付き二分木の組を考える．根から各菓まで

の辺のラベルを順に読むことで，左側の二分木から，カントール空間t= {O, 1ドの分割
{oo(I〈Et} U {01(I (E t} U {1(I (E t}が得られる．同様に考えることで，右側の二

分木からは， C＝ {0(| <€ C}U{10(| <€ C}u{11< | (€ C}という分割が得られる．そ
れぞれの葉に Cの部分集合が対応していることに注意すると，“同じラベルが付いた葉を

対応させる”ことで， Cからそれ自身への写像fが次のように定まる．

f(〈） ＝ ｛ ：:n [：二悶闘
11n (＜ ＝ 10n) 

一般に，葉の数が等しい二分木の組（葉の数をmとする）と対称群Smの元が与えられ

ると，上と同様の方法でC上の写像が得られる．これらの写像は全て C上の同相写像であ

り，このような写像全体からなる集合は，写像の合成に関して Cの同相群の部分群をなす．

3本稿では， Thompson群に似ていると筆者が思っている群のことを総じてThompson-likeな群と呼ぶ．
Thompson-likeな群を厳密に定義しようという研究の流れもある．
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図2:二分木の組の “1次元化”

団 □
図3：正方形の分割の組

この群を， Thompson群Vという．対称群の元を，巡回置換のみに制限することで得られ

るVの部分群をThompson群Tといい，恒等写像のみに制限することで得られる Tの部

分群をThompson群Fという．いずれも有限表示群であり，特にV,Tは単純で有限表示

可能な無限群の初めての例であることが知られている． Fは単純群ではないが，その交換

子部分群は単純群である．

次に， Vの各元を「ひとつの」カントール集合C上の同相写像だとみなし，その“高次

元化”，すなわち C上の写像を考える．簡単のため， n=2の場合の定義を説明する．二分

木における各分岐と，閉区間[O,1]を半分に分割していくこととを対応させれば，図1は図

2のような “1次元’'の情報の組とみなせる．正確には，まず2分木の頂点に閉区間 [O,1]を

対応させ，分岐する毎に親の頂点に対応する区間を 2等分し，左側の子には左側の区間を，

右側の区間には右側の区間を対応させる操作を行うことで，帰納的に葉に対応する区間の

分割が得られるそこで， CXCからそれ自身への写像gを，図3のような正方形[O,1ドの

分割の組と置換に対し，次のように定める．

g（し，句＝｛ ［闊；1：2；2）悶：悶：）かつく2=0T/2) 
(Olr,1, T/2) ((1 = 1 T/1かつ(2= lr,2) 

すなわち，［0,1]2がC2を表しているとみなし，“縦’に分割するときには 1次元のときと同

様の分割をひとつめのCに対して行い，“横’に分割するときには 1次元のときと同様の分

割をふたつめの Cに対して行うそうして得られたむのふたつの分割に対し，“同じラベ

ルが付いた長方形”を対応させることで， C2上の写像が定まる．

一般に，長方形の数が等しい正方形の分割の組（長方形の個数をmとする）と対称群

品の元が与えられると，上と同様の方法でむ上の写像が得られるこれらの写像は全て

む上の同相写像であり，このような写像全体からなる集合は，写像の合成に関してどの同

相群の部分群をなす．この群を， 2次元Thompson群2Vという．さらに，［0,1『に対して

同様に定めることで，心の同相群の部分群が得られるこの群を， n次元Thompson群

nVという．定義から明らかに， lV=Vが成り立つ．

Vの場合と同様に， nVは有限表示単純群であるまた， n=mであることと nV竺 mV

であることは必要十分であることが知られている4.

4筆者の知る限り， ni= mであるときに nVとmVが擬等長同型かどうかは現在でも未解決問題である．
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3 Metric properties 

有限生成群Gがlineardivergence functionをもつことを示すためには，語距離がnの任

意の元gに対し，以下の条件を満たす道wを構成すればよい．

1. wは， gと， nのみに依存して定まる元を結ぶ

2.ある (nに依存しない）定数Cが存在し， wの長さはCn+Cで上から評価できる．

3.ある (nに依存しない）定数8E (0, 1)が存在し， w上の各点と単位元の距離（すな

わち各点の語長）は加より大きい

条件1,2は，うまく道が構成できた際には比較的容易に証明できるが，条件3は難しい場合

が多いなぜなら，語長が6nより大きいことを示すためには，生成集合上のどのような語

を用いてもその長さが初より大きいことを示さないといけないからである．この事情に

より，一般の有限生成群のdivergencefunctionを計算するのは非常に難しいが， Thompson

群の場合にはこの問題をある程度回避することができる． Vの元gに対し，その元を実現

する二分木の組の中で葉の数が最小なものをとり，その葉の数を N(g)と表す見このとき

次が知られている．

Theorem 3.1 ([2, 5]）ある定数C2". 1が存在し，次が成り立つ．

1. g E Fに対し， N(g)/CS l9IF S CN(g). 

2. g ETに対し， N(g)/CS l9lrさCN(g).

3. g EVに対し， N(g)/CS l9lv S CN(g) log N(g). 

ただし，各群の生成集合は適当にひとつとり固定しておく．

一般のVの元については，どのような Cをとっても上から CN(g)では評価できないこ

とが知られているまた，生成集合を取り替えた際の語長は元の語長の定数倍で上下から

評価できるため，上の主張は生成集合の取り方によらない．従ってこの定理により，語長

を計算する代わりに葉の数を数えればよいことになり，条件3は比較的容易に確かめるこ

とができる．

nVの場合も，語長を幾何学的に評価することができる． nVの元gに対し，その元を実

現する [O,l]nの分割の組のうち，分割されたn次元直方体 (n= 2のときは長方形）の数

が最小のものをとる．このとき，各n次元直方体はいくつかの “2等分”を組み合わせるこ

とで得られるが，その “2等分’'の数の最大値をL(g)と置くり例えば，図3の左右の aとラ

ベル付けられた長方形は 1回の “2等分’'で得られ，残りの長方形は全て 2回の “2等分’'で

得られるため，この元gから定まる L(g)は2である．

5本稿では説明しないが，このような二分木の組は各元に対し一意的に定まることが知られており，その
最小な組を見つけるアルゴリズムも存在している．従って，この値の計算は容易である．
6本稿では説明しないが， Thompson群とは異なり，このような分割の組は一意的に定まらない．また，最

小な分割の組を見つけるアルゴリズムも知られておらず，この値を計算するのは困難である．そのため [11]
では，［3］で開発された各元を一意的に表す方法を用いて， L(g)に比べると容易に計算できる値を導入し，そ
の値によって語長が下から評価できることを証明している．



55

Theorem 3.2 ([4])ある定数Cが存在し， gEnVに対し，

L(g) 
:S l9lnv C 

が成り立つ．

4 Divergence functions of Thompson-like groups 

Golan-Sapirは，前節で紹介した語距離の評価を用いて， Thompson群のdivergencefunc-

tionを計算した

Theorem 4.1 ([9]) F, T, Vはいずれも lineardivergenceをもっ．

次が本稿における主定理である．

Theorem 4.2 ([11]) nVはlineardivergenceをもつ．

証明は組合せ論的に与えられるため，詳細は説明しないが，そのあらすじは前節で説明し

たとおりである．ここではnVにおける，条件 1,2を満たす道の構成方法を概説する以

下の説明で出てくる生成集合上の語wぃ叫，W叶ま，論文［11]における凸，吟，W3とは異なる

ものを表しているので注意されたい

語距離がnである元gを取る．まず， gw1の台7が“非常に小さく”なるような W1で，長

さが高々nの定数倍であるものを見つけるおおよそのアイデアは， gが表す分割内のn次

元直方体のひとつを十分に細かく細分してから，そのn次元直方体以外の全ての部分を恒

等写像にしてしまう，というものである．次に，以下の条件を満たすように叩を定める：

四はnのみによって定まり，長さが高々nの定数倍である語で，さらに四の台はgw1の

台と共通部分をもたない．これは， gw1の台が“とても小さい”ことにより可能である．台

に関する仮定により，四と g町は可換であることに注意する最後に四を (g叫）ー1を表

す最短の語と定める． W1の構成により， W3の長さも高々nの定数倍である．このとき， nV

の元として以下が成り立つ．

9叫W2叫＝叩(g凹）（gw1戸＝ W2.

叩がnのみによって定まる語であったので， W ＝叫W炒 3とすれば，条件1が満たされる

ことが確認できる．

最後に，その他のThompson-lileな群のdivergencefunctionに関する結果を紹介する．そ

れぞれの群の詳細な定義等については，引用している論文を参照していただきたい

カントール空間lt= {O, 1ドを n進カントール空間{O,1,..., n -1ドに一般化すること
で， Thompson群の一般化F(n),T(n), V(n)を定義することができる．これらの群に対し

て，以下が成り立つ．

Theorem 4.3 ([13]) F(n), T(n), V(n)はいずれも lineardivergenceをもつ．

7ここでいう台とは， gw1(x)f= xを満たす元XE~n 全体からなる集合のことである．
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Vの各元は2分木の組と対称群の元の3つの情報から定まるのであった対称群の部分

を組紐群に置き換えることで，より複雑な群BVが定義される．この群に対して，以下が

成り立つ．

Theorem 4.4 ([10], cf. [14]) EVはlineardivergenceをもつ．

Thompson群Fは，その従順性が未解決である．そこで， Fと比較的振る舞いが似た非

従順群として， Lodha-Moore群G。が定義された． G。も Cの同相群の部分群として実現さ

れる．この群に対して，以下が成り立つ．

Theorem 4.5 ([12]) G。は lineardivergenceをもつ．

以上のように， Thompson群の様々な一般化に対して，そのdivergencefunctionが計算さ

れてきた上記のような一般化を組合せて得られる他の群たちも，同様にlineardivergence 

をもつことが期待される．一方，そのような幾何学的な実現を持たない群，例えばKim-

Koberda-Lodhaによる chain群などの divergencefunctionは，非自明な未解決問題のひと

つとして挙げられるだろう．
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