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Relations between iterated log-sine integrals, multiple zeta values 
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Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

概要

本稿では反復 log—sine 積分と多重ゼータ値，多重ポリログの間の関係式を紹介する．特に，反復 log-sine

積分を多重ポリログと多重ゼータ値を使って書く定理を紹介し，その証明の概略を述べる．この定理により

反復log-sine積分の数値計算が可能となる．そこで，数値実験の結果をもとに様々な空間の某底に関する予

想を与える本稿は [7]と[8]の要約である．

1 導入

反復log-sine積分とは [7]で導入した次の稜分である．

定義 1(反復log-sine積分）. er E艮と k= (k1, ... , kn) E Nn, I= (h, ... , Zn) E (Z::,o)れに対し，

叫）＝（一ir「「J゚2 rr 。~u (tog 2sin合）知一l-lud01'・'d0n 
0 0 u=l 

n=lのとき，つまり Lsい((;)は (generalized)log-sine積分と呼ばれている．反復log-sine積分はすべての

uE{l, ... ,n}に対し， k,,-1-l,, 2': 0を満たすとき任意の(;E賊に対し絶対収束する．

[7]と[8]では反復log-sine積分と多重ゼータ値，多重ポリログとの間の関係についての議論を行った．ここ

で，多重ゼータ値とはk= (k1, ... , k砂EN凡似>1に対し

((k) = L 
O<m1<…<mn m↑'・・・mか

で定義される値であり，多重ポリログはk= (k1, ... , kn) E Nnに対し

Lik(z) = 

で定義される関数である．

ffin L z 
叫 ・・・mかk1 

O<m1 <・・・<mn 

本稿は [7]と[8]で得られた反復log-sine積分と多重ゼータ値，多重ポリログの間の関係についてをまとめる

ことを目的とする．第2章ではまず [7]で得られた多重ゼータ値を反復log-sine積分で書く方法を紹介する．こ

のことから，反復log-sine積分の間の関係式は多重ゼータ値の間の関係式を得ることに応用できるため，反復

log-sine積分の間の関係式をなるべく多く見つけることが課題となるしかし，反復log-sine積分は反復積分で

定義されているため数値計算が困難である．そこで，第3章では [8]で得られた反復log-sine積分を多重ゼータ

値と多重ポリログ使って苔く定理を紹介し，その証明の概略を述べる．この定理によって反復log-sine積分の

数値計算が可能となる第4章ではこの数値実験により予想される多重ゼータ値や多重ポリログ，反復log-sine

積分が張る空間の墓底に関しての予想を述べる．
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2 反復 log-sine積分と多重ゼータ値，多重ポリログとの関係につて

インデックス k= (k1, ... , kn)に対し lkl:=柘＋・・・十心を Kの重さと呼び， d(k):= nをKの深さと呼ぶ．

また， k_= (k1, ... ,kn-1)と定義する.0を重さ 0,深さ 0のインデックスとし，く(0)= Li0(z) = Lsば(a)=1 

とする.k=(k1, ... ,kn)ENn,kn>lを

k = ({1}正 1,b1+ 1,{1}四ー1,b2+ 1, ... ,{l}a"-1, 似+1) (a;,b; EN) 

の形で書いたとき，双対インデックス k*を

k*=({l}加ー1,ah + 1, ... , {1}妬ー1,a2+ l,{l}b1-1,a1 + 1) 

で定義するまた， k(O)=k, 

砂＝｛麿： ：~=〗似ー 1) :: :: : :: 
¢if  n = 1, kn = 1 

と定義し， n2: 2に対しては帰納的に Kい） = (kCn-1))(1)と定義するこのとき，次の多重ゼータ値と多重ポリ

ログの関係が知られている．

定理 1(Borwein-Broadhurst-Kamnitzer [1, theorem 4.4]). k = (k1, ... , kn) EN叫kn>1に対し，

lkl 

く(k)=区 Lik<=J(e 吾 i)Li(k•)(lkl-m)(eが）
m=O 

が成り立つ．

(1) 

この定理により多重ゼータ値は多重ポリログの e"i/3での値で書かれることがわかるが，この多重ポリログ

のe"i/3での値は次の定理によって反復log-sine積分の可3での値で書かれる．

定理 2(U. [7]). k = (kい...,k砂E14nに対し

n (A(0u+l) -A(0,_.) -i0u+l十りku-1 
恥（ふ）= in J II 2 2 d0,_. 

0<0,<…＜似<0n+i=iu=l (ku -1)! 
(2) 

が成り立つ．ただし， A(0)= logl2sin(0/2)である．

したがって， (1)に(2)を代入することで多童ゼータ値が反復log-sine積分を使って書かれることがわかる

が，これは次に説明する反復log-sine積分に関する：：：：：つの性質によって，より精密化することができる．

一つ目の命題はシャッフル積とよばれ，定義の積分範囲を分割することにより証明される．

命題 1(U. [7, Proposition 1]). Lsi『,,・, ど(a)とLsil:二’・・．，＇はご (a)が絶対収束するとき

Ls~1,','.".".-,'. ビ(a)·Ls~1:::,'.".".",'k:ご(a)= 区 Ls亡閏，,_・_・_・_t;:::::;)(a) 
TE'5n,m 

が成り立つ．ここで6n,mは

釘 m= { T E 6n+m I T―1(1) <• • • < T―1(n), T―1(n + 1) <• • • < T―1(n+m)} 

で定義されるただし 6n+mはn+m次の対称群である．
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この命題により反復log-sine積分の aでの値の積は反復log-sine積分の aでの値の和で表されることがわ

かる．

二つ目の命題は朽ー 1-li = 0となる jが存在するとき化に閲して積分することで得られる．

命題 2(U. [7, Proposition 2]). インデックスの組k=(k1,---,kn)とl= (Zi, ... ,Zn)に対し，

ki+ = (k1, ... , kj-1, 柘十 kj+l,kj+2, ... , k叫

ki-= (k1, ... , kj-2, kj-1 + kj, kj+1, ... , k砂
Ii+= (h, ... , lj-1, 柘+li+i, li+2, ... , Zn) 

lj-= (/i, ... , lj-2, lj-1 + k1, lj+l, ... , Zn) 

(jE{l, ... ,n-1}), 

(j E {2, ... ,n}), 

(jE{l, ... ,n-1}), 

(jE{2, ... ,n}) 

と定義する.j E {l, ... ,n}に対し Lsl(a)が絶対収束し， k1―1-li = 0を満たすとき
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if n = 1,j = l, 

ifn2':2,j=l, 

if n 2': 2, 1 < j < n, 

if n 2': 2,j = n 

が成り立つ．

この命題を繰り返し用いることで，任意のjE{l,... ,n}に対し朽ー 1-li::> 0を満たす反復log-sine積分

Ls且(O')は
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のQ線形結合で書けることがわかる．

以上のことから， (1)に(2)を代入し，命題 1と命題2を使うことで重さ Kの任意の多重ゼータ値は

m ::>: 0,n ::>: 0 

払 +mLs灼どG)k. e 2, ,, "','.; :~: t':,.'. ~: {1, ... ,n})} 
のIQ)(i)線形結合で書かれることがわかる．この表示は命題 1と命題 2の適応の順序によらないことに注意し

ておく．また，多重ゼータ値や反復log-sine積分は実数であるので，多重ゼータ値をこの方法で MkのIQ)(i)線

形結合で書いた後，その実部を取ることによって次のことがわかる．

定理 3.雷さ Kの任意の多雷ゼータ値く(k)はMkのQ線形結合で書かれる．

一方で虚部を取ることによって， Mkの間の Q線形関係式が得られるこれにより得られた反復log-sine積

分の間の関係式を定理3の表示に適応することで多軍ゼータ値の間の関係式を得ることができる．この方法に

よりどのような多雷ゼータ値の間の関係式が得られるかについては [7]を参照していただきたい．

多重ゼータ値と反復log-sine積分の間にはこのような関係があるため，反復log-sine積分の間の関係式を見

つけることが課題となる．そのため，反復log-sine積分の数値計算を行いたいが，定義を用いて数値計算する

ことは困難であため反復log-sine積分の別の表示が必要となる．そこで，次の章では反復log-sine積分を多重

ゼータ値と多重ポリログを使って表す定理を紹介する．
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3 反復 log-sine積分の評価について

3.1 定理の主張

ここでは反復log-sine積分を多重ゼータ値と多重ポリログを使って書く定理を紹介する．

インデックス k= (k1, ... , 似）と l= (li, ... ,ln)に対し， k+l= (k1+li, ... ,kn+ln), k-1 = 

(k1-li, ... ,kn-ln)と定義し， In= (1, ... , 1)とする．このとき次が成り立つ．
'--.,--' 

定理 4(U. [8]). a E [O, 2吋， k= (kぃ...,kn) E即， 1= (/i, ... ,ln) E (厄atとする．すべての uE 

{1, ... ,n}に対し ku-1-lu 2: 0を満たすとき

叫） = illl+n(-l)lkl+n 区~~;戸~l:I (k -ln -1)心 (a) (3) 

p+q+r=k-ln -I 
p,q,r 

が成り立つ． ここで，和は p+ q + r = k -In -lを満たすべての P= (P1, ... ,Pn) E (Z;:,ot, q = 

(qi, ... ,qn) E (Z;:,ot, r = (八，...,rn) E (Z;:,o戸をわたる．また

(k -ln -1) = fr (ku -l -lu)! 
p,q,r 

u=l Pu・qu.ru. 

である．

閲数Fの定義は後で行うが， Fはびの幕と多重ゼータ値と多重ポリログのe"'での値の積の IQ(i)線形結合
で書かれる関数である．多重ゼータ値や多重ポリログは数値計算が可能であるため (3)により反復log-sine積

分の数値計算が可能となるまた， KalmykovとSheplyakovは[5]において (generalized)log-sine積分に対

してこれとは別の数値計算のアルゴリズムを与えていることを補足しておく．

多重Clausen閑数Clkに）と多重Glaisher関数Glk(O")は次のように多重ポリログの eiびでの値の実部と虚

部で定義される．

)
、
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if lkl : even, 

if lkl : odd, 

if lkl : even, 

if lkl : odd. 

そして， Clk(1r/3)を多重Clausen値と呼び， Glk(1r/3)を多重Glaisher値と呼ぶしたがって， (3)の実部を比

べることで， (3)は反復log-sine積分を多重ゼータ値や多重 Clausen関数，多重Glaisher関数を使って書いた

式であるとみなすことがでる．また， (3)の虚部は多重ゼータ値や多重Clausen関数，多重 Glaisher関数の関

係式であるとみなすことができる．

次の 3.2節で関数Fの定義を行った後， 3.3節で定理4証明の概要を述べる．

3.2 関数Fの定義

ここでは定理 4に登場する関数 Fの定義を述べるが，そのためにいくつかの記号を導入する.q, r, j E 

(Z:2:orとする．このとき，有理数Bqを漸化式

Bq = Bq_, B0 = l 
lql+n 
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によって定義し，有理数Clを漸化式

(lql -lj-I)! 
C~= (-l)jn C~ —::_, C$ = 1 

(qi -ljl)! 

によって定義するまた 2変数非可換多項式環.lj= IQ〈e0,eりとし， .l)0= IQ+ e1.l)eo, .l)1 = IQ+ e心とする．

そして」うの元wfを漸化式
吋=(wf_:-we忙 ）e6+in, w~= 1 

によって定める． ここで， r12': 1のとき wJE JJ0となることに注意しておく． そして Q線形写像
L(・;z): が→ Cを

L(e1eが―1,.·e1e~n—1;z) = Li柘，...,kn (z) 

によって定める．さらに， jとqが

J1 <:'. q1 

j1 + h <:: q1 + q2 

Jl +必＋・・・十jn:::; qi + qz +・ ・ ・+ qn 

を満たすときj:< qと書く．また， 0:< 0とする．
インデックスの組q,rE (Z::,o)叫に対し，

r = (r',r") = (0, ・ ・ ・,O,r『，．．．，心） E (Z;,o)n'+n", (r~# 0), 
ヽ
n' 

q= (q',q") = (q~, ... ,q信q{,... ,q~,,) E凶 ain'+n"

とおく．このとき， q~,, = qれ, r~,, = rn, n = n'+ n"であることに注意する．さらに， <i= (lq'+ n'+ 

q{, qi, ... , q~,,) とおく，ただし， q" = 0のとき q=0とする例えばq= (1, 1, 1, 1), r = (0, 0, 1, 2)のとき

q'= (1, 1), q" = (1, 1), r'= (0, 0), r" = (1, 2)であり， q= (5, 1)である．

このとき関数Fの定義に必要な関数fはび E[O, 271"], q E (Z20)叫rE (Z20戸に対し

兵(er)=Bq'区得(icr)lql+n'-UIL(w(;ei") 
jj可

で定義される．ここで，和はj:::sqを満たすすべてのj= (j1, ... ,j記） E (Z::,ot"を渡る．そして関数Fは関

数fを使って次のように定義される．

定義 2.a E [O, 21r], q E (Z::,o)叫rE (Z::, 叩に対し

亭）＝喜il〗iF,(-l)'-'(且は(OJ)(iぷ(")-fは(OJ)

この和は qとrの分割すべてを渡る和である例えば

熔：，，；：，，qげ(a)= fc~ 胃 (O)fc~:i(0) (t心げ(a)-Ji悶(0))
-1t::;:J (0) (t心；:J(a)-tr;;J(o)) -fc~:J(o) (tん；：:;:J(a) -fc~::;:J(o)) 
+ (t□ r2,r3¥a) _ /r1,r2心）(0) . 
(q,,q2,q3) (q,,q2部））
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また， Fば(u)= 1であるとする．この定義から関数Fはワの幕と多重ゼータ値と多重ポリログのが＂での値の

積の IQ)(i)線形結合で吾かれる関数であることがわかる

3.3 証明の概要

ここでは定理4の証明の概要を述べる．証明のために次の式を使う．

恥 (e'0)= -log 2sin--i 
0 0-1r 

2 2 
(0 < 0 < 27r). 

この公式は 2sin(0/2)= (ei6/2 -e→ 0/2)/iとLii(e叫＝―log(l-ei6)により容易に証明される．この式を
反復log-sine積分の定義に代入すると

Ls~(a) = (ーl)lkl-111J IT。か（恥(ei0u)+i0u 汀 ku-1-lu 
0<0,<…く似<uu=l 

了―万） d0u 

= illl+n(-l)lkl+n J IT晒）lu 区 (ku-1-lu)! 

0<01<…＜似<uu=l 四 +qu+ru=ku-1-lu 心！叫

X (―信）Pu u~ru (Lii (ei0u) f u d0u 

= illl+n(-l)lkl+n p+q+; 苫-ln-1~~~~l:I 国 (k;~q~!~~り）
X J Ili(i0u)伽 +lu(Liiい））Tu d0u 
0<01<…く似<uu=l 

となる．実はこの時点で，部分積分と多重ポリログの禁本的な性質により，最後の積分は多重ゼータ値と多重ポ

リログを使って書けることがわかるしかし，計算機で計算することがモチベーションであったため，より明示

的な表示を得る必要がある．そこで， aE [O, 21r]とq=(q1, ... ,qn) E (Zミo)叫r= (r1, ... , 在） E (Z2otに

対し

6 似 02 n 

ILi如） = 11・・・1且i(i0u)qu(Li1(ei0u)fu d01・ ・-d0n 
＝「i(叫）qn (Lii(ei0n)fn ILi~ 一 (0n)d0n, 

ただし IL翡(a)=1と定義し， IL図(a)の計算を行う．そして， IL悶(a)=悶(a)となることを証明することで
定理4を証明する．

閲数fと関数Fは定義を実際に微分することで次の式を満たすことがわかる．

羞心(a)=i(ia)qn (Lii(e"')fn応 (a),
喜ば(a)=i(ia)qn (Lh(ei"))在埒(a).

そして，

ILi如）=!  びi(iい (Lh(e'゚n)f n ILi~-:_ (0n) d0n 

であることから，深さに関しての帰納法により IL図(a)=F~ に）を示すことができるこのようにして定理4

が証明される．
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4 予想について

定理 4により反復log-sine積分が多重ゼータ値や多重ポリログを用いて表されることがわかる．これによ

り反復log-sine積分の数値計算が可能となる．ここでは数値実験をもとにしてたてられた多重ゼータ値，多重

Clausen値，多重Glaisher値，反復log-sine積分に関しての予想を述べる．なお，多重ゼータ値や多重ポリログ

の数値計算には九州大学の広瀬稔氏からいただいたプログラム用いており，線形関係式の有無はPARI/GPの

lindepを使って検証している．

これからいくつかの予想を述べるが，そこで重要な役割を果たすのは反復log-sine積分の一種である次の積

分である．

定義 3(Shifted log-sine 租分）．び€ 艮， k= (k1, ... , kn) E (Z22rに対し，

u 0れ

SLs(k;u) = 11 ... l2 IT仇ーu)知 2log 2sin享幽 d0n
u=l 

Shifted log-sine積分は n:=1(仇ーび）ku-2の部分を展開することで反復log-sine積分を使って書かれるこ

とがわかる．また， Shiftedlog-sine積分はシャッフル積

SLs(k1, ... , kn; u)・SLs(kn+l, ... , kn+mi u) 

＝区 SLs(kT(l),... , kT(n+m)i u) 
TE6n,m 

を満たすことに注意する.Shifted log-sine積分の特に 1r/3での値が重要となるので1r/3を省略し， SLs(k):= 

SLs(k; 1r /3)とする最初の予想は Shiftedlog-sine積分に閲する次の予想である．

予想 1.実数の族｛がnSLs(kい..., kn) I m 2 0, n 2 0, ki 2 2}はQ線形独立である．

この予想に関して， m+k1+・・・ 十 kれ:<::8を満たす値の間にはQ線形関係式がないことが数値実験により

確かめることができている．

次に多重ゼータ値に関する予想についてを述べる．盆を重さ Kのすべての多重ゼータ値で張られる Qベク

トル空間とし，

s;,, ~{戸 SLs(k, 似）'"',;,f i: ~};F 0~k,} 

とするこのとき次が予想される．

予想 2.重さ k深さ dの多重ゼータ値は S£,dのQ線形結合で書かれる．

予想 3.Slc,kは広の基底である．

dkをd。=1, d1 = 0, d2 = 1, dk = dk-2 + dk-3 (k 2 3)で定義される数列とすると， Zagier[9]により
Zkの次元は dkであると予想されている.S£,kの元の個数は dkであるので，予想 3が正しいとすると Zagier

予想も正しいことがわかるまた， Hoffman[4]は

Hk = { ((k1, ... , kn) I k1 +・ ・ ・+ kn = k, ki E {2, 3}} 

がZkの基底になると予想した．当然Hkの元の個数はdkに等しい．また，この予想に関して Brown[2]はHk

がゑを生成することを証明している予想 3はこの Hoffmanの予想の類似とみなすことができるが， S£_kと
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凡は異なる性質を持っている・Hk1の元と Hk2の元の積がH柘十k2のQ線形結合で書かれることは Brown

[2]の結果から従うはずであるが，それを多重ゼータ値のシャッフル積や調和稜からは確かめることができない．

例えば二つのく(2)E H2の積は

く(2)・((2)= {攻(2,2)+く(4) （調和積），

2((2,2) + 4く(1,3) （シャッフル積）

であるがく(4)¢H4,((1,3)¢H4 である．一方で， S~1,d1 の元と S~2,d2 の元の積はシャッフル積により

s~,+k砂+d2 の Q 線形結合で書かれることが確かめられる．例えば SLs(3) E s~,1 と SLs(5) E s~,1 の積は

SLs(3)・SLs(5) = SLs(3, 5) + SLs(5, 3) 

となり， SLs(3,5), SLs(5, 3) E S~,2 である．この意味で予想 3 が正しければ Sい， K は（シャッフル積で）閉じた

基底であるといえる

予想2と予想3は重さ 13まで数値実験により確かめることができている．また，リーマンゼータ値く(k)が

8t1のQ線形結合で書かれることはオイラーの公式

く(2n)= (-1) 
n+l犀 (27r)加
2(2n)! 

と

(-l)k li (0―;) 2k+l log (2sin ;) d0 = -~(2k + 1)!(1-2―2k-2)(1 _ 3―2k-2)((2k + 3) 

+ (2k + 1)! 区(-1im(-7r 2mく(2k+3-2m)) (2m)! , (k E互o)
m=O 

3 

(Choi-Cho-Srivistava [3, (4.14)]やLewin[6, (7.160)])を参照）により確かめることができるまた，リーマ

ンゼータ値く(k)が8t1のQ線形結合で書かれることと Sん，dが稜で閉じることから他にもいくつかの多重

ゼータ値がStdのQ線形結合で書かれることを示すことができる．

次に多重Clausen値，多重Glaisher値に関しての予想を述べる.Ckを重さ Kの多重Clausen値で張られる

Qベクトル空間とし，また gkを重さ Kの多甫Glaisher値で張られる Qベクトル空間とするまた，

S£,, ~{ ,"'SLs(k, ぬ） m/~,; o'.~::~a>''}
8Z,, -{臼SLs(k, 似） ": ::  ~i·~=;'~~~'} 

と定義するこのとき，次が予想される．

予想 4.

(i)頂さ k深さ dの多重Clausen値はsk,dのQ線形結合で書かれる．

(ii)重さ k深さ dの多重Glaisher値は汎，dのQ線形結合で書かれる．

予想 5.

(i) sk,kはCkの基底である．

(ii)汎，KはQkの墓底である．
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つまり，予想 5と予想 1が正しければsk,ku sk,kがCk+Qkの基底となる．

CkとYkの次元はそれぞれ I(k)とR(k)であると Borwein-Broadhurst-Kamnitzer[1]で予想されている．

ここで I(k)とR(k)は

I(O) = I(l) = 0, R(O) = R(l) = 1, 

I(k) = I(k -1) + R(k -2) (k 2 2), 

R(k) = R(k -1) + I(k -2) (k 2 2) 

で定義される数列である．ここで， W(k):= I(k) +R(k)はk+l番目のフィボナッチ数Fk+lに等しいことに

注意しておく• sk,kとSk,kの元の個数はそれぞれI(k)とR(k)に等しいことがわかるので予想 5が正しけれ

ばBorwein-Broadhurst-Kamnitzer予想も正しいことがわかる．

予想4と予想 5は璽さ 9まで数値実験により確かめることができているまた，深さ 1の多重 Clausen値

と多電 Glaisher値はそれぞれ sk,1とsz,1のQ線形結合で書かれることを示すことができる．（詳細は [8]を

参照）

最後に反復log-sine積分に関する予想を述べる.qを重さ，すなわち困がKでlk-1れ -IIが奇数の反復
log-sine 積分の 1r/3 での値で張られる Q ベクトル空間とし， q を重さ K で lk-ln —川が偶数の反復 log-sine

積分の 1r/3での値で張られる Qベクトル空間とするただし， L叫(1r/3)はlk-ln -IIが偶数であるとみな
す．また,lk-ln -IIはA(0):= logl2sin(0/2)1の幕の総和と等しいことに注意するまた，ら：=£,;+£,; 
とする．すると次のことが予想される．

予想 6.

(i)重さがKでd:= lk-ln -lが奇数の反復log-sine積分の 7r/3での値は sk,dのQ線形結合で書かれる．

(ii)重さがKでd:= lk-ln -Iが偶数の反復log-sine積分の 7r/3での値は sk,dのQ線形結合で書かれる．

予想 7.

(i) Sk,kは供の基底である．

(ii) Sk,kは店の基底である．

予想 7が正しければdim£,;=I(k), dim£%= R(k)が成り立つ．予想 7に加えて予想 1も正しければ

ら =W(k)が成り立つ．

位と店の次元の自明な評価については次のことが分かっている.qの生成元，つまり重さが Kで
k-ln -IIが奇数の反復 log-sine積分の個数は (F2k-Fk)/2個であり， qの生成元，つまり重さが Kで
k-1れ -IIが偶数の反復log-sine積分の個数は k=Oのとき 1個， k2 1のとき (F2k+ Fk)/2個である．つ
まり k2 1のとき dim£,;::;(F2kー凡）/2, dim店：：：： (F2k + Ji'. 砂/2,dim£,k::; 厄kである．しかし，この評価

は自明な関係式（命題2)により改善することができる.M[をMkの元で lk-ln -IIが奇数のものとし， MZ
をMkの元で lk-ln -IIが偶数のものとする．このとき，命題2により£,;= span<Q(Mg), £,; = spanl.!(MZ) 
であることが証明できる.M[の元の個数は k= 0, 1のとき 0個， k2 2のとき 2k-2個であり， MZの元の

個数は k= 0, 1のとき 1個， k2 2のとき 2k-2個であるしたがって，自明な評価として k= 0, 1のとき

dim£,;= 0, dim£%= 1, dim£,k = 1, k 2 2のとき dim位：：：： 2k-2, dim£,; ::; 2k-2, dimら：：：： 2k-lが得ら

れる．

予想6は予想 2と予想4を仮定すれば定理4により示すことができるしたがって，予想 6は間接的に重さ

9まで数値実験により確かめることができている．
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