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概要

この論文性,私の修士論文 "EitoshiAsakawa.:Studyoftheantifer-

romagneticⅡeisenbergmodelonthekngomilattice,MasterThesis,
Univ･ofToky.o(1994)"の内容を中心に,物性研究 に掲載する原稿とし
て,邦文に書き下ろしたものである｡修士論文の一部分は,他の雑誌に掲

載済み【1,2】(PhysicaA198(1993)210,PhysicaA687(1994)687)で
ある｡そこで,雑誌にはまだ未発表の部分と,それに関連する修士論文提

出後 (1994年 2月- 3月)の研究成果とをここにまとめることにした｡
なB,修士論文の概要は,ここには掲載しない部分も含めて本稿の 1.3節

に示す｡

こIこで,この論文の構成を述べておく.第 1節性introductionとし
て,まず篭目格子上の反強磁性ノ､イゼソベルグモデルの特徴とその問題点

を説明する(1･1節)｡ つぎに,このモデルをめぐる過去の研究を概観す

る(1･2節)｡そわあと,私自身のこのモデルに関する研究の経緯を述べる

(1･3節)｡その内容払 修士論文の概要でもある｡第 2,3,4節が木桶の中
心であり,私自身の研究結果である.篭目格子上の反強滋性ノ､イゼソベル

グモデルの性質を,スピン波理論を用いて考察した結果を中心に説明する｡

ここで議論する方法は,この系と同様な性質をもつ,他の反強磁性ハイゼ

ンベルグモデルやハバードモデルの性質を考察する上でも,有用であると

考えている.第 5節では,第2,3,4節の結果の考察をしてまとめとする.
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Kagome格子上の反強磁性ハイゼ～I(_)ヒデモデルの研究

1 はじめに

1.1 篭目格子上の反強磁性ハイゼンベルグモデル

近年,低次元のスピン系及び電子系の研究は,非常に活発に行なわれている｡そ

の理由の一つとしては,二次元のハイゼソベルグモデルやノ､バードモデルの研究が,

高湿超伝導のメカニズムの解明に重要であると考えられるからであろう｡しかしなが

ら,このような具休的な物理現象を度外視しても,低次元のスピン系及び電子系の研

究は,統計物理学的に非常に興味深いと思われる｡二次元の量子スピン系である篭日

格子上の反強位性ハイゼンベルグモデルは,このような非常に興味深い系の一つであ

り,ここ数年の間に非常に多くの研究が行なわれた｡この系のハミル トニアンは,

〟-∑S.･･S,･
(I'.i)

(1･1)

と書ける｡但し,Si~ばサイH におけるスピン演算子であり,スピンの大きさをSと

する｡和は,篭目格子上の最近接サイトの範にわたってとるものとする｡さらに,以

下の.実際の計算で払 常に系の格子点数 (システムサイズ )をN とし,周期的境界
条件をとる■ものとする｡

このモデルに対する関心が高まった理由の一つは,基底状態においても長距離秩

序が現れにくいと期待されるこ,tにあるo実際,以下に列挙する性質を見ても,この

皇子系が絶対零度でも対称性の破れを起こしにくいことが時に示唆される｡

●最近接格子点数が少ない｡

篭目格子の最近接格子点数は 4である｡この値は,系が二次元であることに由来

して,それよりも高次元の系と比べると小さい値であるといえる｡また,同じ二次元

でも,正方格子の場合は4であるが,三角格子の場合は6であるから,この系は二次

元系の中でも最近接格子点数は少ない方である｡ この値が小さいということは,長距

離の相関が現れにくいことを示唆している｡

●フラストレーションがある｡

篭目格子の最小のセルは,三角形である｡また,スピンは反強磁性で結合してい

る｡従って,三角格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルの場合と同様に,この系も

フラストレーションのある系といえる｡フラストレーションの影響は,イジングモデ

ルの歩合と比べると深刻ではないと思われるが,ハイゼンベルグモデルの場合でも,

長距離秩序を弱める寄与をするであろう｡

●対応する古典系の基底状態に連続縮退が存在する｡

篭日格子上の反強磁性古典-イゼンベルグの基底状態は,いわゆる120q構造であ

る｡すなわち,隣り合うスピンのなす角度がすべて 1200 になる構造である｡すべて

のスピンを一斉に回転する自由度を除いても,基底状態の構造は一意的ではない｡こ

れらの基底状態のうち,すべてのスピンが同→平面内に存在する共平面的構造だけで

ち,その個数は少なくない｡共平面的構造の中でも代表的なq=0構造と βヽ × 乃ヽ
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図 1･.q-0構造(左)と1β×ヽβ 構造(右)

述 ` d

図2:q-0構造(左)と1β×1β構造(右)の連続縮退

構造とを図 1に示す｡ これから,両状態の連続縮退について述べる｡図 2において

A副格子を結ぶ波線で囲まれた領域にあるB,C副格子上のスピンに着目する｡それ

らのスピンをそれぞれの位置で,A副格子上のスピンの向きを軸として一斉に回転さ

せるoこのようにして作られる構造もまた, (共平面的ではないが)1200構造,すな
わち基底状態である｡一般に,他の基底状態でもこのような半局所的連続縮退が存在

する｡ ここで払 システムサイズⅣ に対して,高々Ⅳ喜程度の隣り合うスピンから

なる領域を"半局所な領域"と呼ぶことにする｡

つまりこの系で払 絶対零度でも(熱的なゆらぎがなくても･),量子力学的なゆら

ぎによって,反強磁性的な秩序が起こりにくいであろう｡ とりわけ,スピンの大きさ

Sが小さいときには,この量子力学的な効果は大きいと思われる.

こういった状況をふまえて,この系の基底状態や低励起状態のふるまいに大きな

関心が集まり,多くの研究が行なわれてきた.これらの研究において取り組まれてい
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る篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルをめぐる問題点を,もう少し具休的に

列挙してみると,次のようになる｡

･∫-1/2のとき,基底状態に反強磁性的秩序は存在するか｡

●反強磁性的秩序が存在しないとすれば,臨界的か無秩序か｡別の言い方をすれ

ば,低励起の分散関係はどうなっているか｡

●反強磁性的秩序が存在しないとすれば,その他の秩序は存在するか｡

･基底状態や低励起状態のふるまいが,∫の値 (その大きさや,整数か半整数か
ということ等 )に依存するか｡

以上のような間蓮に対して,これまでにどういった研究がなされ,どのような結果が

得られているかを,次の節で簡単にまとめることにする｡

1.2 篭目格子上の反強磁性ハイゼンベルグモデルをめぐる研究の概観

篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルについては,今日にいたるまでさま

ざまな研究がなされている｡ ここでは,それらの研究を簡単に振 り返ってみることに

する｡

この系に関する研究の発端は,1989年の GrewellとBuschによる比熱の測定に

あった【22】｡彼らは,グラファイト上に形成される3Heの層の比熱のふるまいに次の

ような異常があることを発見した｡

●2.5mK付近に鋭いピークが存在する.

●そのピークに対応するエントロピー変化が,期待されていた値 kBln2の約半分

である｡

EIserはこれらの現象を説明するために,篭目格子上のスピンモデルを導入した[3]｡
これは,篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルにフリースピンを付け加えたモ

デルである｡ (フリースビンの位置は六角セルの中央である｡ )EIserはその論文の中

で,(71)-スピンのない )篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルそのものに

ついても考察し,基底状態においても長距離秩序の現れにくい系であることを示唆し

ている｡また,彼は 12サイトのクラスターにおける数値対角化で比熱を求め,それ

がダブルピークをもつことを示した｡この研究以来,現実の物理系 (3Heの層 )の物

性とは切 り放して,篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルそのものについての

研究が始まったといえる｡ 以下では,方法別にこのモデルに関する研究を概観する｡

ロスピン波理論

Zeng-と EIserは線形スピン波理論を用いて,基底状態におけるスタガード磁化

を評価した【4]｡彼らは,篭目格子の各六角セル中央にスピンを一個ずつ用意して,六
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角セル上のスピンと反強滋牲相互作用をするモデルを考えた.これは,三角格子上の

反強解任ハイゼンベルグモデルと,篭目格子上の反強磁性ハイゼンベルグモデルとを

内挿するモデルである｡新たに加えた相互作用の強さを変化させて三角格子上のモデ

ルが篭目格子上のモデルに近づいていくその途中の段階で,スタガード磁化は0にな

る｡このことから彼らは,篭目格子上のこのモデルが長距離秩序をもちにくいのでは

ないかと予想している｡

Ea,rriSらは,q-0構造と1β ×1β 構造とから線形スピン波展開を行った【5].
線形の範囲内では,両方の分散関係が互いに等価であること,その分散関係の中には

フラットモードが現れることを示した.フラットモードとは,任意の波数 kの励起に

対して,励起エネルギru(A)が常に0となるモードのことである.すなわち,U(A)
≡0となるモードのことをいう｡ このフラットモードの存在は,線形スピン波理論に

よってスタガード磁化の量子補正を評価すると,それが発散することを意味している｡

これに対して,Clmbukovは両構造からのスピン波展開において繰 り込みをすれば,

フラットモードがリフトアップすると主張した【7】｡また,このとき, 1万 ×1β 構造
の方が,q-0構造よりもエネルギー的に安定化する可能性も示唆した.しかしなが

ら,彼の繰 り込み計算の詳細は報告されていない｡

□量子モンテカルロ法

ZengとEIserは13サイトまでのデカップル ドセルをもちいたモンテカルロ法に

より,比熱を計算した【4】｡前述の 12サイトの数値対角化法で現れた比熱のダブル
ピークが,熱力学的極限でも残るかを調べるためである｡彼らの結果紘ダブルピーク

が残る可能性を示唆するものであった｡

鈴木-トロツタ-変換を用いたモンテカルロ法による計算結果はまだ報告されてい

ない.しかしながら,この系の低温における不符号問題を解決する努力が行なわれて

いる｡

□有限系の数値対角化 (∫-1/2)
ZengとEIserは21サイトまでのクラスターを用いて,基底状態のエネルギー,

エネルギーギャップ及びスピン相関を評価した[4]｡エネルギーギャップが熱力学的極
限で有限に外挿される傾向があること,スピン相関が距離の指数関数で上から押えら

れることから,彼らは基底状態が磁性的秩序をもたないのではないかと予想している.

その後,LeungとEIserは36サイトまでのクラスターを用いて,これらの値を評価

して同様の結果を得ている[8】｡さらに,Leungらは,スピンバイエルス相関も評価
し,この秩序が存在するとしても,かなり小さいであろうと予想している｡

ChalkerとEastmondは,18サイトまでのクラスターを用いて,ネール,スピ

ンバイエルス,スピンネマティック,カイラルの各相関を評価した[16】｡これらの相
関は,距離の関数として急速に減衰している｡ このことから彼らは,基底状態がハミ

ル トニアンに存在するすべての対称性をもった状態,いわゆるスピンリキッドなので

はないかと考えている｡

数値対角化を近似的に行う方法として,強制振動子法がある｡ この方法で,Fuka-

machiとNishimoriは 18サイトまでのクラスターの比熱を計算した[21].彼らは,
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ダブルピークのうち低温側のものが,熱力学的極限で消えることを示唆する結果を得

た｡しかしながら最近になって,彼らと同程度の大きさのクラスターで (数値的に )

厳密な対角化を行うと,彼らの結果とは微妙に矛盾することが報告されている.

口摂動展開

Singh とHuseは,S-1/2の系で 1β×1β 構造からの摂動展開により,スタ

ダ-ド位化を評価した【610彼らはその論文の中で,三角格子の場合についても計算し
て,両者の場合を比較している.三角格子の場合は,臨界的か,あるいは非常に弱い

秩序のあることが期待されるのに対して,篭目格子の場合は,無秩序なのではないか

と予想している｡

ロ高温展開

Eardsら払 βSまでの高温展開により,帯磁率を評価した【5】.彼らの計算によ

れば,帝位率行列の最大固有値は β8に至ってはじめて波数依存性をもち,その 8次

の最大帯殻率が 1β×1β鹿道に対応していることが示された.
□1/Ⅳ展開

MarstonとZeng【9】,及び Sa･chdevl10]はそれぞれ,このモデルを SU(2)フェ

ルミオン系及び Sp(1)ボブン系に書き換えた.しかる後に,これらを SU(N)及び

Sp(N)に拡張して 1/N展開を行った.二つの異なった方法から得られる結果は一致

していない.SU(N)フェルミオンを用いた展開からは, S-1/2の篭目格子上の反
強磁性ノ､イゼソベルグモデルの基底状態には,磁性的秩序は存在しないが,ダイマー

秩序力塙 在することが予想され七いる.一方,Sp(N)ボブンを用いた展開からは,
篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルの基底状態は,∫が十分大きい場合には

1月 ×1β構造になり,Sが小さい場合にはいかなる秩序も存在しない状態になること

が予想されている｡

ロコヒーレント表示- WKB法

DelftとⅡenlyは二つの相異なる古典的基底状態に着目して,その間の トンネル

確率を計算した【19,20]｡その計算によれば,スピン∫が整数の場合, トンネル確率
は有限で Sが大きくなるにつれて急速に0に近づく.一方,スピンSが半整数の鼻

令, トンネル確率は 0であるoこの.ことから彼ら比 スピンが半整数の場合の方が整
数の場合よりも,磁性的な秩序が現れ易いのではないかと予想している｡

ロその他

HsuとSchofieldは,ノ､ミル トニアンを SU(2)フェルミオンを用いて書き直した

後･基底状態に対するBCSタイプの試行波動関数を構成した[11]oまた,Yapgら
紘,ノ､ミル トニアンをフラックスのついたフェルミオンを使って書き直し,Kalmeyer-

Lauguinタイプの試行波動関数を構成した[13】｡両研究において,それぞれの試行関
数と有限系の基底状態の波動関数との重なり等が評価されている｡

Wangは二次元のジョルダンーウィグナ-変換を用いて,ノ､ミル トニアンを非局所

的な相互作用をもつフェルミオン系に書き換えた[12]｡平均場近似による計算の結果

から,彼払 この系の基底状態は無秩序で,しかも,励起はギャップ ㌣スであろうと
予想している.
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新しいタイプの基底状態の存在を予想している結果もある. Chandraと Cole-

manはこの系をスピン超流動体として扱い,モーメントの現れない新しい磁性の存在

を予想している【141｡また,JChandra･ら払 異方性がある場合はスビ ./グラス秩序

が現れるのではないかと考えている【15】.

さらに,EuseとRutenberg【181及びChalkerら【17】によって,篭目格子上の反

強位性古典ハイゼyベルグモデルの T-0における隠れた秩序の研究も.行なわれて
いる｡

以上,篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルをめぐる研究を概観した｡特

吃,スピンの大きさ∫が小さい場合には,基底状態に磁性的秩序がないことを予想す

る研究結果が多いようである.とは言え,まだ決着がついたとは言い難い.仮に,磁

性的に無秩序であるにしても,それ以外の秩序があるのかないのか,また,基底状態

の上のエネルギーギャップの有無についてはどうか,といった点については見解が大

きく分かれている.まして,基底状態や低励起状態の性質が,スピンSの値に依存す

るかという問題については,答えが出ていない.つまり,系の物理的性質が,Sの大
きさや,方が整数か半整数かということに影響されるかという問題は未解決である｡
これらの問題に答えを出すには,より一層の研究が必要である｡

1.3 研究の経緯

この節では,私自身の篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルに関する研究

の経緯の概略をまとめる｡ この節の内容は,私の修士論文の概要でもある｡

〇 g-1の系の トライマー状態からの摂動展開
この研究は,篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルの基底状態及び低励起

状態の性質が,∫の値に依存するかどうかを調べる糸口を得ることを目的として行っ
た.まず,摂動展開によって,S-1の系の基底状態のエネルギー及びエネルギーギャッ
プを評価した｡次に,ヒルベル ト空間を制限することにより,篭目格子上の解けるス

ピンモデルを∫-1と∫-1/2の場合について構成した｡

この研究の詳細については,II.AsakawaandM.Sup;uki:"Perturbationalexpan-

sionoftheantiferromagneticIIeisenbergmodelwithS-1aroundthetrimerstate

onthekagomilattice",PhysicaA198(1993)2101226を参照していただきたい.

0繰形スピン波理論における副格子磁化の可能性
前節でも述べた通 り,線形スピン波理論でこの系のスタガードを評価すると,そ

の量子補正は発散する｡ しかしながら,副格子についての対称性が破れるてとを仮定

すると,線形近似の範囲内でも,副格子のうちの一つについて有限のスタガード磁化

が評価できることを示した.まず,副格子についての対称性が破れろことを仮定して,

線形スピン波のノ､ミル トニアンの長波長近似を行った｡次に,この長波長有効ノ､ミル
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トニアンを用いて,実際にスタガード磁化の量子補正を評価した｡その結果,一つの

副格子について,その値は有限であった｡

この研究の詳細については,Ⅱ.Asakawa.a.ndM.Suzuki:"Possibilityofasub-

1atticeorderofthekngomiantiferromagnet",PhysicaA205(1994)687-701を参

照していただきたい｡

○量子ゆらぎによるフラットモードの消失の可能性
この研究の内容払 この後の第 2,3,4節で詳しく説明するが,ここでは,その概要
をまとめておくことにする｡

前述の通 り,この系の線形スピン波の励起スペクトルの中には,フラットモー ド

(U(A)≡0)が存在する.このことが,線形スピン波理論においてスタガードの磁化量
子補正が発散する原因でもあった.このフラットモードが現れる起源を示し,高次の

量子補正によってこれがリフトアップする可能性について考察するのがこの研究の目

的である｡ まず,この線形スピン波のフラットモードが,なぜ現れる_のかを,線形ス

ピン波のノ､ミル トニアンの対称性との関係から,定量的に考察する(第 2節)｡次に,

スピン波の逝展開の方法を用いて,古典的基底状態の一つであるq-0構造のからの

スピン波展開を行う｡ その結果から,高次の量子効果によってフラットモードが通常

のゴールドストンモードにリフトアップする可能性を示す(第 3節)｡最後に,有限系

の対角化(S-1/2)によって, q-0構造のスタガード磁化を評価する(第4節).

0その他
この系の低励起スペクトルを評価するために,スピン波理論以外の方法でも研究

を行っている｡長距離秩序の存在を仮定しない方法で低励起スペクトルを求めるため

に,シュインガ-ボブンの方法や,修正スピン波の方法を用いて計算を行った｡この

結果の一部は,修士論文に示してある｡

また,鈴木-トロツタ-展開を用いた量子モンテカルロ法により,比熱やスタガー

ド倍化を求める計算も行った.低温において不符号問題が深刻になるため,物理的考

察をするのに十分なデータを得るには至っていない.しかしながら,この系のシュミ

レーションのエルゴード性を保証するためには,一連のセミローカルなスピンフリッ

プが必要であること等,新しくわかったことも少なくない｡これらのことについては,

別の機会に報告する予定である｡

2 線形スピン波理論におけるハミル トニアンの対称性とフラットモー

ドの存在

この節において,我々は,この系の線形スピン波ノ､ミル トニアンのもつ対称性と

フ･ラットモードの存在との関係について考察する｡

ノ､ミル トニアンの対称性について議論するために,まず半局所的なエルミー ト演
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算子 上を導入する｡ この演算子を生成子とするユニタリー変換のもとで線形スピン波

のノ､ミル トニアンは不変に保たれる｡このような上を無数に作ることができることを

示す｡また,このエルミー ト演算子は,対応する古典系の基底状態において,エネル

ギーを不変に保つようなスピンの回転を引き起こす生成子からも導くことができる｡

次に,篭目格子上の格子点 Zでラベルされる演算子 L:の集合 tL:(a:))を考える. こ
の集合のそれぞれの元と,フラットモードの自由度との対応関係を明らかにする｡最

後に,(線形近似ではなくて )高次の量子補正項まで考慮すると,このユニタリー変

換のもとでの不変性がなくなることを示す｡

ホルスタインープリマコフ変換を用いて,一つの古典的な基底状態 (1200.構造)の

まわりで,系のハミル トニアンのスピン波展開をおこなう｡ (1/∫)与に関して高次の
項を撫視することによって,線形スピン波のノ､ミル トニアンを得る｡(計昇の詳卸は

AppendixAを参照｡)

7iLSW =-S2N

･言{S,〈(a･･ta･･.a,･ta,･)･妄(aita,･Iaia,.†ト 言(aI･a,･IaI･ta,･t)),

(2･1)

ここで,和は篭目格子上のすべての最近接格子点の組にわたってとる｡ また, αi(α了

)紘,サイ トiにおけるマグノンの消滅 (生成 )演算子である｡スピンの大きさ及び

系の格子点数をそれぞれ ∫,Ⅳで表す｡系は,周期的境界条件をとるものとする｡

まず,この線形スピン波ノ､ミ~ル トニアン7tLSW がN/3個の半局所的な変換のもと

で不変であることを示す｡その準備として,次のようなエルミート演算子を考える｡

L(C,-去 真cIL(a2,･-1-a23+a2,.-1t-a2/)･ (2･2,

ここで,記号 Cは,つぎの二つの条件をみたす任意のループを表す｡

･条件 1:篭目格子上の隣り合う偶数個 (2n)のサイトからなること｡

●条件2:篭目格子上の三角セルと高々一辺しか共有しないこと｡

従って,そのルーブ上のサイ トに1,2,･･･,2j-1,2j,- ,2n-1,2nと順に番号をふ

ることができる｡(図.3を参照｡)式 (2･2)における和は,ルーブ上のこれらのサイ
トにわたる和である｡ このようにして構成される任意の演算子 上が,この系の線形ス

ピン波のノ､ミル トニアンと可換であることは,実際の計算によって容易に確かめるこ

とができる｡すなわち,

[7iLSW,I:(C)]-0 for'C (2･3)

が成り立つ｡ゆえに,このエルミート演算子 工を生成子とするユニタリー変換のもと

で,この系の線形スピン波のノ､ミル トニアンは不変である｡

7んsw -UI(C)71LSWU(C); U(C)-exp(-iAL:(C))A∈R. (2･4)
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図 3.:ルーブCの例

Zn 1

_ _ 二 ∃ 二 二三 ~

▲ ▲ 一

図 4:ルーブfG)

このユニタリー演算子U(C)は次のようにしても構成できる.スピン波展開の出発点
であった古典的な基底状態において,エネルギーを変えない半局所的なスピンの回転

に着目する. その回転を引き起こすユニタリー演算子を,スピン演算子を用いて構成

するoしかる後に,この (スピン演算子で構成された )ユニタリー演算子に対してス

ピン波の線形近似を行うことによってもU(C)が得られる｡しかしながら,このよう
にして構成する場合,結果的に払 ルーブCに,上記の二つの条件より強い制限がつ
くことになる｡ある古典的な基底状態における,エネルギーを不変に保つスピンの変

換で,回転が許されるスピンを結ぶ線は一般にルーブになる(系は周期的境界条件を

とっているo)が,その可能な!t,-ブの集合は,上の二条件をみたすものの一部でし
かない.

次に,(上記の二つの条件をみたす )ルーブfCIの集合 tG)を考える｡以下の
議論においては,具体的な考察をするために fCn)として,篭目格子上の六角セルを

まわるルーブの集合を考える.(図 4を参照｡)このとき,集合 fCn)の元の個数は
〟/3となる｡また,(£(Cれ)) の各演算子は,つぎの関係をみたす｡

[71LSW,I:(Cn)]-0, 【L:(C.A),I:(Cn)]-0 forVm,Vn. (2.5)

左式は,定義より明らかである. また,一般に cm とCnとは,二つの格子点を共有
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することもあるが,その場合でも右式は成立する｡ さらに,これらのエルミー ト演算

子を用いて,線形スピン波のノ､ミル トニアンを不変に保つ Ⅳ/3個の半局所的なユニ

タリー変換が次のように構成できる｡

71LSW -Ut(Cn)7iLSWU(Cn); U(Cn)-exp(-iAL:(Cn))A∈R･ (2･6)

以上のことから,7iLSW は N/3個の独立な半局所的な対称性をもっていることが明
らかになった｡そして,この対称性は,対応する古典系の基底状態における,半局所

的な連続縮退 (対称性 )に由来していることがわかった｡

つぎに,線形スピン波理論においてフラットモードが現れることの,数式上の意

味合いについて考察するo古典的革底状態の一つであるq-0構造 からのスt='ン波
展開を用いて議論を進めることにする｡従来の線形スピン波理論を用いることによっ

て[2,5],この系の線形スピン波の励起スペクトルを得ることができる｡それは,三つ

のブランチからなることが知られている｡ (計算は AppendixBを参照oパラメー

ター7-0とすれば,線形スピン波の計算となる｡)ここでは,ノーマルモード展開
の結果だけを示す｡

71LSW--S(S+1)N+7iG｡ld,I.ne+71且at;

光Golhton亡-A,E 1.,2SwG(k'(aL'h'ap'k'･芸),

7h t-言S吉[p2(p- f2Q2(a)],
wG(A)-

(2･9)

(2･10)

kl-(-kc+V5ky)/2,k2-kg,k3-(-k2- 涛ky)/2･ (2･11)

ここで,7iG.ld.I.n.は二つの (縮退した )ギャップレスリニアモード,すなわち従来

のゴール ドストンモードを表している.実際に,k～0のとき,wG(A)～kである.
一万,71鮎tがフラットモードを表している.その右辺において,a:忙関する和は,

q-0構造におけるN/3個のブラべ格子点 (ここでは C副格子とする.)にわたる

ものとする｡(図 5を参照o)また,P(2:),Q(a:)は正準共役な演算子であるが,そ
の定義をこれから説明する｡ ノーマルモード展開を行う過程において,フラットモー

ドに対応するマグノンの演算子のフーリエ空間表示 4(A)を得るo (計算の詳細は
AppendixBを参照｡ ここでの df(A)は AppendixBの d3(A)に対応している.)
このマグノンは,副格子に対応する三種類のマFrノンの線形結合として表現される.

df(A)- ∑ u,(A)a,(A);
I,=1,2.3

(uv(A))-No(A)(-sinkl,-Sink2,-Sinks),
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図 5:q-0構造とその第-ブリルアンゾーン

(図中のP,Qはそれぞれ(27,/3,0),(0,7T/Ji))

C

＼
B

/ ＼
A- C

N.(A)-lsin2kl+sin2k2'sin2k3]-喜 (2･14)

ここで,V-1,2,3は三副格子 A,B,Cにそれぞれ対応している｡すなわち,a,(A)

払 副格子 Z'上の波数 kをもったマグノンの消滅演算子である.次に,df(A)を逆

フーリエ変換することにより,実空間における演算子 4(I)を構成し,これを用い
て,次のような済算子 P(a:),Q(a:)を定義する｡

p(C)-義 (4(a)･dft(C)),Q(C)-義(4(l上 d(a)), (2･15)

このとき,これらの演算子が正準共役であることがわかる｡

lp(C),Q(3')]--iS叩 ･･ (2･16)

以上のことから,γABt払 Z;でラベルされるN/3個の独立な非相対論的自由粒子の

-ミル トニアンとなることがわかる.このとき,7iAAtにはtQ(3:))が含まれないこと

から,N/3個の演算子 tP(2,))は71鮎tすなわち7tLSW と可換になる.従って,線形
スピン波理論においてフラットモードが存在することは,その自由度に対応するだけ

の "マグノン"が自由粒子になることであり,その結果として,フラットモードの自

由度分の "運動量演算子"が,線形スピン波のノ､ミル トニアンと可換になることがわ

かった｡

以上の考察をふまえて,線形スピン波のハミル トニアンの半局所的な対称性と,

線形スピン波理論におけるフラットモードの存在との関係について考える｡ この点を

明らかにするために,二つの演算子の集合 fL:IとtP)の関係を明らかにしたい.以
下の計算において,六角形のルーブCn を,その右肩の座標 &:を用いて表すことにす

る｡ (図5を参照｡)このとき,六角セルを指定する座標の集合 くど)は,前述の場合
と同様にq-0構造のブラべ格子であるC副格子となる.この定義により, I:(C.1)
杏,以下ではL:(2')と表すことにする｡ここ七･,I:(a)とP(a,)とは次の関係式で碍
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び付けられる｡

I:(a)-

W(2)-

鶴

G

∑W(4;-a)P(C'),

∑2ie-ih3N.-1(A)e･'k･c
A

(2･17)

(2･18)

ここ{･,a:及び kに関する和は,それぞれ,すべてのブラべ格子点及び第一ブ1)ル

アンゾーンにわたるものとする｡すなわち,I:(a;)は P(ェ)の線形変換によって得ら
れる｡また,この道変換も構成することができる｡この式の意味する所は明らかであ

る｡つまり,N/3個の･(P(a))が 71LSW と可換であるとき, N/3個の tL:(C))ち
また uLSW と可換になる.大雑把な言い方をすれば, N/3個の tP(2;))が 7tLSW
と可換であること払 〃/3の自由度のフラットモードが存在することであり, 〟/3
個の tL:(a:))が TLLSW と可換であること払 N/3個の対称性が存在することであっ
た｡従って,線形スピン波のノ､ミル トニアンの半局所的な対称性と,線形スピン波理

論におけるフラットモードの存在とは,表裏一体のものであると言える｡

今度は,線形近似をせずに,スピン波展開したハミル トニアンにおいて, (1/∫)与
に関する高次の量子廟正項まで考慮する｡スピン系のノ､ミル トニアンに,ホルスタイ

ンープリマコフ変換を行って得られる(近似なしの )スピン波の-ミル トニアンは次

のようになる｡ (計算の詳細払 AppendixAを参照｡)

乃sw--i2NI.;il;(n･･･nj,一芸nin,･

･去S(fiaia/I,.Ia.･tfif,･a,･)一芸S(･fiaJ,･ajIa･･tf･･a/I,･)
一事 書く(f･･a･･･a･.tft･)n,･-n,･(fja,･･a;I,･))]; (2･19,

nt･-a,･tat･, fi-ll一芸]喜 ･

ここで,和は,篭目格子上の最近按サイトの粗についてとるものとする｡但し,

(2･20)

.っJJ∴‖〃1.
における矢印は,A副格子からB副格子-, B副格子からC副格子-,C副格子
からA副格子-と向き付けられている. この-ミル トニアン7is加 は次のようにも書
くことができる｡

7tsw -TLLSW +71NLSW. (2･21)

ただし, 7iNLSW 高次の量子補正項である｡実際の計算によって,つぎのことが確か

められる｡

[71sw,I:(2,)]-[7tNLSW,I:(2:)]≠0･ (2･22)

すなわち, 7isw はL:(2:)と非可換である.つまり,71sw に払 高次の量子補正のた

めに, 7tLSW に現れていた半局所的な対称性がもはや存在しないことがわかるo もち
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ろん,このことは 7isw と可換な半局所的エルミー ト演算子が存在しないことを主張

するものではない｡したがって,高次の量子補正項まで考慮した場合,フラットモー

ドがリフトアップするかどうかについては,なんら情報が得られたわけではない｡そ

こで,次の節においては,この点を定量的に考察する｡

3 逆スピン波展開

この節では,高次の量子効果まで考慮に入れた場合,線形スピン波理論における

フラットモー ドに対応するマグノンのエネルギーがどれだけになるのかを,スピン波

の逝展開の方法を用いて定量的に考察する｡

一般に,スピン波理論において,高次の量子補正項の効果を系統的に評価するに

紘,1/タを結合定数とする摂動展開を行えばよいのではないかと考えられる｡つまり,
マグノンで書かれたスピン波のノ､ミル トニアン 7isw において,線形スt=-ン波の部分

7iLSW を非摂動項,非線形の部分 7iNLSW に含まれる各項を摂動項として摂動計算を

するのはどうであろうか.しかしながら,その方法はこわ系において破綻している.

たとえば,マグノンのエネルギーの摂動展開故数を評価するにしても,非摂動項にフ

ラットモー ドが存在することに由来して,その叔数の各項は発散する.そこで,従来

の摂動展開に代わる方法を考えなければならない｡このような摂動展開級数の発散を

回避して,高次の量子効果を定量的に評価する方法として導入したのが,スピン波の

逝展開の方法でlぁる｡

具休的な計算を行 う前に,スピン波の逆展開の方法のアウトラインを説明する｡

ここで･もう一度,7-0構造からのスt='ン波展開を例として考察するo

･E3(A):線形スピン波におけるフラットモードの分散関係｡ (恒等的に 0 . )

･6-3(A):フラットモードに対応する真の分散関係.
と書くことにする｡また,線形スピン波における二つのギャップレスリニアモー ドを

el(A),E2(A)と書く｡ (つまり, el(A)-C2(A)-wG(A).)この定義を用いると,
フラットモードに対応するマグノンのエネルギーの,従来の摂動展開叔数は,

00
6-3(A)- E3(A)+∑n=1(妄 )～lE3(A)に節 する係数】n･ (3･1)

と表せる｡(但し,右辺の el(A),e2(A)依存性をあらわには書いていない.)しかし
ながら,この級数の各項の係数が発散するのである｡そこで,次のような展開級数を

考える｡
0く)

E3(A)-e-3(A)+∑
れ=1(妄)nle-3(A)に蹄 する係凱 ･ (312)

すなわち,E3(A)を,未知の6-3(A)で展開しているのであり, これは従来の摂動展開
の逝展開である. (ここでも,右辺の El(A),C2(A)依存性をあらわに書いていない.)
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もしもこの展開式が構成できたとしたら,その左辺 E3(A)がフラットモードであるこ
とから,

00

6-3(A)+∑
Tt=1(妄)nle-3(A)に蹄 する係数】れ≡0 (3･3)

を得る.これがまさに,e-3(A)の決定方程式となる.以上が,スピン波の逆展開の考
え方のアウトラインである｡実際に,上記の逆展開の式をどのようにして作るかは,

以下で詳しく説明する.引き続き,q-0構造のまわりでの展開に関して計算を行っ

ていくが,他の構造からの展開についても同様に計算できる.

スピン系のノ､ミル トニアンを古典的な基底状態のまわりでスピン波展開をして,

マグノンのノ､ミル トニアンに書き直すことから計算をはじめる｡ 前節での計算と同

様にホルスタイン1プリマコフ変換を用いてスビン波のノ､ミル トニアン7isw を構成

し,これを(1/S)与のべきに関して展開する.(計算の詳細はAppendixAを参照.)

乃sw--S2NISm!.(義)m"(-･2' (3･4)

ここで,71(p)はマグノンの生成,消減演算子の p次の多項式からなる部分である.

次に,7tswの中の調和項71(2)をノーマルモード展開することを考える｡しかし,

このままノーマルモード展開すれば,線形スピン波理論の計算をすることになり,フ

ラットモードが現れる｡そこで,計算のはじめの段階でフラットモードを出さないた

めに,真の調和項 71(2)に,無限小の調和項･7715)dを加え,

71(2)(7)-71(2)+7713)d (3.5)

杏,ノーマルモード展開する.ここで,Tは十分に小さい正の値である. この無限小

の付加項としては,つぎの二つの条件をみたすものであれば,どのようなものを採用

しても十分である｡

･条件 1:Tが十分に小さい限り,スピン波展開の出発点である古典的な基底状
態を変えない.

･条件 2:Tが0でない限り,すべてのノーマルモードの分散関係がギャップレ

スリニアモードとなる｡ (フラットモードが現れない｡)

このような,無限小の付加項をつけて,計算のはじめの段階でフラットモードを出さ

ない手続きを以下で払 "正則化"と呼ぶことにする｡ ここでは,次のような77塩
を用いて,正則化を行うことにする｡

通 -妄Eq(A,(ai("aa(A,･a-(-A,ai(-A,); (3･6,

l

q(A)-言..=;3Sin2k̀･
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ここで,aa(A)払 副格子 α上の波数 kをもったマグノンの消滅演算子であるoこ
の無限小の付加項は,次近接格子点上で,しかも同じ副格子に属するスピン間の,強

磁性ノ､イゼンベルグ相互作用から得られる｡この相互作用のスピン波展開における調

和項が,この 77iS)dである.無職 小の相互作用がない場合でも,同じ副格子上のス
ピンは平行であるから,付加した相互作用によって,古典的な基底状態が変更を受け

ることはない｡従って,条件 1をみたしている. また,71(2)(7)をノーマルモード展

開すると,次のようになる｡(計井の詳細はAppendixBを参照｡)

N'2''恒 一m Eep'h"'(aL'k'ap'小 吉)7･

E.(A;7)- DL')(A;･Y)DL-)(A;7),

Di"(A,･7)-2･言い 7g士芸 人.,

入1･2-去(1士(9雪sin2ki)i),入3--1

(3.8)

(3･11)

このとき確かに,分散関係の三つのブランチはすべて,ギャップレスリニアモードと

なっている｡ つまり,条件2をみたしている｡尚,これらの分散関係において,7- 0

の極限をとると,従来の線形スピン波の結果を再現する｡

EII214 2∑sin2k̀ e311-0･
一

(3･12)

一般に,上記の二つの条件をみたす77亀 はこの他にも作ることはできるが,どのよ
うな年別化をするにせよ,以下の考察はなんら変更を受けないo

次に,パラメータ-Tを有限に保ったままで, e-3を1/Sについて展開すること

を考えるoつまり,77ii2d).(m_<n)を非摂動項, (71(p)〉(p≧3)を摂動相互作用
項として,結合定数1/Sに関して展開するOこの展開級数を次のように書くことにす
る｡

●●

e-3(A,･7)- E3(A;7)+∑
n=1(

1

育)nFn(A;7)･ (3･13)

ここで,(氏)を評価する処方せんを示す｡一般に,粒子 〝の (頁の )エネルギー

6-.払 グリーン関数 G脚(A,W)の,複素-W平面の極として与えられる.従って,6-3
の摂動展開級数を得るに払 G33(A,W)の極の 1/Sに関する展開を行えばよい.この
計算を実行するために,マグノンのグリーン関数と自己エネルギーを導入する必要が

あるoまず,グ1)-ン関数 Gpv(A,U)払 次式で与をられる実時間上のグ1)-ン関数
a/.,(A,i)の,時間に関するフ-1)エ変換によって定義される.

Gpy(A,i)--i(T(αp(A,i)aL(A,0)))･.
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次に,ダイリン方程式を用いて,自己エネルギー ∑,.y(A,U)を次式で定義する.

G,.y(A,W)- GL(A,W)
+∑Gニp(A,W)∑fW(A,U)a.,(A,U),
++

但し,

GL(A,W)-
6p,

W-ep(A;7)+iり

(3.15)

for77-+0. (3.16)

(以上の定義から明らかであるように,グリーン関数や自己エネルギーはTに依存し

ている｡式が煩雑になるので,その依存性をあらわには書かないことにする｡)この

自己エネルギーを1/Sに関して摂動展開することによって,n次の自己エネルギーを
次のように定義することができる｡

00
∑pv (A,U)-∑れ=1(妄 )n∑tnJ (A,W) (3･17)

この摂動展開は,パラメーター Tが 0でないときに可能となる｡ 7-0のときは
フラットモードが現れることに起因して,一般に任意の次数の自己エネルギーは発散

する｡従来のスピン波の摂動展開が破綻する原因がここにある｡すなわち,正則化の

手続きによってフラットモードが現れなくしてはじめて,発散を含まない自己エネル

ギーの摂動展開級数が得られるのである.以上の議論から,JT>0において tFnlを

求める処方せんは次の通りである｡ダイソン方程式を用いて,グリーン関数の極を1/∫
について展開する.このとき,極の n次の展開係数として Fnが得られる｡Fnは n

次以下の自己エネルギー(∑in))と,非摂動項のマグノンのエネルギーtep)とを用い
て表現される.また,n次の自己エネルギー払 7>0である限り,摂動展開によっ

て求められるo'っまり･771i2d)dを非摂動項,(71(p))(p≧3)を摂動相互作用項とみ
なし,結合定数 1/Sに関して n次のダイアグラムからの寄与を評価すればよい｡こ
こで,tF.IIが e3に依存していることをあらわに示すために 6-3の展開式を次のよう
に書くことにする｡

00
6-3(A;7)-E3(A,･7)+∑Tl=1(;)nFnlE3(A")]. (3･18)

(もちろん,tFnlは El,E2にも依存しているが,そのことをあらわには示さない.)

これはまさに,e-3を E3を用いて表現した式であると見ることができる.
今度は,パラメーターTを有限に保ったままで, Eaをl/Sについて展開するこ
とを考える.この展開級数は,上式において,E3を E3を用いて逆に解くことにより

求められる｡ その展開式を次のように書くことにする｡

00
E3(A;7)-e-3(A;7)-∑n=1(;)nEnle-3(kn)]･
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(こ こで, tE,J も el,C2に依存 して い る｡ )上 述 の処方せんで fFnlが分 か って い る

とき, tEnlは いか な る不 定位 もな く求 め られ る.

以上 の方法で, ス ピン波 の逝展 開 (e-3を用 いて E3を展開す ること )は原理的 に,

任 意 の次教 まで行 うこ とがで き る｡ しか しなが ら, ここで最 も簡単 な近似 を考 え る｡

つま り, 1/S の二次J;?上 を無視 す る｡

E3(A;1)- -3(A;7)- 妄Elle-3(A;7)]･ (3･20)

この近似式の両辺において,7-0の極限をとる.このとき,左辺 E3は,フラット

千一ド忙移行する｡つまり,63-0である｡一方,この極限でE-3がS-¢(0<¢<1
)の大きさをもつモードに移行すると考える.従って,上記の式払 次のようなE-3を

7-0において鎮定す争方程式となるo(但し･巴を-に置き換えてo)t

e-3(A;0)-iElle-3(k'0)]･ (3･21)

この式を解析するには,81がわからなければならない｡上述の方法を用いると次のよ
うな関係式を得る｡

El【e-3(A;7)1-FllE-3(A;JY)]I

Fl-∑S13)(A,E,(A,･7)).
また,

(3･22)

(3･23)

よって,∑i13)を求めなければならない｡
ダイリン方程式によれば∑LIp)払 グ1)-ン関数 Gw の 1/S次の項から外線を外
すことによって得られる｡そして,この 1/∫次の項を評価するには,二つの寄与を
考慮しなければならない.つまり,スピン波ノ､ミル トニアン71sw において,三次の

摂動相互作用 (頂点は1/√穿)の二次摂動の寄与と四次の摂動相互作用 (頂点は1/S
)の一次摂動の寄与とを計算することになる｡ まず,パラメーターTを有限にしたま

も 摂動相互作用項 71(3),71(4)杏,非摂動項 71(2)(7)のノーマルモードマグノンを用

いて書き直す｡その結果を示すと,

〟(3)=
I:::i∑6(hl+k2+k3)
(h̀,p.I)

(1/3Al(kl,h2,や3;Ul,U2,y3)可l(-kl)aL(-k2)aL(-k3)+h･C･
+A2(kl,k2,k3;Vl,U,,V3)αL(-kl)αと(-A,)av3(h3)+h･C･) (3･24)

71(4)-const･+,∑ (Bl(A,vl,V2)aL(A)aq(A)
kL4,.,

+1/2B2(A,ul,V2)aLlトk)αL2(A)+h･C･)
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'孟{kE.,6'kl+k2･k3･k4'
(Cl(kl,k2,k3,k4;Z,1,Z,2,Z,3,Z/4)

×αL(-hl)αL(-k2)α的(k3)α叫(k4)

+2/302(hl,h2,k3,h4;Z,1,ZJ2,Z,3,I/4)

･αL(-kl)aL(-k2)all(-k3)αu.(k4)+h･C･
+1/603(kl,k2,k3,h4;Z,1,ZJ2,J,3,Z/4)

･aL(-hl)aL,(-h2)aL(-k3)aL(-k4)+h･C･)･ (3･25)

ここで,頂点上の関数■Al,A2,月1の詳細は AppendixCに示す｡ (因みに,Tを
0 とすれば,頂点の中に発散するものが現れる｡ )これらを用いて,グリーン関数

a,.I(A,i)の 1/S次における二種類の寄与を実際に評価できる｡ 三次の摂動相互作
用の二次摂動の寄与は,

去/_'=dil/_'Sdi2(TN'3'(il)N'3'(i2)αp(A,i)aL(k･0))C

-i/_'= 芸 e-̀ul_'= 要 言pEv
札 (A,W)GOip(p,po)a:q(-p-A,-poIW)a:I(A,W)

x2lAl(A,p,-p-A;p,p,Z,)L2

+(‰ (A,W)a:,(p,po)a:q(-p+A,-po+U)a:～(A,W)
×2lA2(p,A-p,-A;p,Z,,IL)12.

四次の摂動相互作用の-次摂動の寄与は,

-/_'Iall(m '4'(il)a.(A,i)aL(A,0))C

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

-/_'wu芸e-iutG:I(k,W)Bl(kip,p)a:I(k,W)･. (3･30)

ここで,波数pに関する和仏 原点を除く第一ブ1)ルアンゾーンにわたる.また,(-)C
紘,連結したダイアグラムからの寄与についての真空期待値を衰している.上の式に

示したのは,0でない寄与を与える項だけであり,それぞれ図 6のダイアグラムに対

応している｡ これらの式において,時間 tに関するフ-1)エ変換をした後,外線を外

す(つまり,それぞれの項において,二個の G:I(A,W)を消す ).こうして得られた

項の和が,一次の自己エネルギー ∑LIp)である.

∑LIp)(A,W)-Bl(A;p,p)

･孟夏 (
2]jl2(p,A+p,A;p,U,IL)12
W-ep(p;･Y)-6.(p+A;･Y)

2lAl(p,.7-.+p,A;p,U,IL)I2
U+Ep(p;JY)+Eq(p+A.･7)
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図 6:ダイアグラムは上から順に(3･27)(3.28)(3.30)に対応

E2-I

⊂⊃

ここで,頂点上の関数 Al,A2,Blが exp2Cp を通じて Cpに依存していることに注意

する｡ (詳細はAppendicesB,Cを参照｡)

exp2Cp(A;7)-
E.(A,･JY)

DL')(A;7)
(3･32)

この関係を用いて,頂点上の関数に現れるexp20pをeJDL')で置き換えることによ
り,これらの関数の ep依存性をあらわに見ることができる｡また,DL')が (7-0
としても)0(∫0)の大きさをもっことは,以下の計算で重要である｡
一次の自己エネルギー ∑皇13)が得られたので, Elをあらわに書き下すことができ
る｡

Elle-3(恒 )]-Ef3)lE-3(A;T)]+Ef4)le-3(k;T)],

鵬 (- -孟夏(
2lA2(p,A+p,A;p,U,IL)l2

6-3(A)-Ep(p)-Eq(p+k)

2lAl(p,A+p,A;p,U,IL)l2
e-3(A)+e-p(p)+E-q(p+A)

Ei4)[E3(k,･7)]-Bl(A;3,3).

ここで,

(3･33)

両式の右辺において, Al,A2,Blに現れるE3はすべて,E-3で置き換えられているも

のとする｡ これらの式を,7-0で E-3を決定する方程式に代入すると,

(e-3(A))2- 妄E3Elle-3(A)] (3･36)

(Zo(A)+Zl+higher-orderterms). (3･37)
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ここで,. e-3(A;7- 0)を e-3(A) と表 し, その大 きさは S~¢(0< ¢< 1)として い

る｡ また, I.と Zl(A)払 それ ぞれ 6-｡Ef3)lE｡(A)]と 6-3Ef4)lE-,(A)]の最大 の寄与 を

す る項で あ り,以下 に定義す る通 りで あ る｡

e-3(A)Ei3)lE-3(A)]-
3 【 27 1

∑
N 宣 32e-3(p+ A)W(p)

･(x12(A,p)e2OHP)+x,2(A,p)e282(P))
3 t..I 27 1
∑
N 盲 326-3(p)W(p+ A)

･(Y12(A,p)e201'P'k'･Y22(A,p)e202'P'k')

9 e-3(p)+e-3(p+A)

i32(e-3(A))2- (6-3(A)+E-3(p+A))2

3

+i S

(

+iS

3

3

X 3(A,p) +Y3(A,p)
E-3(p) ..,,L_､6-3(p+A)

E3(p +A)I-J､~~'r' e-3(p)

9 e-3(p)+6-3(p+A)

旨 32(e-3(A))2I (e-3(A)+E3(p+A))2

xz32(A,p)

+iS

(e-3(A))2

e-3(p)E3(p+A)

-26-3(A)

旨 32(6-3(A))2I(e-3(A)+E3(p+A))2

･Z3(A,p,(x3(A,p,器 +Y3(A,p)

+higherl0rderterms

=to(A)+ high er-orderterms,

e-3(p+A)

e-3(A)Ef4)[E3(A)]-

孟吉 富志 ･hgherl0rderter-S
= Zl+higher-orderterms.

ここで,係数X.･,Y:･,ZiはAppendixDに示す.また,これらの式の中で,el(A;7-0)
(-e2(A;7-0))をW(A)で表している.以上の計算によって,E3(A)の最大主要項
を決定するあらわな関係式が得られた｡

まず,e-3(A)が S一書のおおききをもつことを示す｡前述の通りe-3(A)が S-¢(
0< ¢<1)の大きさをもつとすると,(3･36)式の両辺の大きさは次のように評価さ
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れる｡

1.h.S. - (E-3)2-0(S-2i),

r･h･S･-.iE-3Elle-3]～妄髭 ～o(sQl

次元解析によって,次の結果が得られる｡

弓･ (3.44)

つまり,フラットモードは高次の量子効果により(1/S)与の大きさのモードにリフト
ア♭ブすることがわかる｡

つぎに,6-3(A)がギャップレスモードになることを示す.第一ブリルアンゾーンの
原点近傍 k-0におけるZo(A)のふるまいを調べると,

Io(kh 一芸妄 言志 IL

とこで,to(0)とZlの和をとることで, E3(kJJ･･がその最大主要項において,

(e-3)2-ofork-10

(3･45)

(3･46)

であることがわかる. つまり,フラットモードは高次の量子効果により,ギャップレ

スモードになる. 古

この節の以下の部分では,式 (3･20)の右辺において,1/∫の二次以上の項を無視
したことの妥当性について考察する｡すなわち,この近似をしないとすれば,卓の評

価がかわってくるかを考えたい.実際に,1/Sより小さい項を無視しないなら,e-3(A,0)
の決定方程式は次のようになる｡

00
E-3(A,0)-∑れ=1(;)nEnle-3(A,0)]. (3147)

一般に,任意の nに対して Enの E-3依存性を評価するのはきわめて困難である｡
従って,次のような大雑把な評価をする｡

まず,Fnが次のように表現できることに着目する.

FnlE3(A;7))】-∑i;)(A,E3(A;･Y))

+[apartwhichdependson(∑怒)〉(m<n)]･

Enle-3(k･,7))】-i:崇)(A,e-3(A;7))

+[apartwhichdependson(i:怒))(m<n)]･

- 71 -

従って,

(3･48)

(3･49)
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ここで, 云隻)(A,e-3)紘,∑i;)(A,E3)の中に現れる (陰及び陽に依存する )すべて
の E3を e-3に置き換えることによって得られる.そこで今度は 云短)(A,E｡)を評価
することを考える｡しかしながら,∑i;)は (1/S)nなる大きさの多くの摂動項から
の寄与の和となっているので,任意の nに対してその衰式を求めることは,一般に
は困難である. 例えば,n=1の場合では, Tt(4)の一次の摂動と71(3)の二次の摂
動を評価しなければならなかった｡また,n=2の場合で払 71(6)の一次の摂動と

〟(4)の二次の摂動と ¶(3)の四次の摂動の他に,異なった相互作用頂点を含む摂動

71(3)71(5)及び 71(3)71(3)71(4)を評価しなければならない.つまり,nが大きくなるに

っれて複雑になってゆく｡ しかし,任意の nに対して,痩)は71(2n'2)の一次の摂
動と,(71(m))(m≦2n+1)に含まれる複数の相互作用頂点からなる摂動との寄与の
和となっている｡ ここで, 71(2n+2)の一次摂動項において,E3をE-3で置き換えた後,

極限 7- 0をとったものを (酔 +2))1 と表すことにするo このとき,(炉 +2))1の
E3依存性は次のように求められる.

(N'2n'2')1-(eC3)2n'2-読 ･ (3･50)

パラメーター Tが0に近づくとき,Enが (71(2n'2))1 より大きな項を含まないと仮
定すれば, 7-0のときの E,Lの E3依存性がわかる｡

En - =;3+theotherterms-(TL(2n+2))1+theotherterms1
～ 両 市+higher-orderterms (3･51)

この仮定払 n-1のとき成立している｡上記の Enの評価を用いると7-0におけ

る次の関係式を得る｡

00
(E-3)2-∑n=1(妄)nE-3En～n!1志 ･ (3152)

ここで,再びE-3-0(S~i)(o<¢<1)とすると,最右辺の枚数における第 n 項の
大きさは,

1
(SE-3)A
～o(S-～(1-i)). (3.53)

この場合,必ず第 n 項は第 (n+1)項より大きくなる. 従って,車を求める際に第
2項以上を無視しても,その評価になんら影響はない｡つまり,上述の仮定の範囲で

4-1/3の評価は正当化される｡
この節のスピン波の逆展開を用いた考察によって,次のことが示唆される｡ 線形

スピン波展開で現れていたフラットモードは,高次の量子補正によって ∫一書の大き
さをもつギャップレスモードに1)フトアップする可能性があ.る. このことは,古典的
基底状態の縮退に由来して現れていた線形スピン波ノ､ミル トニアンの半局所的対称性
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図 7:数値対角化に用いたクラスターの形

が,高次の量子効果によって破れ,その古典的縮退が解かれる可能性を示唆しているo

しかしながら,これは系の基底状態に長距離秩序が存在することを,必ずしも意味す

るものではない｡なぜなら,古典的基底状態は複数存在するからであり,ここで考察

したのはそのうちの一つであるq-0構造についてでしかないからである｡ スピン波

の逆展開の方法の枠組みの中で長距離秩序の存在を主張するに払 何らかの方法で,

古典的基底状態のすべてについて,フラットモードがリフトアップすることを調べる

必要がある｡ そして,その中で最も低い基底エネルギーを構造が,量子系の真の基底

状態の候補と考えられる｡

4 有限系数値対角化

この節で払 ∫-1/2の有限系ノ､ミル トニアンの数値対角化の結果を示すo 前節
では,スピン波展開により∫が十分大きい場合について考察したのに対して,本節で

はその対局の場合について議論することになる｡

計算した物理量は,サイト当りの基底状態のエネルギーとq-0構造のスタガー

ド磁化,用いたクラスターは,周期的境界条件を課した 9,12,15,18,21,24サイトの計

6個である.(形状は 図 7を参照.)クラスターの基底状態のエネルギーEg及びス
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図 8‥有限系の数値対角化による結果
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タガード磁化 m.の定義は次の通り｡

吾-(芸),-8-何軒

0.3 0.4

(4･1)

ここで H は有限クラスターのハミル トニアン,Mlはクラスターの A副格子の磁化
の Z-成分を表している. また,N はクラスターの総格子点数, NAクラスターに含

まれるA副格子の格子点数であり,ⅣはⅣA の三倍である｡ さらに,(･-)紘,ガの
基底状態における期待値を表す｡

それぞれのクラスターに対する計算結果を図 8に示す｡ これらの,熱力学的極限

への外挿値は次の通 りである｡

EJ N--OA43, m8-0･102･ (4･2)

スタガード磁化は,古典値 ∫-1/2に比べて非常に小さいが正の値に外挿される｡し

かしながら,図 8におけるデーター点には,ばらつきが大きく,計算に用いた系がま

だあまり大きくないことを示唆している｡ この意味において,上記の msの値が信用

に足るとは,まだ言い難く,さらに大きなクラスターを用いた計算が必要である｡

5 まとめ

まず,第 2;3,4節で得られた結果について考察する｡

(1)線形スピン波理論における自由度 Ⅳ/3のフラットモードの存在は,線形スピン

波の-ミル トニアンのもつ 〃/3個の半局所的対称性に由来するものであることが分

かった｡この半局所的対称性は,対応する古典系の基底状態における連続縮退と密接

な関係をもつものであった｡

(2)線形スピン波のノ､ミル トニアンのもつ半局所的対称性は,高次の量子補正項まで
考慮すると,もはや存在しなくなる｡ しかしながら,このことは真のノ､ミル トニアン

に半局所的対称性が存在しないことを意味するものではない.とはいえ,高塀の量子

補正項がフラットモードをリフトアップさせる可能性も,現段階では否定できない｡
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(3)高次の量子補正項からの寄与を考慮するために,スピン波の逆展開の方法を導入
した.この方法を用いて q-0構造におけるフラットモードに対応するマグノンのエ

ネルギーを評価した｡その結果,このフラットモードが ∫一書の大きさをもつギャッ
プレスモ-1Iに1)フトアップする結果を得た.このことは,古典的基底状態の縮退に
由来して現れていた線形スピン波ノ､ミル トニアンの半局所的対称性が,高次の量子効

果によって破れ,その古典的縮退が解かれる可能性を示唆している｡

(4)しかしなカib,前項の内容仏 系の基底状態に長距離秩序が存在することを,必
ずしも意味するものではない｡なぜなら,古典的基底状態は複数存在するからであり,

ここで考察したのはそのうちの一つである q-0構造についてでしかないからであ

る｡スピン波の逝展開の方法の枠組みの中で長距離秩序の存在を主張するには,何ら

かめ方法で,古典的基底状態のすべてについて,フラットモードがリフトアップする

かどうかを調べる必要がある｡

(5)有限系の数値対角化によって,基底状態のエネルギーとスタガード磁化を評価し

た｡スタガード磁化は,古典値 ∫-1/2に比べて非常に小さいが正の値に外挿され
る｡しかしながら,計算に用いた系がまだあまり大きくないので,データー点には有

限サイズの効果が大きく反映している｡ 従って,こ こで求めた値が信用に足るとはま

だ言い難く,さらに大きなクラスターを用いた計算が必要である｡

(6)スピン波の逆展開,有限系の数値対角化という相異なる方法で得た結果は共に,
基底状態に長距離秩序が存在する可能性もまだ否定できないことを示唆するものであっ

た｡しかしながら,上記の理由から,基底状態に長距離秩序が存在する_ことを主張す

るには,まだ至っていない｡

(7)三次元以上の格子系における反強磁性ノ､イゼンベルグモデルの中にち,線形スピ
ン波の分散関係にフラットモードをもつものが知られている｡これらの系に対しても,

第 2,3節で述べた方法が使えるであろう｡ さらに,最近話題になっているフラットバ

ンドをもつ電子系の考察にも,第 2,3節の方法が有効であると思われる｡例えば,篭

目格子上のノ､バ-ドモデルの場合

冗 -二%.,(cLc,･q･ci･qciq)･U;(ni･一芸)(ni- ;); n.･q-CItqc･･q'5･1'
(ここで,(i,3')についての和仏 篭目格子上のすべての最近接格子点の組にわたり,i

についての和仏 篭目格子上のすべての格子点にわたるものとする.)においても,

逆展開の方法が役に立つことが期待される｡

第1節にも示した通り,篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルについては,

多くの研究が行なわれているにも嘉ゝかわらず,未解決の問題が少なくない.これらの

問題解決に少しでも寄与するため,私自身,今後とも一層の努力をしたいと考えてい

る｡
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AppendixA

この節では,篭目格子上の反強磁性ノ､イゼンベルグモデルにおいて, もともとの

スピン系のノ､ミル トニアンから,マグノンのノ､ミル トニアンを構成する方法を述べる｡

この系のノ､ミル トニアンは,

71-∑si･S,.･
(i,3')

(A･1)

ここで,Siはサイトi上の,大きさが Sのスピンオペレーターである.和は,篭目格

子上の最近接サイ トの組にわたってとる｡

対応する古典系の基底状態は 1200 構造 (すべてのとなりあうスピンのなす角が

1200 となる構造 )であり,無数に存在している｡ ここでは,その中でも共平面的な構

造に限って考察する｡(共平面的 1200構造も複数存在する｡)この構造では,スピン

はその向きによって3種類に分類される｡ そのそれぞれにA,B,Cと名前を付けるこ
とで,格子点を3副格子に分けることができる｡ つまり,同じ副格子に属する(古典

)スピンは平行であり,異なる副格子に属するものは1200 の角をなす｡このような共

平面的 1200 構造からマグノンをもちいて,スピン波展開を行うことになる｡

スビ./空間の Z一軸 (つまり量子化軸 )を格子面内にとり,スピン空間の y一軸を

格子面と垂直にとる.この y一軸のまわりに (zz,-平面内で ), A,B,C副格子上のス
ピンをそれぞれ Z一軸からOo,+1200,11200 ずつ回転するo その結果ノ､ミル トニアン
は次のようになる｡

光-,≡.lsiis,･y 一芸(S" 3･- Sjz,･4 (st･csj, - SiW ,･C,]･ (A･2,

ここで,和は篭目格子上の最近接格子点の組にわたるものとする｡ ただし, i-jに

おける矢印は A副格子からB副格子, B副格子からC副格子,C副格子 からA

副格子-と向き付けられているとする｡ ここで,サイトj上のホ･ルスータイソープT)マ

コフボブン(マグノン)a,･を次のように定義する｡

S,･+-招 f,･a,･,S,:-J語a/fi,S,･l-S-a,･ta,I; (A.3)

S,･土-S,･C±iS,･y,I,I-
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これを用いて,スピンのノ､ミル トニアンはマグノンのノ､ミル トニアンに書き換えられ

る｡

Hsw --S2N･.;,.[言(nil･nj)-int･nJ･

･去S(fia･･aj†fj･aitfif,･a,･)一芸S (fiqfja,.･aitfiajtf,.)

-lTs書く(fiai･aI･tfi)nj-ni(fja,･･ajV,･))]･ (Al5,

さらに,このノ､ミル トニアンを(1/S)をのべきで展開すると,

乃sw ニーS2N+Sl"(2,+ (義 )"(3,+(& )2"(4,+ - ]･ (A･6)

但し,71(A)はマグノンの生成,消滅演算子の k次の多項式から成る部分である. 例

えば,

F
J川t

l川‖""l
u.qJ
α.Iα+
日日､JiFα
HHH1日‥α
nr■Lu
3
一
4
1日"ml■lnu
⊥-.7lα.I
α+̀T一α

HHH∴‖α
ィrLL柑u
l
一4+
).TJα
I.-一α+.一■α

⊥-･一α
JH川トⅦ旧川-
1
一2lnrLttL■川u
∑
‥tJJニ

ー
hu
2〟

71(3)-∑il-3'
71(4)-∑I'--3'
普(ala.･a,･･+aIa,･a,.

(一言a.Taia,t･aj
1
16
3
+請

Eid.'■α⊥T-.∫α.Iα.T一
α⊥1.'一α
⊥-.Iα

(alaI･aia,f･+aI!alTaiaj+aJai･a,･aj+aiaI･ai･aj)

(a･!aiaP,･Ia･'allap,t･Iapia,･a,IIalaI･ai･a,･))

,(A･7)

特に,線形スピン波のノ､ミル トニアンγLSW は,次の通 り｡

7tLSW =-S2N+S7i(2)=-s2N

･S(S,(去(a了aiIa/aj)+去(aita,..aiajt)一言(aI･ajIaitajt)〉
また;7tsw におけるすべての非線形項を7iNLSW と表すことにする. つまり,

γsw -〃LSW+〃NLSW

となる｡
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AppendixB

この節で払 正則化した調和項 71(2)(7)-71(2)+TTti2d)dの,ノーマルモード展開
の計算を示す｡

まず,ノ､ミル トニアン〟2)(7)のフーリエ空間表示を作る｡

N'2''恒 -N ･ 喜? (Alt'" A2t'k')

･((2+雪 'l(Ikl
(2+Tq(A))I+喜̂(A) -iA(A)

(2+JYq(A))I+iA(A)

A(A,-(cc.o:Okk: cc.Os;:13 cc:sS.kk:)･

l
E

u

nrJrnrLJ一

一七
,舵

nl
H-lnH川川U

1
2

ig
iS

同
Ⅶ膚川u

E

u

t..■ll
u
1艦

(B･3)

但し,

ここで,aa(A)(act(A))紘,副甲子 α上の運動量 kをもった消滅 (生成 )演算子で
あるoつまり,aa(A)紘,実空間のマグノン演算子 a,.をフーリエ変換して得られる.

(但し,サイ トjは副格子 αに属するとする｡)ノーマルモード展開の第一段階とし

て,マグノンの種類について対角化する｡

N'2''T'-一m ;≡ (頼 'dp'-k')

･(
2+Tq(A)+喜入p(A) 一喜入p(A)

一書入p(A) 2+Tq(A)+A喜Ip(A)

(B.4)
このとき,つぎのユニタリー変換 U(A)を用いた.

dp(A)-(V-1(A))pvav(A);U(A)-(ul(A),u2(A),u3(A)), (B･5)

Ut(A)A(A)U(A)-diag(ll,A,,13)

1
入1･2=盲 9-4∑sin2kl,13--1,
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ylp- COSh2COSk3+ 入pcoskl,Zip- 入三一 cos2kl,･･･ (Bl9)

wp-1- ylvy2py3p(zip+ Z2p+ Zap)･ (B･10)

第二段階として,ボ ゴ 1)ユ ー ボ フ変 換 Wp(A) を行 うこ とで ノーマル モー ド展 開 が完
了する｡

N'2''7'- -料 Eep'k;7'(aL'k'αp'k'十三)
6,.(A;7)- Die)(A;･Y)DL-)(A;･y),

Dii'(A;7)-2.言い Tq土手 p
但し,

(B･11)

(B･12)

(B･13)

(apa.I((_hh )-W.-1(A)(請 ));wp-1(A)-(Cs?nShho?:('kk)':1:shhOipp'(kk')),
(B･14)

exp2Cp(A)-
E,.(A;JY)

DL')(A;JY･)
(B･15)

この節の終わりに,副格子 a上のマグノン aa(A)と,ノーマルモードのマグノン

αF.(A)との関係を示すo

aa(A)-∑u叫(A)(coshOp(A)ap(A)+sinhOp(A)αp(-A))･
〟

この関係式払 AppendixCの計算で用いられる.

(B･16)

AppendixC

この節で払 第三節に現れた相互作用項点上の関数 Al,A2,月1 の表式を示す｡

AppendixAに示した 71(3)及び71(4)杏,AppendixBで導いたノーマルモードを用
いて書き直す｡ここでは,結果だけを示す｡

A1--2(a(123) ex,(Oq(kl))sinh(On(k2)+On(k3))
Fc(231)exp(0.,,(k2))sinh(Ov,(k3)+Ovl(kl))
rc(312)exp(0均(k3))sinh(Ovl(kl)+0.Q(k2))), (C･1)

A2--f(a(123)exp(Oq(kl))cosh(0均(k2).ev3(叫)
rc(231)exp(0均(k2))cosh(ezh(k3)+Cvl(kl))
JC(312)exp(0均(k3))sinh(Ovl(kl)+0,～(k2))), (C･2)
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但し,

また,

一lT
J,EL.J
L但

fC(123)- ∑ 2vaβ(kl)(upvl(kl)uα,1(k2)ua.4(k3)
くaP)≡(12).(23).(31)

- u叫 (kl)uβLl(k2)up..,(k3))

Z/12- COSk3,Z/23- COSkl,Z,31- COSk21,

B1- 46yln (cosh(Ovl(A)+ Oq(A))(一言F - if ･ 言9 ･ 去)

･ sinh(On(A)･ 0誹 )(言f一 三g))

･2人vl(A)Sn均 (cosh(On(A)･Oq(A))(一芸F -if･言G･去)

･ sinh(Oq(A)･Oq(A))(芸F-;弓 9-言)),

妄-毒 ･去cosh2Cp'k', I-妄E 芸響 cosh20p'k',

a-妄Eisinh2Cp'k,, 9-妄E 芸響 sinh2Cp'k'･

AppendixD

この節では,第三節k現れた係数 Xi,YI･,Zt･の衰式を示す.第三節に示した手続
きに従って計算することで,以下の式を得る｡

Xi- ∑ 2Z,aβ(p)(uβi(p)uα3(p+A)uα3(A)
(aβ)≡
(12),(23),(31)

-uαi(p)ups(p+A)up3(A)),

Yi- ∑ 2Z/｡β(p+A)(upi(p+A)uα3(p)uα3(A)
(aP)=
(12).(23).(31)

-uαi(p+A)up3(p)up3(A)),

Z̀- ∑ 2Z/αβ(A)(uβi(A)ua｡(p)ua｡(p+A)
(αβ)≡
く12),く23),く31)

- uai(A)up3(p)up3(p+A)),

ここで,uαβや Z,aβは, AppendicesB及びCに定義した通りである.
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