
量 子液体に よる光散乱

物性研 中 嶋 貞 雄

､(7月22日受理 ). t

>

1.序 論

V -ザ光による物性研究はもちろん液棒にも応用されているが,液体ヘリウ

ムのよう絶低温で明確を素励起をもつ ばあいが特に興味がある.一液体へ 1)ウム

の素掛起大ペクトJV奪光散乱によって研究する甲.能性は以前から考えられてい

たが,･散乱強度が弱 く:て実際上閑静vc,充ち査かった｡ したが って,光激 動の聾 _

論 こ たとえば中性子散乱のばあいの vanH｡ve廃 論に相当するもの ｢,ち

あまりまじめに定式化されてい費かった Q /V-ザの出限VC.よって事情が変った㌔

のである｡

実際もalleyl)は振動子車デ′レに£らて液卵 e4の光散乱を論じ,Raman

散乱が素励起スペクトルの.研免に有効であると示唆した｡Belによる FLaman
2) 5)

琴乱の実験も最近 Greytak-Yam ･によっ_てかこ夜われたし,Stephen 打

Lorentzi-Loren21の分散理論を拡張して Raman散乱の理論を定式化し,

fie4淀適用している.

この ノー トの目的は,液体He4やHeSのよう牽絶縁性量子液

乱を豊子力学的に扱うスキームを定式化することであるO

る
ミ
よ

.

､･'淀

ー

体

J

2,励起原子をふ くむ液体の第二量子化 ′･･

液 体 He4(あるいは He?)の原子がすべて最低電子状態にあるとき,これ牽

Bose粒子系 (あるいは FerⅡ】i粒子系)として第二量子化の形式で扱う方法

はよく知られてめるOこの方法を励起原子をふ くむ級体へ一般化 しようO

まず配位空間の方法で考える｡液体は N個の原子をふ くむとし,核の座標を

Rl,R2,･･-･･RNと書 くO た7t･L,He5のばあレ- nは凝スピン座標 もふ くむ

とする0 2N個の電子の座標を (スピンもふ くめて) fl,符1,･･･∴ EN,符N

と書 く｡全系の波動関数g(RIEl符1,-･･･,LRNEN恥 )にたいする

schrもdinger方程式は
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中 嶋 貞 雄

∂甘

i 盲て=(K +K +W)管n e
(1)

Kn,Keは核および電子の運動エネ)Vギ- , Wは相互作用のポテンシャ )Vであ

る｡以下 7i-1とするo Born-0'ppenhei血er近似の精神にしたがい,核座

標を固定 したときのハミJVtニヤン Ke+W の規準化直交関数系-gJ(fl'甲1,

EN でN ;Rl･･･:--RN)を導入するO

骨子亨◎ (fil''''''RN,J)xJ(El'''- qN ;Rl'･̀-J緑 J (-2)

Born一〇pperlhelmer近似は･Knのふ くむ核座標に関する微分演算子が

xJに作用した項を無視する. この近似のもとで, (1)は次の形に書 くととが
できるO

(itt-Kn)◎ (Rl･･････RNJ)

-JE,-UJJ.(A)@ (Rl･･････RN J′)

UJJ,(R)-fdEl･･････d甑 XJ#(Ke十W)xJ,

(5)

(4)

さて,管は電子座標の交換に?いて反対臥 核座藤の交換に関してgi.H豊の

ばあい対称,H毒のばあい反対称であることはい うまでも夜ho液 棒へ 1)ウム

のばあhd,電子はもちろん各原子によく局在しているから, xを次 の形に近似

し̀よう｡

N

n=1 1Jn(En-Rn,甲 n- Rn)
zJ = A H a･ (5)

aJ､(fn,りn)は座棲鼠点に孤立した原子の電子状態を･あらわす波動 関数であ

り, A 堪 電子座標について反対称化し,規準化せよという命令であ〆るoj干 0

は最俸電子状態 (S状鱒)をあらわし.jキ0が励起状態をあらわす ものとし

ようohま番号 1 2-･･･Nの任意の置換をpとし･これが Rl,-･･･RN に華

用すると考えたときに pR,jl, j2 I ･････.jNに作用すると考えた時に pJ と
書くことにしようo (5)にPftPJを作用させる与とはPC)連を電子座標に作用させやa)と同じ

であり,従ってPRPJX=Xである.十方(2)0)左辺の軒はPRかこたいし対称または反対称である
から,
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量子液体による光散乱

土甘二号pR◎ ●PR XJ

〒亨pR PJ◎ ● PR PJ X

PRPJ◎ = ±◎

ゆえVE

(6)

つま り･ jl,･･････jN を内部座標とみ夜す と･ Rn と jnとをあわせた座標の

交換にたいして., (5)の波動関数 ◎控対称 (Hき).ある仏性反対称 (He5:)で

ある.･したがって,よく知 られた触法聾にしたが って (●5)のハ ミ/レトニヤン

を第'=量子化の形式に書直すことができるo

頂 体的托適 についてのべる｡ 空間の各点Rお よび量子数 j- 0,1,.2-

にたいして定義された演算子､雪 (R)およびそのエjVミ十十共役 少芦 R)が次

の交換熊係をみたすとするo

･〔+J(負);少e#(R′汀 - Sje 8(p- R′)
(7)

〔4,A(封 ,輿(R′)〕- 〔鱈(R),サグ壷 ′)〕- 0

㌔(A)札息Rにおいて電子状削 VELある康子を消す消準演算芋･ノ蝶 (R)は
生成演算子であるoHe5ゐばあいyE.打 , aLが核 スピン量子数もふ くむ として,

反交換開係を仮定すればよい.

(5)のハ ミル ナニヤンはよく知 られた処方賓によって少演算子で書ける｡

たとえばMを原子質量として

. ∂牢 押 J

Kn=∑f dR 一 - ･有J 2地 相

また,すべての原子が最低電子状態にあるときの対角成分 UoDは原子間の交
/

換反塵をあたえるが,これに va血 derWaalB引力を加えたもの■がふつ うの

意味の原子間カであるO これは二体力であるとし,そめポテンシャJVを Ⅴとす

ると
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1 ∂媒 b布

HL=′ d泉石 -3言 ●盲㌻ (8)

弓 〟 dR.dR 2 V (R 12)漕 F･.)媒 (R 2)頼 R 2 )帰 F･.)

がふつ うの意味での液 陣のハ ミJVトニヤ ンであるO ただし R12芸R1- R2で
ある｡

励起原子が存在するばあいまずあらわれるのは孤立原子の励起エネタレギーで

あって,匹の形に書ける･

HA= 苧 EJ′d叫 ｡米{R'棋 ) 9̀)

苫Jは孤立原子の励起エネ)VギーであるO臣幡 結晶の Frenkel励起子の話

でよく知 られているように,次に重要をのは原子か ら原子へ励起状静を移動さ

せるハ ミ/レトニヤンである｡液体- リウム中の平均原子間隔 roは原子自身の

大きさaに くらべてか夜 り大きいから,原子間の Coulomb相互作用を多重板

展開Lして,双極子相互伶用だけ残す としよう,つ

Hd- 与∑〟pR.dR2 J〟y(R.2) x
I

x〔2<Jl畑 口><OiPylP>草R.)舶 軍.-サO#(写2湘 R2)

･ <jIPp川 ><elP少lO>ギ (R.)+o(負.)+錘 2丹 o(/F-2)
I■､■

' <ロ卑 J><Ol町 2>媒 (A.)43(対 韓 (R2)48(R2)〕
(10)

ここに β は原子の双板子モーメン トであ り,

< j叛 fo> - / dEdq aデ′pp ao

J" (R)-R15(8〟 リ ー FT2RpRy)
5

r H )

(12)

よ く知 られているーように, (10)の右辺 カッコの中の第二,第三項の二次摂動

か ら van d占rwaals力があらわれるQ をお衷式 (12)をRのあま り小さい
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量子液体による光散乱

ところ壇で使 うわけqrはゆかをい｡ 簡単に

JJLy(a)-･0 , R ～< 2a L (15)

と切断してお くことにしよ.うO 双極子相互匪用のおよその大きさは (ea)2r言5.＼

であ り･一方原子の励起エネルギー 耳) のおよその大きさは e2-a-1であっ

て･申者の比は (a/p｡)5態度と浸り,準捧ヘ リウムのばあh HrL 10~2の

小さをパ.ラメタであることに注意しておこう｡

最後に編射場との相互作用のハミタレトニヤンを書いてか く,光の波長はaよ

りず っと大きいとして双極子近似をとる｡ベクト)V･ポテンシャJVについて-

次お よび二次の項をわけて書 くと

H.-∑尊 兄 (bkl･b_芸ス) ×

fdRelk.RiEj(<j硯 fO>少}#(R" O(R) - h･〇･)
1

2

H2-∑筈(α.W2) EJI<0叛 lj,l2 ×

/dR eì kl~k2)●Rp,A,(bk.i･ b一芸.i)

･(b-k2日 bk芸ス)
ただし H2については･f-sum ruleを利用したOまた,以下

p(a)-少o#(A)頼 R)

(14)

(15)

(16)

はふつ うの意味での液体の密度をあらわす演算子であるO

以下簡単のために , 原子の励起状静として結滞一励起状態 としてのp状静だ

け考えるとし,敵起エネ′レギーEj骨 Q'Oと書こ鉦 p状鯵の波動関数虻座僚
Ⅹ,y,21と同じ回転対称性のものをえらび

<pIPJLfO>-/i

は実数にえらんであるとするO

-3･48-
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中 嶋 貞 雄

2β2

alo

が,いわゆる原子の分極率 であるO (10)控I

HA-等 N dR.dR2∑ Jj" (a.2) ×

･ 〔2蝶 (R,)鶴(R.)据(R2)付 票2)

･ 厚 相･.)帰 R.)サy#('R2)頼 fi2)

･媒(R.)～ (F･.)少O#-(R2)+y(R2)〕
同様に

:Lf Y2
H.-∑(詩 iWo (bkA 十 b_芸A) ×

･ f dRelk.R帆 米 (R)4･o(R‥ h･C･)

1

H2- ∑(筈)(W.W2) 2W.2(bk.1･b-k芋})
x (b-12ス'bk芸ス)pk了 k2

ただし /

pq- f dR e-lq｡Rp(A)
は密度の F･ourier変換であるO

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

5.摂動展開

励起原子の開与する原子間相互作用としては,双転子相互作用 (19)だけ考

え･ることにするo励起原子の数が比較的 小さければ,との近似でよいと考え ら

れる｡すると全系のハ ミJVトニヤンは次の形をとるO

H-Ho+ H′

-541-
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量子液体による光散乱

Ho- HL+HA+HR , H′- Hl+H2 +Hd
栄

ただし HR=∑Q'bk}bkAは梅射場のエえ7レギ-であるO以下原子の分極率
αを小さ夜パラメタとみ浸し,Hoを無摂静ハ ミ′レナニヤン,H′を摂動 と考

えるO正確IR:い うと, n- N√ -1を原子密度として,無次元の展開パラメタは

naであり･液 捧ヘ リウムのばあれ これは 1に くらべて小さhoなお,HL

の夜かVE机 もともと Hdの二次摂動の効果 としてえ られる van der Waals

引力をふ くませたか ら, 実は.HJか らこれを引去ってか く_べ きであるO これは,

Hdを摂動として扱ったときにえ られる van der Waals引力の項は無視し

てよいことを意味する o I

相互階用表示におLvbて ㌔ ,bklの時間変化蛙 exp巨 i伽ot〕,
exp(-i也'七〕 であるが ,

仰 F.,i)辛 el"LtQo(R-詔 HLt
按液体- リウムの多捧間藤を解かをいと具 体的奇形据わか らをh o

これか ら考えるのは,波数ベク ト/レk,偏 り丘の光子一個が入射 して,波数

ベク ttVk′,偏 り ス′_の光子が一個放出される光散乱過程であるQ 簡単のた

め絶対零度で考えることにし, 七ニー- で液体は HLの最低薗有償 Foにぞ

くする固有状態 ◎Oにあるとす るO光散乱の結果 も-+- で液 体が HLの固

有値 F.f ほぞ くす 右薗有状態 ◎土に見出される転移確率をもとめるO光散乱は

H2の一次摂動お よび Hlの二次摂動で爵らわれる｡前者のばあいの Sマ トリ

ックス

(:X:)

(-i)I H2(七)-dt･･- OQ

に (21)を代入して時間についての横分を実行し允結果を散乱マ トリックス･

エVメンtLとしてあらわすと

(､-i)
27raWo2

1
2

(wQ)′ ) ∂l′ス<◎flpk,_k沖 O> (24)

これ と同様の形ば Hlの二次摂動をあらわす次の Sマ ttjックスからあらわ
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す次のSマ トリックスからあらわれる｡

ト i)2J_:dt去dt.H.(I)H.(t.)

ふたたび散乱 マトリックス ･エレメントとしてあらわすと

i聖 (- ′, 芸′dR. dR2 eì k･R1-k′･R2'×

× <◎f;Iやo#(R2)鶴 ,(五2)

+ サo"(R.)輿 (求;)

QJo+HL-W-E

a10+a1′+HL一･Eo

グラフであらわせば次のように夜るO

0
堤 (早 .)舶 R.)

埠,(R2丹 O(R2)峨 >

(25)

点線は光子,実線は励起原子.のプロバゲージョンをあ らわす ｡ (25)の分母の

HL-Eoは一個の原子を励起したことによってをこる液体の麻子的連動のエネ

)レギーの変化であり,これ-打いずれにして も電子的励起エネ′レギー Q'Oよりず

っと小さいので 〔W0-- Wのばあ-い結べつ として〕無視す るこ●と忙しよう｡さ

ら,VE,◎Oは励起原子が-個 も存在し食い状態であるから
＼

軒 R ,)耳 (R2)◎ .- 6スp 8(Rr R2)◎0 ノ(26)

が成立つbさらに.h恵間藤拝しようとするのは,光散乱のあとですべその原

子は電子的最低状鐘にもどる過程であるか_ら,光子のエネ′レギー変化 p- W - ､/

a･'は散乱の商後にかける原子運動のエネ)Vギー変化にひとし く,al自身にく
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量子液体による光散乱

らぺて無視で きるO こうして, (25)相次のように近似される｡

2好a W84
1T苛∵
(QJo2-Q,2)a)

81人,<◎t･llPk′-k博O>

これに (24)を加えて 即 illouin散乱の散乱マ い Jックスがえ られる｡

立岩 - i筈 8… Wα(叶 <@flpk′_kI@O,
ただし

a(a,-a〔.-(GTo'2]:1
とおい夜O '

(27)

(28)

光子が kJ方向の立体角素片 dfiの中に a)′ - dy とQJ'との間のエ･*)Vギ

ーをもって散乱されて くることの微分断面積は

d2q v2也I′2

dyd̀1､(2露)5C47 -ー1 -
x 8(E了 ED-y)

これに (27)を代入するトと

d12GB

dyd丘1

ただし

∑27rITfbI

8… (芝)4α2(a)S,汰-k′,- ′ '

(29)

-(5O)

a(q･リ)-差憲 <鋸eiHLtpq e~iHLtp_ qI◎O-eiyも (5.)

(50)が中性子散乱のばあいの va′nHoveの式に対応するわけである｡ た
だし光の波長は原子間隔 よりず っと長 く,ここで間藤VTL夜るのは,そのよう夜

長波長の密度のゆらぎによる散乱であるO (50)の特徴は散乱に際して光子の

偏 りが不変をことである｡ これは,この式を轟き出す筋道をみればわかるよう

に,光子が同一の厚子咋よって吸収 ･再放出されることに由来する｡
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光子の偏 りが変化するためには,双極子撃相互作用を通じて,励起状藤が原

子から原子へ移動するちと,つま り励起子的を運勢の可能性を考えに入れる必

要があるO 亘のばあレ㍉ 一見すると (19)着辺の第-項だけ考えればよさそ う

にお もえるがそ うで正恵h o 正しい散乱の式をうるためには,■第二,第三項 も

考える必要があるo これ ら二項按,光励起が夜 くて も,液棒の最低状態に電子

的掛起状藤を混ぜる働 きを･し,こC?電気分極が van a.erⅦ~a-als引力をあたえ
4)

ることはレ､うまで も夜ho

そこで,(19)の一次の効果をとり入れることにし,次のSマ711)ックスで

あらわされる過程を考える｡

∝～ 七

sS- i)Sf dt/ dtlftldt;lH1(I)Hd(tl)Hl(t2)
I

･一〇〇 一一〇〇 ｢二二嗣
i

+.Hl(七)Hl(七2)Hd(t2)､十 Hd(ち)Hl(七酋 (七2･)〕 (52)

右辺の三個の項の各カが次のグラマであらわされるような二個ずつの過程をあ

たえる,～,

ただし波線は (19)の双転子相互作用 awoJを意味し,また波線の両端には
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量子液体による光散乱

適宜 40,サo# をつけて考えるものとす るoた とえば最初の グラフに対応する
Sマ い)ックスを計算し,まえ と同様散乱マ ナ1)ックスとしてあらわせば ･

-i9 4(ww/･,,.･芸∑靭 ･･･dR.e-1̀ k'･Rl~k･R4),pp 25)-

<◎fI+O#(R.)戦 ′rfi.)

X

･.1

(W0-0'-HL+Flo)

(a'.-a-HL+Eo)

Qp#(F2)+o(F2)+o#(F5)Qy(丑5)

媒(R4)鶴 (R｡)l◎O>

ここでも争母の HI/ E｡逐 Q,にたいして無視し, (26)を利用するO 散乱マ

T･リックスは次のようになるC.I

(-i)･汀a2wo4 1

2Vw (隼了W)2
f d Rl d R2e

i(k･FL2-k′･Rl)

x oTIJ}(R12)･<◎flp(Rl)p(R2)掩 o>

同様に鱒二の グラフに対応する散乱マ トリックスを計算す ると,分母の uo-

a,を wQ十a,′芸 Q,o+Wでおきかえた ものがえ られる0 第三,第四のグラフ

に対応する散乱マ トリ.ックスは

打α2a,.4 -I . . 11

･(DW,,て 読 (嘉 +w J)2V

X fdRldR2 el(k･FL2-k′･Rl)JlJl(R12)郵 p(Rl)p(R2"◎ o>

7ta2a704 1ノ■■-′■= 1
2Vw aJo2-QJ2

X fdRl甲 2ei(k･R2-k'.Rl)J上′l(R12)<◎flp(Rl)鴫 )伸 o>

第五,第六のグラフに対応する散乱マ ト1)ックスは･この式の分母にある2㌔

を 2也,o+a,′- a,-～ 2也'Oでお きかえた-ものに脅る｡

以上六個の項の和をとると,
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27" a2(a,)
f dRl dR2e

i(k･R2-k′･Rl)

xJ}′ス(R12)< ◎ftp(Rl)p(R2)ミト◎ O >

∑Ll,)(q)<◎flpk,-q .Pq-k峨 >
= ~1
27tpa'a2(W)

v2 q A A - i

Ll′l(q)-fd苧e~iq ･R gltJ}(A) (54)

('55)の qK関する和の うち,q- 汰,q,- kl'の部分をとり出す と

27r伽a(a))
(na(a'))〔L… (k′)+Lス′l(k′)〕

× <◎ftPk′-kゆ o> (55)

これは Brillouln散乱の散乱 マトリックスにたいする禰正であって,すでに

注意しておいたように, 1にたいして nα～ (a/ro)5のオーダの小さ夜補正

にす ぎをh o

密度のゆちぎを

△ pq〒 i

0 , q= O

pq , qキ 0

と書 くとRaman散乱の散乱マ 1-リックスとして

(a) 27ra'読2(W)

Tfo -i v2 i

∑ JLス}･} (q)

× <◎fl△pk,-q△pq-k伸 o>

がえ られ るO 微分断面積 (29)に代入して

d2¢R

dl/dn ･芝)4(等 や 若君L… (p)L}Jl(q)

(56)

iHLtAPk-pApp-ktexlwwd2-ieiyi-@oIe -iHLtAPk,-qLWq-k伸 ｡,
(57)
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量子液体による光散乱

Brillouin散乱が原子のこ体相関に開係す るの忙たいし,Raman散乱は

四体相関に関係するO最 も簡単浄近似は,液 体諭でよくやられているように,

四捧燕潤 をこ 体相関の横で近似するそ とである.

I

･,<◎DI)eiHL?APk-p△P,-kft i札 tAPk′_q△pq-kI◎O-

≡ 〔8-｡p+Sq汰.k,-p〕<OoleiHLも△pk-,e華 も云p｡-k峰 o>

× <@oIeiHLtApp-k′e-iHLt△pk,-P廟 >
(57)は次の ように近似されることに脅る｡ ?

埜 一芸(≡)4(誓 )′∞dy亘 ;意 x .d･ydfl _∞

･ 〔Ly21(kl.k′)+L招 (汰-kl)Ll,ス何 十k′)〕

× S(汰:k′-k l ,y-V l) S(k l ,y l)

実際間題 として k,k′は大部分の 宰1 陀 くらべそ 小さいから

d2oR -W.4 )/ dリ1fα4(W)､ハ- p- d5kl

Ⅴ/ニW 一二∞ (2,rR)5

Lスヲl (k l)S(k l ,.〟-y l) S(kl,y l)
これは st.ephenのえた鮭巣 と本質的には同じものである O

(58)

(59)

(40)

4.結 論

以上の定式化は,第二量子化の形式を探用した以外は,と く初等的夜話であ

度への拡張 も容易である｡液体ヘ リウムの温度では,いうまで も夜.､く (26)が

いう も成立つから,(57)辛 (51)の相関関数 として,一有限温度のカノニカJV

分布 (ただしハミJVtニヤンは fIL)で定義されたもg)をつかえば よい｡これ

らの拡張については.いずれ別の機会にのべる0
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