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格子模型と対称性

神保道夫 (京都大学大学院理学研究科)

このノー トは (イントロの部分を除き)城崎ワークショップ ｢無限自

由度の可積分系とその周辺｣(1994年6月5日-9日)で話した内容を,当

時修士1回生であった尾崎英司君がまとめてくれたものです.夏の学校の

サブゼミでお話したことと内容的に重なる部分が多いので (実際にはこ

の第 1部を中心に多少背景の説明を加えました),重点領域研究 ｢無限自

由度の可積分系｣レクチャーノー トN0.9から転載し,講義録の代りとし

ます.

1 はじめに

物理現象の理解はまずモデルを作るところから始まるわけですが,現

実的なモデルは大抵は複雑すぎて,何らかの近似なしにそれを解くことは

望めません.しかしたとえばイジング模型などでご存じのように,厳密に

解けるモデルは (特殊なものに限られるとはいえ)系の振る舞いについて

多くのことを教えてくれる点で重要です.この20年ほどの間に,解ける

モデルについての理解は飛躍的に進歩しました.その過程で分かってきた

ことの一つは,模型が解けるということの背後には ｢対称性の原理｣とい

うべきものが働いているということです.たとえば2次元の臨界現象を考

える際には様々な臨界指数が大事ですが,ビラソロ代数という (無限次元

の)リー代数の理論を使うと,それらが見事に分類されてしまう, という

共形場理論についてはお聞きになったことがあるかも知れません.これは

リー代数による対称性が模型の可解性を支配していることの典型的な一例

です.
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講義ノート

この講義では,まず簡単な1次元のスピン･チェインを例にとって,対

称性と固有値の縮退との関係を考えます.ついで,対称性が一見して明ら

かでなくとも,量子群といわれる ｢変形された｣対称性を持っ場合がある

ことを説明します･一番簡単なリー代数 sl(2)の場合に即して,量子群が

どのように対称性としてあらわれ,どのような特質を持っているかを紹介

します.

実はモデルが解けることの背後には,もっと大きな (無限次元の)対
称性が隠れています.可解性の十分条件として,ヤン･バクスター方程式

と呼ばれるものが知られていますが,これも量子群による対称性の現れと

して理解することができます.さらに相関関数の計算などもっと立ち入っ

た問題にも対称性の原理が威力を発揮するのです.これらについても簡単

に触れたいと偲います.

2 Heisemberg模型とその対称性

まず,典型的な格子模型をひとつあげます.それはHeisenbergの模型

です.

格子の次元は何次元でも構わないのですが,各格子点の上に量子的な

スピンが乗っていて,そのスピンが隣同士相互作用しているという,いわ

ゆる磁性体の模型です,ここでは,格子の次元が 1次元のものを扱います.

Heise血berg模型のハミル トニアンは以下の式で書き表されます･

71--∑ui･Jj--∑ (巾 左1+CFC,ty.1+JZq左1)
くi,3') も

ここで,まず和について説明すると,iやjというのは格子の点を表し

ており,(i,i)というのは格子の点の隣同士の組を表しています･格子の次
元が高ければ隣合う格子点はたくさんありますが,この場合は 1次元なの

で隣合う組はiとi+1Lかありません.

次に和の中身ですが,qiというのは(J告qly,Cr27)と3成分を持ったスピ
ンのオペレータです･そしてその相互作用がC,i･C,,.-0-描 +C,弼十g絹
と内積の形で表されているわけです.q㌻(α-I,yorz)の作用は,具体的
には,2×2のパウリ行列 Jαが･･･㊨C2㊤C2㊧C2㊤･･･という空間の上
の i番目にだけ

ILZq
q㌻-- ⑳1⑳Jα㊨1㊤-
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で作用するというものです.各パウリ行列 が は

g2- ( 冒 : ) ,J y- ( 告 .i) ,uZ- ( 三 _01 )

であたえられます.

この模型についてもう少し説明すると,1次元の格子の各点各点に量

子的なスピンがあり,それぞれ独立な方向を向きうる.量子的なスピンな

ので互いに非可換なオペレータであらわされ,その各点に乗っかっている

スピンの自由度をあらわすのが行列になります.各点ごとに独立というの

は,qデがあるベクトル空間のテンソル積のi番目にだけこの行列で作用

するという事です.この場合,行列は2×2で 2自由度あるので,空間と

しては2次元空間のテンソル積を持ってきて考えることになるわけです.

こういったハミル トニアンが与えられた場合,その固有値,固有ベク

トルを求めるということがまず問題になります.ハミル トニアンはエネル

ギーを表し,その固有ベクトルは,系のとりうるエネルギーの確定した固

有状態を表しているからです.

そこで,実際にこのハミル トニアン71の固有低 固有ベクトルについ

て調べてみましょう.まず最初にこの模型のサイズ(chainの長さ)を決め

ます･これをN としましょう･これに周期境界条件,C,蒜+1-qlaをつけて

考えます.この時,Heisenberg模型のハミル トニアンは,2N x2N の行列

とみなせるので,重複度も含めて2〃個の固有値を持ちます.この行列は

エルミー ト的になるので,固有値はすべて実数です.これらを大きさの順

に並べて,eiN)≦- ≦e皇慧)とします･
しかし,このHeisenberg模型の場合,固有値の縮退が起こっています･

つまり,実際に計算してみると同じ固有値がいくつもでてくるわけです･

どうしてそのようなことがおこるか,そのパターンを記述することが第-

の問題になります.

いま,ハミル トニアン71と可換,すなわち,[7L,Ja]-0を満たすオペ
レータJαが(一般に複数個)あるとしましょう.71の固有ベクトル 回 が

固有値 Eを持つ,つまり,叫u)-EIu)であったとすると,

71(JαIu))-lu,Jα日u)+Jα(叫u))-E･Jαlu)

なので,回,Jα伺,Jα(Jβ回)- は同じ固有値に属することがわかり
ます.

実際,この模型では上のような状況が起こっており,以下のような三つ

のオペレータを考えるとハミル トニアン71と可換になります.

J'-∑o†
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J~-∑cr{

J:-∑けl:

ここで,J士-喜(JX土iqy),すなわち,

g+- ( Z t ) ,g- - ( 2 3 )

です.

実は, この模型についてこのような状況が成り立っているのは,あら

かじめ期待できたことです.スピンの空間 x,y,Zを実三次元空間だと思

います.すると,三次元空間での回転というのを考えることができるわ

けです,すなわち,SO(3),ないしリー環のことばでいうと5【2が作用し

てsymmetryがあるのではないか.実際,tJ+などといったオペレータが

ハミル トニアン71と可換になるのは,そのことをあらわしているわけで,

J+,J-,JEについて計算すると,以下の交換関係の式が成り立ちます.

lJZ,J土]-土2J士, [J+,Jl-Jz

つまり,tJ+,J-,Jつはリー環 5【2の生成元と同じ交換関係を満たしてい

て,ハミル トニアンの働く空間は,Sr2の表現となっています.

リー環 5【2の表現については良くわかっているので,これで,いま考え

ているハミル トニアン71の固有値の縮退のパターンがわかります.この

ことについて少し説明しましょう.

3 Heisenberg模型の固有値の縮退と 5【2の表現論

Heisenberg模型のハミル トニアンは先ほど書いたように- ⑳C2㊨
C2㊤C2⑳- という空間上のオペレータと考えることができます.ここ

で,このひとつひとつのV-C2をtJl,Jl,J打が5【2の生成元の表現と
して作用する2次元の表現空間と思います.各J+,J-,JzはこれらJデの
和をとっているので全体の空間V⑳Ⅳ に5【2が働いていると考えることが

出来ます.(このことについては5節を参照して下さい.)

Bl2の表現に関しては,各k∈Z≧Oに対し既約な 5(2のk+1次元表現

がただ一つ定まります([1])･これをV(k)と書くことにします･例えば,2

次元の既約表現Ⅴ(1)というのは,先ほど定義した表現Vです･これらの
既約表現のテンソル積に対し

V(k)⑳V(l)-V(k+I)◎V(k+I-2)㊦･-①V(lk-ll+2)oV(fkJI)
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という関係式が成り立ちます (Clebsch-Gordanの法則).この事実を用い
て帰納的に計算することにより

V⑳N-V(N)OV(N-2)㊦ - ㊦V(N-2)0 ･･･
〟-1

というように全体の空間Ⅴ ⑳Ⅳは原理的に既約分解できます.

ハミル トニアン71と可換なオペレータがある場合,その固有ベクトル

に7Iと可換なオペレータを作用させてもまた,(一般には元のベクトルと

は線形独立な)同じ固有値に属する固有ベクトルになることを前に説明し

ました.Ttと可換なオペレータ(J+,J-,JE)でB【2の表現が実現されてい

ることと合わせると,これは V⑳N のどのSt2既約成分も71の不変部分空

間になるということを意味します.つまり,

V⑳N-O wi:各wiGま既約 5【2表現
i

と分解したときに,どの既約成分 Wiに対しても7tはWiに属するすべて

のベクトルに対し同じ固有値を持ちます(Schurの補題).各Wiに対し71

が持つ固有値をEiとすると,この固有値は dimWiだけの重複性を持っ

て出てくるわけです.

これで,Heisehbergのハミル トニアンの固有値の縮退の様子について

はわかったわけです.実はHeisenberg模型自身は ｢臨界的｣な模型であ

る意味で ｢退化｣した状況になっており,もう少しdeformすると退化性

が消えてわかりやすくなります.それを次に考えましょう.

4 XXZ模型とその対称性

Heisenberg模型のハミル トニアンをその特別な場合として含むハミル

トニアンとして,以下のようなものがあります.

7ixyz--∑(Jaqデ砿1+JyqlyJ.y.1+JIq.fqlf.1)
これは,XYZ模型といわれます.このハミル トニアンも"可積分"である
ことがわかっています.(この"可積分"の意味については後で説明します･

)

しかし,この模型を扱うのは難しいので,ここでは,JC-Jyとしたハ

ミル トニアンを考えましょう･計算の都合上 JX- Jy - 喜とし,さらに

さっきのような周期的境界条件ではなくboundaryterm をつけて,以下

のようなハミル トニアンを考えます.

uxxz-一指 (桝 ,･1.- .△- )･a･(車 瑚
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講義ノート

これは,JデqtT+1の係数とC,ty(私1の係数が等しいので XXZ模型といわ
れます･ちなみに,先ほど考えた Heisenbergの模型はJlTu㌫1,Jty(払1,
g㌘略1の係数がすべて等しいので,XXX模型ともいいます.実はXXZ
模型について,以下のような事実が成り立ちます.

Factl

△ q+q~l q-q-1
IT )a=-~~~7-
2 4

と選ぶと,7ixxzの固有値の縮退の パ̀ターン"は,7ixxx(Heisenberg模

型のハミル トニアンノの時と全く同じ.

今後は,この αと△について,すなわち

板xz--指 l(- +U怖 1･里芋 - )一字 (JIB-gk,

というハミル トニアンの場合について考えます.

まず,ここでFactlの"パターン"の意味と,このことがなぜ成り立っ

かについて考えてみましょう.固有値の縮退の"パターン"が同じといっ

ても,7txxzの場合 △ という係数が奉るため,さっきのように 5【2を生

成するような7ixxzと可換なオペレータがあるわけではありません.た

だ,この模型もq-1では,Heisenberg模型に戻るわけですから元の模型

をdeform したものとみなすことができます.よって,q-1で先ほどの

J+,J-,Jzに戻るようなuxxzと可換なオペレータがあるものと予想さ

れます.

実際には,以下のような三つのオペレータを選ぶと,7ixxzと可換に

なります.

Jq'-∑tl-ii-2ti-1Crl
Jq--∑qlに.11に.1,･-症

Jz-∑qtf

ここで,i,･というのは全体の空間 V⑳N (V-C2)の3'番目に

i-qqL- ( 岩 qo-1)

として作用するものです‥ 確かにこれらのオペレータはq-1で先ほど

の J+などに一致します.
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これら三つのオペレータは,それぞれ chainの長さⅣ を与えるごと

に決まるわけですが,Ⅳによらず以下のような交換関係を満たします.

lJ=,Jqi]-土2Jqi

lJq',Jql-
qJz-q-J=

q-q-1

実は,このような交換関係で定義される代数は,量子群 Uq(5【2)として知

られているものです ([4])･この量子群というのは,リー環 Sl･2(正確には

リー環の包絡環 U(Bl2))を拡張したものになっています.

リー環による対称性だけ考えていては多少狭いわけで,それらを拡張

することで,XXZ模型における固有値の縮退は,やはりその対称性の原
理で説明がっくのです.

7ixxzと可換なオペレータで生成される代数が量子群 Uq(5【2)の表現
になっているとわかったところで,この量子群の表現論についてわかって

いなくては何にもならないのですが,幸いにもUq(5【2)の表現論と5【2の

表現論は "generic"な qではほとんど同じあることがわかっています.

例えば,先ほど挙げた既約表現のテンソル積の分解の法則 (Clebsch-

Gordanの法則)は,この場合もそのまま成り立ちます.よって,全体の空

間 Ⅴ⑳Ⅳ を既約分解した場合の既約要素の数やその次元は全く同じとなり

ます.(もちろん,各既約要素に対する固有値の値は異なります.)これが

Factlでいう"固有値の縮退のパターンが同じ"ということの意味です.

5 Jq',Jq-のexpressionの意味
Jq+,Jq-として,式 (1),式 (2)のような複雑な式を持ってきて,chain
の長さによらない交換関係が成り立っのには理由があります.それをこれ

から説明しましょう.

量子力学では角運動量の保存則というのがあります.先ほどあげた5(2

の J+,J-,Jzというのは量子力学では角運動量のオペ レータとして出て
くるものです.こういったものを二つの独立な stateに働かせる場合,令

成法則があります.それは,数学の言葉で言うとリー環のテンソル積の規

則です.

もう少 し正確に書きますと,リー環 gの表現 (あるいは,同じことです

が包絡環 UBの表現)V,W があった場合,V㊤W にもリー環の表現の構
造を入れることができます.それは以下のようにして行ないます.まず,

表現は

7Tv:g→ EndV,7Tw:g→ EndW
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で与えられているとします.包絡環Ugには△:g∋Xト｣X㊤1+1㊧X∈
Ug㊧Ugという代数の交換関係を保存するような写像があります.つま
り,任意のX,Y∈gに対し,

△(lX,Y]g)-[△(X),△(Y)]Ug⑳Ug(-△(X)△(Yト △(Y)△(X))

が成り立ちます.この △を余積といいます.この余積を用いると

UgA Ug㊧Ug打ViBr EndV㊧EndW

というように,Ⅴ ㊧ W にリー環の表現の構造が入ります.この

A(X)-X@1+1@X

というのは,格子の言葉でいうと各点各点 (この場合は Ⅴ- C2)にオペ

レータが働いている場合,それらの和をとることで,全体の空間(この場

合はV⑳N)に,リー環の表現の構造が入ることを意味しています･Uq(5【2)
では,e-Jq',i-Jq-,i-qJzとすると,.

A(e)-e@1+t@e

A(i)-f@r l+1@f

△(i)-f㊨t

と定義することにより,もとの代数と同じ交換関係 (式 (3)および式 (4))

を満たします.つまり,ひとつの点のうえに ααというオペレータがのっ

ている場合に,それを全体にのばすにはこの規則でどんどんのばしてやれ

ばいいわけです.特にこの場合,例えば

△(2)(e)-(e㊤l+t㊧e)㊤1+t㊧t㊧1

なので,Cの前にはt,後ろには 1がつきます.よって,オペレータJ+な

どはこの場合,Jq'などのように変更することによってUq(5【2)の交換関係
を保存するようにできます･これを言い替えれば Jq',Jq-,Jzの交換関係
はchainの長さによらないということになります.

しかし,ひとつ問題なのはUq(Bt2)の余積はリー環の場合と異なり,チ
ンソル積の順序によります.

つまり,q(a㊨b)-b⑳aとすると,X∈Uq(5【2)に対し

qo△(X)≠△(X)

です.よって,もはや角運動量の合成の時に見られたようなテンソル積の

順序によらないという性質は成り立ちません.
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6 XXZ模型の固有値の記述

固有値の縮退の様子がわかりましたが,基本問題はあたえられたハミ

ル トニアンを対角化したい,つまり,固有低 固有ベクトルを求めたいとい

う事でした.次は固有値そのものの記述について,対称性がどう有効かに

ついて説明します.

しかし,固有値そのものを取り扱う場合,全体の空間の次元はdimV㊥Ⅳ-

2N であり,さらにNぅ ∞ を考えるわけですから,3次元しかない5【･2で

統制しようとすることには無理があります.つまり,無限次元のobjectを

もってこなくてはいけないだろうと予想されるわけで,実際には元のリー

環をafBne化することが必要です.

そこで,まず amneリー環について説明します(詳しくは [2])･

7 Afnneリー環についての予備知識

Afnneリー環といってもここではSt2のanne化であるSTt;について
考えます.

亮 とはだいたいローラン多項式 Clt,｢ 1】の元を成分に持つ行列の作
るリー環と言えます.もう少し正確には

BTt;-5【2㊨Clt,r ll0cc (5)

ここで,Cはcentreの元です.(すなわち,任意のX∈5T,に対し[X,C]-0
を満たします.ここで,交換子はlX㊧tm,Y㊤tn]- [X,Y]㊤tm+n+
m6m+n,otr(XY)･Cで定義します.)

A艮neリー環には,二つの重要な表現のクラスがあります.一つは最

高ウェイト表現で,もう一つは"有限次元"表現です.

●最高ウェイト表現

これについてはあとで説明します.

●"有限次元"表現

これは,evaluation表現といわれるもので,以下のようにして構成し

ます.VというSt2の有限次元表現が

7Tv:5【2-1EndV

で与えられているとします.ここで,亮 の表現を作るには亮 から

EndV-の対応を決めればいいわけですが,式 (5)から亮 の任意
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の元は,X∈Br2 を用いてX㊤tn+C･C(n∈Z,C∈C)という元
の和で書き表されることがわかります.そこで,亮 からsl2-の写

像として,C∋(≠0を固定し,

亡i■i;ヨ
evく:5【2∋X㊨fn+C･CトうXEn∈Bl2

というものを考えます.(いうなれば,tに対して(,Cに対して0を

対応させるわけです.)こうすることにより7Tv｡eV(:ST2→ Vに
よってVに57;の表現の構造が入ります.

巴:コ
これからの話しに出てくるのは,本当は St2の deformationである

(afBne型)量子群 Uq (司ですが,上の二つのクラスの表現はどちらも自
然なq-deformationを持っています.

8 AbelianSymmetry

まず,XXZ模型は,以下の意味で可積分系です.すなわち,無限個の
オペレータのfamily711,712,- があり

[7ixxz,7in]-0をみたします.ハミル トニアン自身 7ixxz-711はこの
familyの最初の元として埋め込まれます.

実はもっと詳しく,[T((1),T(く2)】-0を満たすような行列T(()が

あり,

u-∝(Ei )nlogT(<)f<-1
となっていることがわかります.

このことから,[7txxz,7tn]-0であるだけでなく全ての m,nにつ
いて

[7in,7im]-0

という可換性が成り立ちます.ちなみに,前の場合,ハミル トニアンとは可

換でしたが,それら同士は可換ではありませんでした.これはnon-abelian

なsymmetryといいます.それに対し互いに可換なfamily7in は,abelian

symmetryを与えています.

9 Yang-Baxterequation

次に,Yang-Baxterequation(YBE)について説明します.実は,この

YBEを満たすオペレータがあると,今示したようなabeliamsymmetryの
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familyがつくれるのです.ちょっと天下りになりますが,以下のような行

列を考えましょう.

R(()-

1 i 1(1-(2)q
a-二,b-I
pc' IC1-q2(2'

1(1-q2)(
完7-q2(2

ここで,R(ぐ)は,V-C2として,V㊧Vに作用する 22×22行列と考
えます.このR(()は,以下の方程式を満たします,これが,Yang-Baxter

equationと呼ばれるものです.

R12((1/(2)R13((1/(3)R23((2/く3)-R23((･2/(3)R13((1/(3)R12((1/(2)

ここで,R12,R13,R23はそれぞれ (1,(2,E3でパラメトライズされた Vl㊤
V2⑳V3上に働くオペレーターで,R-∑Ai㊧Biと書いた時に,R12-

∑Ai㊧Bi㊤id,R13-∑Ai㊥id㊧Bi,R2･3-∑id㊤Ai⑳Biとして定義
したものです.

このYang-Baxterequationを使うと,abeliansymmetryの母関数が

得られます,それは以下のようにして構成します.(1,- (Ⅳを固定し,それ

ぞれ全体の空間Vl㊤-･⑳VN(V,I-V-C2)の各V,･に順にパラメトライズ
します.全体の空間にもうーつくでパラメトライズされたVoを付け加えた
( (1 (N

空間V.㊤Vl㊨- ⑳VNに作用するオペレータRol((/(1)- RoN((/EN)
3'ヽ_■′

(Ro,･は先ほどのR12などと同様にR0,.-∑Ai㊤- ㊨Bi⑳- ㊤idと
定義されるものです.)をVo上でトレースをとり,これをT(()としま

す.式で書くと

T(()-trvo(Rol(く/C1)-RoN((/ぐN))

です.これは,Vl⑳- ㊤VNに働くオペレータです.詳しい説明は省略し

ますが,YBEをくり返し使うことによって,このオペレータr(()に対し

T(()T((I)-T(EI)T(() VE,(/

が成り立つことを示すことができます.つまり,このT(()が abelian
symmetryの母関数になります.YBEという隣合う三つに関係するmicro

なabeliansymmetryからglobalなabeliansymmetryの母関数r(()が

得られたわけです.
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さらに計算により,T(1)はshiftoperator

T(1):vEl㊤-㊥vEN ト｣ vE2㊧･･･㊤ vEN ㊤ vEN.1

となり,さらに

T-1(1)TI(1)∝7txxz

となることがわかります.

実は譲のqAeformationであるUq笹)からYBEが得られます･
このことについて少し説明致します.

V(をV-C2のevaluation表現として,VEl㊤ V(｡とV<2㊤ VElを考えた
場合,先ほど注意したようにテンソル積は順序によりますから,一般には

これは同型かどうか分かりません.しかし,この場合は

VC1㊨ V(2ニゴVE｡㊨V(1

となるintertwinerが スカラー倍を除きただ一つに定まります.しかもこ

のintertwinerは(1,C2の比によって決まるので,これをR((1/(2)と書き
ます.この時

R(()-P点(()(pu⑳V- V㊨u)

とおくと,このR(()はYBEの解になります.これはintertwinerが一つ
に定まるということと,VC⑳Vq⑳Vpという三つのテンソル積が既約である

という事実からわかります･すなわち,VE1⑳VE｡㊤ VC3からVE3⑳VC,⑳V(1
-の同型写像を考えた場合,行き方は

V<1⑳VE2㊤V'aA('115)⑧idv<2㊤V(1㊤V<3id@聖 /(3)V(｡㊤V<3㊨VC1A('219 ⑳idv<3㊧V<2㊤V<1

V<1⑳V(｡㊨V<3id⑳聖 /く3)V<1⑳V<3㊨V(2A('115)⑳idv(3⑳V<1㊤VC2id⑳RB /(2)V(3㊤VC2㊨VC1

と二通りあるわけですが([5】),既約性からこの二通りの写像が定数倍を除

いて一意的である(Schurの補題)ので,YBEが成り立ちます･

以上の流れをまとめると

Uq笹)⇒ Yang-Baxterequation⇒T(()abeliansymmetry

となります.

ハミル トニアンが与えられた場合に固有値,固有ベクトルを原理的に

記述する伝統的方法として,BetheAnsatzという方法があります.今示し

たようなabeliansymmetryが根拠になって,この BetheAnsatzがうま

くいくのです.ちなみに,このT(()はtransfermatrixと呼ばれます.
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今までの状況を考えますと,Uq(5TG)というものが模型の根本にある
わけですが,これまでのところ直接的には問題を解くのに役立っていませ

ん･しかし,対称性を支配するも̀のが 坑 (5T2)である以上 これ自身が問
題を解くのに役割を果たすことが期待されます.実際そうであることをみ

ていこうと思います.

10 XXZ模型の固有値,固有ベクトルの構造

これから,〟-∞ の状況を考えたいわけですが,それにはいわゆる無

限自由度の困難があります.まず,"〟-∞ の空間"とは何かをとらえな

くてはいけません.

あるべき姿を探るために,まず △ニー∞ という非常に極端な場合を

考えてみましょう.すると

Ii-古 (uxxz･ const)-去∑ (中 811･1)I

となります.

このハミル トニアンはすでに対角化できているので,自然な basisを

もってくると固有ベクトルになっています.Ⅴ=C2 の自然な基底を
V+,V-として固有ベクトル - ㊤ vEi_H ㊨ ve.･㊧- (vE,- V+ OrV-)を単に

列-ei+lei- によって表しましょう.ここで,latticeの番号づけは都合

上,右から順にしています.

ここに 喜(Jtf+1C,言+1)を作用させると以下のようになります･

吉(qlf+lqtf)vEi.l㊤ vel - VEi.1㊧ vEi (Ei-Ei+1のとき)
- o (Ei≠ Ei+1のとき)

このことから,71-を∑(略 lC,tf+1)とおくと,その固有値 侶ま全て
h≧0であって,その固有ベクトルの形については,

九-0⇔ - 土宇土干- のいずれかのみ

ん<∞ ⇔ - 士宇土- (有限個の乱れ )- 土〒土手-

となります.つまり有限のエネルギー(固有値)を持つのは,(C2)⑳∞の元
のうち上の四通りのいずれかの境界条件を満たすものに限られます.よっ

て,(C2)⑳∞の中に71が作用している,あるnon-trivialな空間があると
考えることができます.これを "spaceofstates",状態空間ということに

しましょう.

一般の △で考えると,BetheAnsatzから固有値の状況は△の領域の

区別で決まることがわかります.固有値はeiN)<-≦el:N)とします.
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●△>1

最低固有値を与える基底状態は

-･⑳γ+⑳γ+㊨ -･

または

-･㊨γ_㊧ γ_㊨ -･

となります.我々の目的は相関関数を計算することです

が,それは基底状態での(真空)期待値をとることです.こ

の場合はその相関関数が△によらず面白くありません.

･IAl≦1

この場合はcritical(massless)といわれ,〟1 ∞ では無
限に多くのiについて

e5N)-eiN)→o

となっています.この場合について以下に述べるような対

称性原理からのアプローチを与えることはopenproblem

です.

●△<-1

この場合はmassiveといわれます.最低固有値は

er)-e(lN)→ O

と二重に縮退していますが,その他については

蕊 (e皇"LeP),o

となっています.(この差をmassgapといいます.)

先ほど考えた △ ニ ー∞ の場合は第三の場合の極限ですから,この

pictlばeは △<-1でも同じであることが期待できます.以下では,この

場合について考えましょう,

△<-1,E-壷 とします･この時の基底状態 (最低固有値を与える
固有ベクトル)匝αC)を摂動展開で求めてみます.

Ivac)-Oo+Efll+E202+ ･･･
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ここで,
…43210-1-2‥.

00--+一十一+-+-･

するとnl,02,- は順に決めることができ,例えば

01-;(-･十一･rll-･･-) (n･,n･1番目の士が逆転 )
などとなります.

そこで,相関関数(ITITr(vac回 Ivac))を求めてみましょう.N を
十分大きいとして計算すると,

(vacfvac)-1+C2N +E4
〟(〟-1)

(vaclc,lZlvac)-1+e-2(N -4)+E4

となるので,
(vac.qllJvac)

(γαC恒C)

+-･

N(N-9)

=1-4E2-4C4+･･･

となります.実は,〟 -∞ でのexactresultが知られています.-1<

q<Oの時△-牢 ,E-豊 とすると

(vaclcrlZJvac)

(vaclvac)

捕∞E=
血
ニ (6)

となります(Baxter).こういった式をどうつかまえるかを次に説明します･

PartI

ll XXZ模型の問題点

ひきつづき,以下のハミル トニアンで与えられるXXZ模型を考え
ます.

1
7ixxz---2∑(巾 左1榊 ty.1+△中 左1)1

q+q-1
2

この模型についてなるべく対称性の原理を使って相関関数を求めたりハミ

ル トニアンをスペクトル分解するというところまでやってみたいわけで
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す･第一部では坑 (ST2)をもってくるとうまくいきそうだという事を示し
ました.

しかし,実際に進めていくに当たっては幾つか問題があります.まず,

△の領域によって全く様相が違うということを注意しました.上で状態空

間とよんだところのものの構造が,△の領域によって全く違うと考えられ

ます.以下では -1<q<0従って△<-1の場合のみを考えることに
します.

さて,∞'chainで形式的に計算すると,Uq笹 )の生成元はハミル ト
ニアンと可換,つまり

lUq(BT2),7ixxz]-0
となることが容易にわかります.これが正しいとするならば状態空間 F

は坑 (BR)の表現空間であることになります･そこで第-の問題として,
表現空間としてのFの構造を調べることが挙げられます.

これについて,どのように考えるか,△ニー∞ の場合にみてみましょ

う.このとき,

u～去∑(鵜 11･1)
よって,Ek-土 として

･･･Ek+lEkEk-1･･･

とすると,発散しないようにするには,境界条件をパラメトライズして

7-07(i･j):Ek-(-)k'i k>Oi,3'-0,1
Ek- (-)A+3- k<{0

となります.これは,q-0の場合を考えているわけですが,qが十分小さ

い場合にはこの状況は変わらないだろうと思われます.

次の問題は,物理的な言葉でいうと ｢粒子｣の構造を決定せよ,という

ことになります.粒子というのはエネルギーや運動量が完全に確定した状

態をいいます.これは,ハミル トニアンの固有状態(固有ベクトル)を考え

ることになります.BetheAnsatzの知見によれば,一般の固有状態に対し

ての固有値は

71は1,-En)-(E(El)+･･･+E(En))は1,-En)

のように加法的になっています.つまり,n-1の基本的な-粒子状態が

あって,それらの粒子がn 個あるような状態が一般の状態と言えます･こ

れは,数学の言葉でいうとハミル トニアンのスペクトル分解になります･

これについては後で触れます.
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d=0

d=1

d=2

d-3 ･･･+-+--｣

･-十一十一+-1

- +-+一一+I

/

＼

- 十一+-++I

/

＼

- 十一+十一+(

図 1:0-pathの図

12 ㍍半分の空間門と最高ウェイト表現

q-OにおけるFの固有状態は(- Ek+1EkEk_1-)のように両側にの

びた列で表されました.これに対してそれを半分で切った列を考えます.

p-(- p3,P2,Pl): Pk-(+,弓

pk-(-1)A+1(k≫0)

このような列のことを "i-path"(i-Oorl)と呼ぶことにします･i-path
の全体は,いわば状態空間の "左半分"になっています.さらに,pathの

次数というのを以下のdegreeoperatorで定義されるものとします,

D-喜墓相 +1- 1) (7,

そこで,i-0の場合に,各 degreeの固有状態を書いてみましょう･+が

多い時には右に-が多い時には左に書くようにして図にすると,図 1の

ようになります.
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d=0

d=1

d=2

d=3 ★ ★

iiZl

VAo

顎i
★

電i iiZ欝

図2:最高ウェイト表現 Ⅴ(A｡)

ここで,7節で説明しなかった最高ウェイト表現について話しをした

いと思います･Uq(司 の最高ウエイト表現は亮 の場合とはどんど同じ
なので,亮の場合について説明します.51;の生成元を

eo- ( 冒 3 ) , e l- ( 出 lo- ( 0. il.1 )

fl-(;:)･ho-C-hl･hl-(:_01)
とします.最高ウェイト表現Ⅴ(Ao)とは,以下で定義されるものです.

ある vA｡で生成される ‥V(Ao)-U(BT2)vA｡
relation:eiVA0-0, h.vAo-vAo, hlVA｡-0,fo2vA.-0,flVA｡-0
これについても次数をfiを 1次,eiを -1次と定めます.(ちなみに,
V(Al)は,この定義で0と1を入れ換えて定義されます.)そこで vA.
から始めてⅤ(Ao)の図を書くと,図2のようになります.ここで,ん を

かける場合には右下に,flをかける場合には左下にいくように書いてい
ます.
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この二つの図を見比べると予想がつくように実は以下の事実が成り立

ちます.i

Fact2∀d>0について

#(次数dの i-path)-dimV(Ai)a

また,V(Ai)の characterformulaはこの場合iによらず

00
x-∑dimV(Ai)did-d=0 ∩,T=1(1-t2n-1)

(8)

です.

よって,各レベルの次元が同じなので V(Ai)は構造としても

･･･@V@V@V+(boundarycondition)～ V(Ai)

となっているのではないかと思われます.これが正しいとすれば,qが小

さいとき収束するような完備化の下で,Uq(57;)の表現として,

V(Ai)eV(Al_i)@V

となっているはずです･実際には,パラメ｢タをふくんだかたちで,

◎(():V(Ai)二㌧V(Al_i)㊤ve

というUq(5T2)のintertwinerが存在します.このようなオペレーターを
(q-deformed)VertexOperatorといいます.

13 数学的な枠組

今まで行ってきた議論は,実はcornertransfermatrixmethodという

考え方に基づいたpictlⅡeです.しかしこれ自身を直接正当化するのはそ

のままでは難しい.そこで,格子模型そのものの有限 latticeの極限と完

全に一致しているかどうかは別にして,理想化された,今までわかったい

ろいろな性質が成り立っているようなモデルを組み立てて考えたいと思い

ます.これからは,表現論を使って格子模型の状態空間を定式化し直して

考えます.
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14 状態空間

いままでのことから,

7 -07(i･j)-71㊤Tt*

f(i･j)-V(Ai)㊧V'(A,I): Tt-V(A｡)OV(Al)

として,これ牢Fの定義として採用します･(本当はqについての完備化
をするのですが以下では省略します.)この上で了､ミル トニアンその他

を構成し,もっともなものができているかどうか検証することにします.

ただし,このように空間を定義した場合素朴にあったlocalな構造- ㊨

V⑳V㊧川 がそのままではみえなくなっています.localstructl汀eの回

復は,vertexoperatorを利用して以下のようにして行ないます.

中(1)⑳id

V(Ai)㊤V*(A,.) 斗 V(Al_i)㊤V⑭V*(Aj)

このようにすれば,右辺の Vの上には localな operatorJlaなどが定義

できます.

15 Vertexoperator

Vertexoperatorについては,今の場合には,以下のことが知られてい

ます.

･存在と一意性 (uptoscalar)

●可逆性

これは,_具体的には以下のようにして構成されます.

@(()-@+(()@V++臥 (()@ V _

ここで,V+,V_というのは Vの基底です.

Oj=(():V(Ai)i V(Al_i)

◎E'(()-◎_E(-q-1()

としたときに,あるscalargが存在して,

g.㊤el(()◎;2(()-6EIE2id

となります.
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●以下の交換関係が成り立ちます.

1 -1 2 1

R l･2( C 1/C2)¢ (C1)◎ ((･2)-(D ((･2)◎ ( ( 1)

この式の意味は以下のとおりです.

左辺 -∑ ◎El(C1)◎E2((2)㊧R((1/(2)(vEl㊧vE2)
EllE2

右辺 -∑ ◎E2(C2)◎El(C1)㊤vEl㊧vE2
E17E2

このvertexoperatorの性質から相関関数などが定義できます.

(9 )

16 真空

今後,時に応じて状態空間に対し

7-71㊨71'竺End(～)

というような見方をします.つまりアに属する各 ｢状態ベクトル｣を"辛

分の空間"71上の Iinearmapとみることになります.この時,基底状態

(あるいは ｢真空｣という)は以下のように定義されます･

tvac)(i)-X一圭(-q)Donv(Ai)

Dは,式 (7)で定義したdegreeoperatorです.

17 ハミルトニアン

先ほど見たように,ハミル トニアンを与えるにはabeliansymmetryの

familyをあたえればいいわけです.そこで,ハミル トニアン自身は母関数

T(く)の微分で以下のように与えます.

uxxz一 宇 Ei logT(く)
(10)

そして,母関数を以下のように定義します.

T(()撃g･∑◎E(()⑳◎_E(()i
E

これは,71㊧71*上のオペレータです,実際,vertexoperatorの交換関係

によって,これらのオペレータが可換になっていることが直接確かめられ

ます.
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18 相関関数

内積を

7∋f,I/に対し(I,f')-tr7t(ffI)

と定義します,すると

(i,(vacfvac)(i)-X-1trv(Al,((-q)2D)-1

ただしここで,(8)の式においてt-q2としたものをxとします.すると

格子点 1に働く行列要素 Ei三,)について

(vacJEi!,'lvac)-9･X-1tr((-q)DOE(-q-1)¢E,(1)(-q)D)

となります･Jli-E尖,ql2-Eili-ELl上の相関関数はこれからわかり
ます.もっと-般に,以下の式が成 り立ちます.

(i,(vacJEi霊,n-鵜 Ivac)(i,-FiiE'1･･･-EnEJn･･･E,1(q'2;-q,- -q,1,-1)
(ll)

FE(li)‥En(I;(1,-(n)-tr(xD◎El((1)- 中en((n)) (12)

となります.このようにvertexoperatorを用いて全て書けるわけです.

ここで,ちょっと補足しておくと,式 (12)は実はq-KZ方程式とよば

れるある差分方程式の解になっています.その理由は簡単なことです.

･xD◎(()x-D-◎(xE)

･交換関係 (式 (9))

･ トレースのcyclicproperty

という性質から,

tr(xD◎(C1)◎((2)-)-tr(◎(xCl)xD◎(く2)-)-tr(xD◎(く2)-◎(En)◎(xC1))

となります.後は交換関係 (式 (9))によって後ろから一つ一つひっくり返
すことでこれが差分方程式を満たすことが分かります.

式 (ll)を使えば,相関関数は計算できるわけですが実際の計算のテク

ニックとしてはbosonizationをもちいることによって,例えば

･vac･qlZIvac,- ng l(諾 )2

というような式 (式 (6))はvertexoperatorからも計算されます.
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19 ParticlePicture

粒子の状態を知るということは,言い替えれば了＼ミル トニアンの固有

値,固有ベクトルをたくさん作りたいわけですが,ここで

中書(E):Vi㊤V(Ai)ぅV(Alーi)‥intertwiner

というものをつくります.これはtypeIIのvertexoperatorといわれま

す･これは同型写像ではありませんが,存在と一意性については ◎(()と

同様です.成分の定義は

せ;(i)u-せ*(i)(vE㊧u)
とします.

結論をいいますと

LEI,A-En)El･･･En(i)-せE･1(El)- せE･n(En)(-q)D onv(Ai) (13)

は,7ixxz(式 (10))の固有ベクトルになります.

20 ハミルトニアンのスペクトル分解

1粒子状態

zE)E(i)-gE･(i)(-q)D
を考えます.

叫 E)e(i)-E(i)IE)E(i)

ここで,固有値 e(i)は楕円関数で表すことができます.重要なのはe(E)

はE-土によらない,つまり,二重に縮退しているということです.(こ

のEによらないことは,一般の式 (13)で成り立ちます.)このことは,

Fのなかに2次元の固有空間があ-てこれが今考えている代数,Uq(57;)

の表現になっていると考えることが出来ます･Uq(5TG)の表現として実は

(鶴 (i))の張る空間は Vf(i)と同型になります･

つまり,Fは既約ではなく,この中に基底状態 CIvac)(i),1粒子状態

vE(i),2粒子状態(Vf(1i)㊤ve(,i))sym,州 といった,表現があるという構造
になっています.

よって,これらをすべてあっめたものが状態空間になっていて,単位の

分解

∞

idF-iSlnE.En,.写=封 豊 -イ纂 18-,･.･,El,En,･..,El"i,(i,;E1,-,en〈El,･･･,Enl
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が成り立つのではないかと思われます.実際,BetheAnsatzのほうからも

そういう事が成り立っのではない かと予想されるのですが,数学的にはま

だその部分の証明はなされていないのが現状です.詳しくは文献 [3]を参
照して下さい,
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