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1 はじめに

“1再Thatis the origin of irreversibility as stated by the 2nd law of thermodynamics?丹 2

“How can one reconcile七he2nd law of thermodynamics with dynamical time reversibility? 

" etc"'Those questions have been asked by many scientists ov，εr the years. And they are 

precisely the questions which were repeatedly asked to me by Ilya Prigog恒久 NovelPrize 

Winner in Chemistry of 1977， when 1 worked at the International Solvay Institute for 

Physics and Chemistry， Brusselsぅfrom1989 to 1993 as one of his postdocs. By that time， 

Physics …his3 School reached an intensive conclusion that， if dynamical resonances occur 
in an infinitely extended systemラ irreversibilitynaturally comes out from the reversal 

system. 

序論1957年のKubo論文などで、線形応答理論が確立すると、子禽から遠く離れた状態、

や非議形応答を扱える統計理論の構築が試みられ、 1960年代までには、 Nakajima-Zwanzigぅ

Moriらによう種々の射影演賞子の方法、 Keldy訟の Green関数法、 Zubarevの非平禽ア

ンサンプル法などで、よく知ちれた理論が提唱されたc しかし、例えば、 Zubarevアンサ

ンプルの正当性、 Keldysh法の収束性の吟味などは行われておらず、非平禽状態辻、平禽

状態に比べ十分理解されていない。近年、特に 2000年以降、数理物理の分野で従来、量

子場や無限に拡がった系の平衡統計力学の研究に用いられてきた代数的方法が、無謀に

大きな複数の量子系と同時に椙互作用する系に形成される非平禽状惑の研究に適用され、

非平衡定常状態、の存在、そのエントロピ}生成の正値性などが示されている。

2 C*代数の方法

通常の量子力学においては量子状態辻 Hilbert空間のベクトルで表現され、物理量は

そのベクトルに作用する Hermite演算子として記述される。しかし、無謀系においては

Hamiltonian はill-de五nedであり、従って、状態の発展譲葬子e-iHtも定義できない。そこ

でHamiltonianを揚に清いずに、局所物理量のみが表に現れるような方法が有効である c

本稿において用いる C*代数による記述はそのひとつの方法である。

2.1 C牢代数の定義
Def. 1 (C*代数の定義)

積が定義された護素謀形空間誌が次の性質を溝たすとき、ヨを C*代数と呼ぶ。

2編集部註:本館辻、 2010年 2丹に田崎秀一氏によって書かれた最後の丈である。

3編集部註:(?)があった。
4舗集部註:(?)があった。
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1.各元Aε o.について次式を溝たすノルム IIAIIが定義され、それについて完備である c

11 A 11とo(等号成立はA=Oのときのみ)

11 cA 11= Iclll A 11 (c三C)

11 Al + A2 11<11 Al 11 + 11 A2 11 (triangle inequality) 

11 AIA211三11A1 1111 A2 11 (product inequality) 

2. o.上に次の性賞を溝たす全単射AEm→A*モヨiが定義される c

(cIA1十C2A2)*=c:A;+c;A;
A特 =Aう (A1A2)率二A;A:

担し、 AI，A2ε君、 ClぅC2E C。

3.ノルムは C*性を持つ。

11 A*A 11=11 A 112 (Aξ 説)

備として、 spinlessfermion、spinlessbosonを表すC*代数を紹介する。

慨 1(spinless f忌rmionのCAR代数)

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

αkを、反交換関採 [αk，αk']+= d (k -k') 1 ，[αた?αk1]+= 0を満たす演葬子とする。但し、
kE Rd、d(k)はd次元デルタ関数および[A，B)十 =AB+BAである。このとき、 d次元

空間上で定義された二乗可積分関数f(k)をち (fεち特Jdklf (k) 12く十∞となる関数)
について、

α叫(炉 Jd枇何dkf*吋げf*仇 p 

とおく G 単位元1およびα(!I)*• . .叫ん)*a (gl)・・叫(gm)の型の有限項の和で在意に近似

される元からなる集合或CARはC*代数となる(これを、単位元1とα(f)から生成される

C*代数とよぶ)。

α(f)は次の性黄を持つ。

CAR1 CjεC，んを与についてα(Cl!I+c2f2) = Ciα(!I)十c2叫ん)(つまり、対応f→a(f)
は反操形である)。

CAR2 [α(!I)，叫ん)]+= 0 

むAR3[α(f1)ぅα(f2)オ+= (f1，ん)10但し、 (f1'f2) = J dkfl(k)ネん(的。
さらに、 11α(f)11= IIfl12 (但し、 IIflb=、/び才))。
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豊里:(CAR1)、(CAR2)は自明。 (CAR3)は、

州ぅα([2)*]+= /ザ枇'11川山，a~，] 十

=/吋品古川仰いう1=日 )1

「禁限系の非平衡統計力学j

(2.9) 

と不せる。 α(1)のノルム辻、 (CAR2)から 0=2α(f)2となることと、 (CAR3)およびC*

性より、

11α(1) 1[4 = lIa(f)*α(f)112 = II(α(f)*α(f))*α(f)*α(f)11 = 11α(f)*α(1)α(f)*a(f) 1I 

= 11α(f)* {(f， f)1 -α(f)*α(f))α(f)11 = (fぅf)1Iα(f)*α(f)11= (1，の11α(1)112

から、 lIa(f)1I= v(1才?と求められる。 品

主:Hilbert空関与について、条件 (CAR1)ー(CAR3)を満たす元的(f)と単位元から生

成される C*代数を2(1とα2(1)と単位元から生成されるな2があるとする。すると、 1対1

かつ上への写像α:2(1→2(2が唯一つ存在して、 (1)α(CIAl+ C2A2) = Clα(A1)十C2α(A2)、
(2)α(A1A2) =α(A1)a(A2)、(3)α(Aつ=α(A)本が成立し(このような写f象aをた同型とよ
ぶ)、全ての 1EQについて a(α1(1))=α2(1)となる [Bratelli-RobinsoピTheorem5ユ5Jo
つまり、 (CAR1)-(CAR3)によ号、 C*代数はけー再聖を除き)一意に定まる。これを

与上の CAR(Canonical Anticommutation Relation)代数と呼ぶ。

傾12 (spinless boson (/) CCR代数)

むを、交換関係[αゎ時J= d (k -k') 1ぅ[αk，ak']= 0を溝だす漬算子とする。但し、 kεRd、

d(k)はd次元デルタ関数および [A，B] = AB -BAである。このとき、 d次元空間上で定
義された二乗可積分関数1(k)Eち(1ε 与件Jdkl1 (k) 12く十∞となる関数)について、

川)三位P(ち{/dkf'山+/何川}) (2.10) 

とおく o W (fr) . . . W (fn)の型の有限項の和で任意に近似される元からまる集合2(CCRは

C*代数とまる(つまり、単位元1とW(f)から生成される C本代数)。

W(1)は次の性質を持つ。

CCR1 f E りについて、 W(-f)= W(f)*o 

CCR2んεちについてW(五)W(12)= e一伽(f1，f2)j2W(fr+ん)。
担し、 (ιf2)= J dk11(k)*ん(的。

さらに、 W(O)= 1" W(f)*W(f) = W(f)W(f)* = 1 (つまり、 W(f)はユニタワー)

で、ゼロでない1EQについて IIW(f)-111 = 20 

-293-



講義ノート

蓋盟:(CCR1)とW(O)= 1は自明。 [AラB]がAおよびBと可換な場合、 eAeB= eA+B e[A，B]j2 

となることと定義よ号、 (CC豆2)が示せる:

W(五)W(ん)

=W(五十ん)ほP(-[jμ品制{ほ川万
=W(f五1+1:んi)e位xp(←一{立(f五lう12)一(ん九ラf五'1)}!4叫)= W(f五'1+}ん2)片ex吟p(ト一i司Im(f五1，}ん2)ν/2号) 

(CCR2)とIm(f，f)= 0より W(f)W(f)*= W(f)W( -f) = lV(f -f) = 10再様に
W(f)本W(f)= 1なので、 W(f)はユニタワーであるつ IIW(f) -111 = 2については後述。
轟

主:Hilbert空間。について、条件 (CCR1)-(CCR2)を溝たす元W1(f)から生成される

C*代数をQhとW2(f)から生成される2t2があるとする。すると、 1対 1かつ上への写像
α:鶏1→2t2が唯一つ存在して、 (1)a(C1A1十C2A2)= C1白(A1)十c2a(A2)、(2)a(A1A2)= 

叫ん)α(A2)"(3)a(Aつ=a(A)*が成立し(このような写橡αをた同型とよぶ)、全て
のfE[Jについて a(W1(f))= Wミ(f)となる [Bratelli-豆obinson:Theorem5.2.8] 0 つまり、
(CCR心情(CCR2)により、 C*代数は(*-向型を!詮き)一意に定まる。これをち上の CCR

(Canonical Commutation Relation)代数と呼ぶ。

Def. 2 (2tの元のスペクトル)

AE2tに対して (λ1-A)の逆元Rλ(A)三 (λ1-A)-l E 2tが存在するような複素数入の

集合をレゾルベント集合と呼び、 γ(A)と書しこのとき、 Rλ(A)をλにおける Aのレゾ

ルベントと呼ぶ。 Aのレゾルベント集合の補集合

(2.11) σ(A)三ア(A)C

をAのスベクトルと呼び、その拡がり

ρ(A)芸 S昭 {I神:λ をσ(A)}

を、 Aのスベクトル半授と呼ぶ。大まかに言えば、 AのスベクトルがAの国有値に、ス

ベクトル半径がAの国有鑑の大きさの最大値にあたる c

Prop.l 

AEQ(のスペクトル半径は p(A)= limη→∞ [!Anl!11ηである。

(2.12) 

(説明)レゾルベントを λの逆ぺきに展開すると、

= ~{1十むAn}

A
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という級数が得られる。複素級数の場合を思い出すと、この級数辻

土ず1izHAiln
iλi fコi八| (2.13) 

が収束するとき、絶対収束する。よく知られているように後者の正項緩数は、 |λ1>(収束半径

の逆数)=limη→∞ IIAnllljnのとき叙束し、 iλiく(収束半径の逆数)のとき発散する。よって、

レゾルベントが存在しない最大の |λ!、つま号、スベクトル半径がρ(A)= liilln→∞ IIAnllljn 

が理解できる。

詳しい証明は以下の通り G まず、 productinequalityから、 IIAn+ml!三IIAmllllAnl1が言

えるので、自然数n(>)mについて、 n= [n/m]m+q (ョ=仏...m-1、[x]はzを越えな

い整数)が或り立つことから

IIAnl11jn三IIAmll法]jnllAql11jn (2.14) 

が成号立つ o nについて上撞摂をとると、 limn→∞[去]/η= l/mより

lim sup IIAnl11jn三limsupIIAmll[封印IIAqllゆ=IIAml11jm (2.15) 
nー→00 n-→00 

続いて mについて下極限を取ると

lims昭 IIAnl11jη 壬liminfIIAmll1jm (2.16) 
nー→00

一般に上極隈は下極限以上で、両者が一致するとき極限が存在するので、 αA三 limn→∞ 11An 11 1/η 

は存在する。替に、 αA ::; IIAmll1jmである。

さて、上の考察より、 p(A)::; aAが言える。そこで、 p(A)くむと仮定すると、むさE

IIAmll1j問、つまり、 1三IIAmll/α究と矛窟することを示そう。まず、 ω三 e2訂/犯を 1のn乗

根とすると、 log(zn-1) = 2:~=11og(z -wk)とな母、これを zで後分すると

さ占=tslog(z-J)thg骨
南道をz/n告して、 l/z→A/λとおくと、

(1一手r1=~会 (1一叫 (2.17) 

ん -kモγ(A)のとき、右辺、従って、左辺は存在する。次に、仮定ρ(A)く何より、任意

のDERについてαAeieE r(A)となる。よって、 αA三|λ1::;αA十1を、満たす入について

(1 一手r1ー (←ト1ト一吉お訂訂r1一→-1卜l卜三寸i培柑訓さ到剖(いト(旧ト(←トト1トい一イωJ4k守ザf
=三 11(入ω-kl_A)-l去同一入)(ω-k1_A)-111 

(2.18) 

に
Jd
Q
d
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f反定より、有界関集合αA ~ IγI :三 αA十 1，まレゾルベント集合の部分集合で、関数?→
11(，1 -A)-lllはレゾルベント集合上、連続なので、 (2.18)式最右辺の上援は有限である。
在意の εについて、 (2.18)式最右辺がε未溝になるようにお =λーむを選ぶ。ところ
で、むの定義から、 ηが十分大きいと、 IIA勺|出く αA+d。よって、 lI(A/λ)η11く{(αA十
0)/(αA十20)γ→O(n→ 00)となる。以上から、結局、

limp-(1-2)-1iド廿|ト -(l-~:r'

吟~pll(l 一手r' ー (1ーを台 (2.19) 

けま協ので~"' 1恥∞111-(1ーをtll=仏つまり、 lim…IIAnll/日。これは、
1三IIAnll/aA_に矛盾する。 .. 

て'し寸d
L
メ

2

に

n
P
2
 

m

E

 

P

A

 
1. Aがユニタワ ~(AAネ = A*A = 1)なら

ρ(A) = 1，σ(A) c {入EC:Iλ1=1} (2.20) 

2. Aが自己随伴 (A=Aつなら

ρ(A) =11 A 11，σ(A) c [-11 A 1¥，11 A 11] ，σ(A2) C [0，IIAI12J (2.21) 

(proof) 

1.について。

まず、 C*性と A*A=1から、

IIA
n
n
2 = 11 (An)* Anll = 11 (An-l)* A*AA

n-1
11 = 11 (An-l)* An

-111... = H111 = 1 (2.22) 

よって、前の Propositionから

p(A)=JEZ|lAnil1/ねっさzhl (223) 

が分かる。同様に、 ρ(Aつ=10 
次に、 A-l= A*が存在することから、。ぎ σ(A)かつ入チ0のとき、

(λ1-A-1) =一入A-1G1-A) 問
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となるので

(λ1_A-1)-1が存在しないベi1-A)〉存在しない 同

が言える。よって、 σ(A-l)= σ(Aつ ={λ11/λεσ(A)}o 従って、入三 σ(A) なら、 i入I~

p(A) = 1かつ 1/1入i三ρ(A*)= 1、つま号、 σ(A)c {入:1入1=1}。
2.について。

まず、 C*性から

IIA
2n 
11 = IIA*2
n
-
1 

A
2n
-
1

11 = IIA
2n
-
1

112 =・・・=IIAI12n (2.26) 

よって、スペクトル半径の公式より

ρ(A) = lim IIA勺11/2九 =IIAII (2.27) 

となる。

次に、 IIA/(21IAII日1=1/2く 1よ切、土江十A/(21IAII)の逆元が存在する。よって、

K=(叫 (2.28) 

とその逆元は定義できる。 A*=Aであるから

K*=べ(ぐ一心請品品rrr一 (いt任1÷E品品品告告告rr)ト=べ十(ぐ←一→叫4
=(←i江1+ E奇品副i合合缶剖合告缶却rr)( 一→叫i

1-K = 2i (ι品r (2.30) 

の逆元が存在し、

A = 2i11AII(1十K)(l-K)-l 

これよ号、

(A -2illAII T7¥ 
入1-A={λ÷24HAil}{-K)(1-K)-1

¥十2illAII --) 

となるので、 Mσ(A)は活指iiεσ(K)と同憧である。よって、 1よ号、

|λ 一部1111i=1件、
入+2illAIII -.... 

つまり、 σ(A)c Roこれと ρ(A)= IIAIIより、 σ(A)c [-IIAII， IIAII]o 

(2.31 ) 

(2.32) 

(2.33) 

ゥ，
a
Q
d
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さらに、 (λ1-A2) = (ゾX1-A)(v11 + A)よ号、 λισ(A2)は、v1Eσ(A)または
-VAEσ(A)と同値である。よって、土ゾヌモ[一¥lA¥1， ¥IA¥¥]件。三 λ三lIAW¥つまり、
σ(A2)ζ [0，IIAII2]0 .. 

i主:W(f)をCCR代数を定義する演算子とするとき、 Il1-W(f)11= 2を示す。まず、 Uをユ
ニタワーとすると、 IIUAU*II~ IlulllIAllllulI = IIAlloよって、 IIUAU*II三11U*UAU*UII= 
IIAII、つまり、 IIUAU*ll= llAl10さて、入Eσ(W(f))とすると、 W(f)はユニタワーなの
で入=♂と表せる。このとき、

Wl=W(=i(B +πLf) 
L - "  ¥ Ilfll~ J} 

とおくと、 W(f)の性質から W1W(f)W;= -e-ilIW(f)となるので、

2 = 1-{-e一円}三 σ(1-W1W(f)W;) 

がいえる。よって、 2三ρ(1-W1W(f)W;) = 111-W1W(f)W;11 = 111-W(f)11。也方、
!日-W(f)11三11111+ IIW(f)11 = 20 .. 

Def.3 

AEQtが自己髄伴でそのスベクトルが正の実数の部分集合であるとき、正値であるという。

Prop. 3 

1.昌己斑拝金Aが正値である必要十分条件は1I1-AIIIAIIII~ 10さらに、自己随伴なA
が111-Ajj三1を溝たすなら Aも正蓮である。

2.正値元A1A2と、正の実数ClC2について、 CIAl"CIAl十C2A2は正値である。

3.任意の自己随伴な元Aについて、 2つの正笹元A土が存在し、 A十A_=0、A=A+-A_
が或り立つ。

4.Aが正鐘特 A=B*Bとなるような B豆諸が存在する。

(proof) 

1について

Aが正値ならσ(A)C [0ヲ11AII]なので、 σ(l-AIlIAID= {入:IIAII(l-λ)εσ(A)} C [0，1]0 
よって、バ1-AIIIAID = 111-AI1IAlIII三10
逆に、 σ(A)= {λ: 1ー λIIIAIIEσ(1 -AI!lAII) Cト1ラ1]}C [0ぅ211AIIトよって、 Aは正
f直;である。

さらに、 111-AII< 1なら σ(A)= {λ: 1一入を σ(l-A)C [-1ぅ1]}C [0，2]となるの
で、 Aは正値である。
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2について

Cl > 0なので、 σ(CIAl)= {λ:λ/Cl三σ(A1)}C {λ:入/ClE [0ぅIIAlll]}= [0， cIIIA111] 0 
よって、 CIAlは正龍で為る。他方、 Aj'ま正龍なので1より 111-Aj/IIAjllll三しそして、
p = cdAlll/(ClIIAlll-トc211A211)とおくと、。くFく1かっ

よ号、

CIAl十C2A2p二L+(1-p)一一=IIAll1 '¥- r/IIA211 

1ーやII-;.lll+(l-p)"-/，， ~I 叫1-11 ~\ 11 + (1一州一 |三1(2.34) 111 -{P II~:II + (1 -p) II~:II} 11 ::; p 111-"~:，， II + (1 -p) 111 -"~:IIII IIAIiI '¥- Yj IIA211 J 11 _: y II~ IIAllll1 I ¥- Y! II~ IIA21111 

よって、 CIAl十C2A2/(cIIIAlll十c211A211)、従って、 CIAl十 C2A2は正檀である。
3について

Ixlく1のとき、一般2項定理よ号、0"て王=1-E~=1(2n -2)Ixn/(22n-l(n -l)!n!)。
ここで、 0::;Zく1で1-x三ε-xとlimn→∞{logn-E工il/k}が存在することから、

2217L!=岩(1- 去)三話/2 叫(~ヂ
を満たす正数Kが存在する。よって、工ヱェ(2n-2)!/ (22n-1作-l)!n!)~土収束する。よっ
て、 IICII三1のとき、

ι(2n -2)!Cπ11ι(2n -2)!IICIInι(2n -2)! 、 11く、、く、、 ¥L_I→o(NぅM →∞)土Z22π-l(n-1)!η! 11 土Z2h-1(n-1)!η!-tz門知-1( 
となるので、次の萩数は~でノルム収束する。

ι (2n -2)!cn 
D(C) = 1-) : 告 22n-l(n-l)!n! 

Jfて言の一般2項展開よ号、

品 (2n-2)!xn ，(ι (2n -2)!xn ¥ 2 1-x=1-x-2ちι+1ち，_. -r-- ， 
t:22n-1(η-l)!n! ' ¥会122n-l(n-l)!n!J 

となるので、

/忌 (2n-2)!C丸、2
D(C? = (1 -) ~ ro')~~~: f.. ""J'~ ， .， ) ¥士122日 (η-l)!n!ノ
=1-2す (2n-wn+(千 (2n-2)!Cηγ 
た122n-1(η-l)!n! ' \~ 22n-l(n -l)!n!J 

(2.35) 

ふ (2n-2)!C筏 ι(2n-2)!cn 
(2.36) 告 22n-l(n-l)ln! 告 22n-l(η-l)!n!
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さて、 Aが正檀なら、 1より 111-AIIIAIIII三1となるので、

B = IIAII1/2 D( 1 -土}
¥- IIAII) 

が定義できる。また、 Aが自己随伴なのでBも自己斑拝となり

/ Ll ，， 2 / Ll " 

B*B = B
2 
= I\ AIID{l ー~) = IIAII{l-l十二:11)= ¥ - IIAII) W~II ¥ - - I IIAII) 

治宝いえる。

さらに、

(2.37) 

(2.38) 

111 -"A~1/211 くむ2n-2)! fo i = ¥1'2-1く 1 (2.39) 
IIA11山一明~ 22n-l(n _ l)!n! v ー

なので、 BIIIAII1/2、即ち、 Bは正檀である。そこで、 BをAの平方根と呼びB=ゾ互と
記す。特に、自己随伴なAについてA2は正値なので正龍元ゾ五五が定まる。これをは!と

記す。

さて、自己随伴なAについて、 A土=(lAI土A)/2とおくと、題意を満たすことを示そ
う。 A=A十一Aーは自明。 lAIはAと可龍交換な 1-A/IIAIIの級数なので、 Aと交換す
る。よって、

4A+Aー =C1Al + A)(IAl-A) = A2十AJAI-IAIA -A2 = 0 

次に、 A土が正笹であることを示そう。どちらの場合も関禄なのでAーの場合を考える。

An = nA=-(l十nA=-)-l

とおくと、

なので、

IAIAη =A-Anぅ A_Aη - A_ = -A_(l + nA=-)-l 

IIIAIAn -A_112 = 11A_(1 + nA=-)-1112 = 11(1十nA=-)-lA=-(1 +ηA~)-lll 

三/1(1十nA=-)-lA=-1I11 (1十nA:_)-lll= ~111 -(1 + nA=-)-lllll(l十nA=-)-ll1
η 

1十ηA:_のスベクトルは [1，っ0)に含まれるので、 (1十nA:_)-lおよび1-(1十nA=-)-lのス
ペクトルは [0，1]に含まれる。よって、上式右辺は1/η以下で、 lirnη→∞IIIAIAn-A-11= 0 
となる。他方、

IAIAn = (IAlll札
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は正値なので、

11 1 -土11 く 111-iAIん I+II~AI4 一目立 11+ IIJAIAn -A-1 
IIA_II ¥¥ -= ¥¥- IIIAIAnI111 ' 1I111AIAnll IIA_IIII I 11 IIA_II 1 

11iiIIAIAn -A_II 一一一1illllAIAnll十 11 A 11 → 1 (n→∞) IllAIAnl1 IIA-1I1 

よって、 Aーは正債である。

4について

Aが正債のとき、 A=B*Bとごとることは 3の証明の過程で既に示した。逆に、 B*Bは

自己随伴なので、 3より B*B=C-D、CD=Oを満たす正檀元CヲDが存在する。この

とき、

-(BD)本(BD)= -DB* BD = -D(C -D)D = D3 

右辺は正量元Dの3乗なので、左辺も正値で忘る。よって、 σ((BD)*(BD))C (一∞刈

逆に、自己随伴元8，Tを用い、 BD= 8+iTと表すと(つまり、 8= {(BD) + (BD)*}j2、
T = {(BD) -(BD)*}j(2i)とおくと)、

(2.40) 

(BD)(BD)* = (8 + iT)(S -'-iT) = S2 + T2 + i(TS -ST) =一(BD)*(BD)+ 282 + 2T2 

右辺は正鐘元一(BD)水(BD)、2S2、2T2の和なので、左辺は正植である。よって、在意の

負数入く Oについて、 (λ1-(BD)(BD)*)-lが存在する。ところが、

(λ1 -(BD)*(BD)) {1 + (BDγ(λ1一(BD)(BD)*)-l(BD)}=λ1 

よ号、 (λ1一(BD)*(BD))
-1
の存在が分かる。よって、 σ((BDγ(BD))C [0ヲ∞)。以上か

ら、 σ(D3)=σ(一(BD)*(BD))= {O}となる。実数λについて、 ω=ε21fij3と置く持、

入31_D3 = (入1-D)(λω1-D)(λw21-D) 

で、 Dは自己誼伴なので後半の2因子は営に逆を持つ。よって、入31-D3が逆を持つこ

とと λ1-Dが逆を持つこと辻同憧で、 σ(D)= {入 ER:入3Eσ(D3)} = {O}となる。結

馬、スベクトル半径の公式より IIDII=0 と去る。ゆえに、 BネB=C~土正信である。 .. 

2.2 2(における時開発展

C*イ℃数による方法では直接分布関数を扱わないため、 Heisenberg描像で時開発展を考

える必要がある。そこで立における時開発麗議算子ちを次のように定義する。

Def.4 (時罰発展の定義:強連続なた同型群)

AうBEQ(に立すして

1.η:Q(→Q(は線形写像で η(AB)=η(A)η(B)，η(Aつ=巧(A)*を溝たす。(九向型)

ー
よハU

円

J
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2. 7t+s (A) =巧九 (A)ラアb(A) = Aう鮮の性葉)

3. li訟 s-*t117s (A)一η(A)[1 = 0ぅ(強連続性)

Prop.4 

qをQ(上の強連続なた同型群とすると、 7t(1)= 1かつ 117t(A)11= IIAllo 

(proof)まず、 7t(7_t(A))= Aより、

アt(l)= 7t(1)η(7_t(1)) = 7t(17_t(1)) =乃(7_t(1))= 1 

さて、 AEQ(を自己随伴とすると、入巴 γ(A)について、 (λ1-A)-lが苓在する。よって、

(λ1ー乃(A))7t((入1-A)-1)=η(λ1-A)η((λ1-A)-1) =巧((λ1-A)(λ1-A)-1)=η(1) = 1 

が存在する。よって、入 Er( 7t(A))である c逆に、入 Er(アt(A))まら

に t((λ1ー η(A))一引入1-A)=仁 t((入1-7t (A) ) -1 )ア:_t(巧(入1-A)) 

=口((入1ーち(A))勺 1ーη(A)))=吋ト1

より、 λEr(A)。よって，r(A)= r(ち(A))、つまり、 σ(A)=σ(η(A))となり、 IIAII=ρ(A)= 

p(η(A)) = IITt(A) 11が言える。 Aが自己随伴でない場合辻、 IIAII2= IIA* AII = IIT(A* A)IIこ

117(A)*η(A)II = 117t(A)1I2から、 IIAII= 117t(A)11が言える。.，.

Prop.5 

強連続なた需型群7ミについて、Q(の調密な部分集合D(d)で定義された線形演算子6が存

在し、 Aε D(めについて

11η(A) -A I:fA¥11 
~ II'/-\~~~ ~~ -d (A)II = 0 (2.41) 
t→011 t ' '11 

が成り立つ。ドメインD(的で定義された 6のを 7tのgeneratorと呼ぶ。さらに、

i 1 E D(舟かっ d(l)= 0 

ii A、BE D(d)ならばABεD(d)でd(AB)= Ad(B) + d(A)Bが成り立つc

iii A E D(のならばA*E D(d)でd(A)*= d(Aつが成り立つc

(proof)集合D(めを

D(ト{九三:f∞伽ーへ(A):α> 0， A E m は任意~ (2.42) 
l U JO ) 

と震こう。まず、 D(d)が穂審であることを示そう。在意のAEmについて強連続性から

111 r∞ 1 r∞ I~. • 11 II r∞ds _ 1_ _ '"  . _ 11 
IIAα-AII = 11 ~ 1 dse-sjα九(Aト~ 1 dse-sjαAII = I11 ~U e一山{アs(A)-A}II 

I1αJoαJO  11 IIJoα11  

= 111
00 

dse市

ヮ“ハリv
qδ 
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実際、任意のf>Oについて、 MをJ:dse-sく ε/(41IAII)となるように選ぶと、 ηの強
連続性より臼を十分小さくとると SUPoくまくαM IITt(A) -AIIく ε/2とでき、

IIAα-AII三["dse-'II九s(A)-AII 
rM r∞ rM 

三Jodse-SIITas(A) -AII +ん dse-s21lAllくLbe11く ξ
が言える。つまり、 D(めは2lで稿密である。
さて、 Aα 三D(d)について、

f∞ds _I~ ， .， (∞ ds 言-8 '"  -1-1_， . t (1 _ (1ーが
叫ん)= I ~~ e-SjαTs+t(A) = I =eτ アs(A)= etja Aa -: I dse号以Tts(A)

Jo α Jt a a Jo 

なので、

(2.44) 

Ilrt(Aうーん-与AII= 11e'1εdげ抑ιtザ加九/片ん1α仁寸一1ナ;γ一仰ん一i辺[dSゐS汗匂叫(件仲A
三1=tJα-:-什11附 ifdsPii%は)-AII 

+ill-fdJillAii→o (t -+ 0) ロ
そこで、 AaE D(のについて

仏)三i{Aα-A} (2.46) 

とおくと、明らかに 5i土線彰で、

~rt(ぺ~A" ~ d(A，，) 1 α-8(Aα)11 = 0 

が成り立つ。

さて、 7三(1)= 1から

ョ Ilrt(l~ ~ 1 ~ 011 = 0 

(2.47) 

(2.48) 

となるので、 (i)が成立。また、 AヲBED(めのとき、

11叩 j-AB~ {d(A)B + Ad(B)}11 -{d(A)B十 Ad(B)}11

111it(A) -A η(B) -B  A ~I n¥ 11 
= '" ~\~ ~~ ~ ~ Tt(B) -8(A)Tt(B) + 8(A)乃(B)-d(A)B + A 'L\~ ~ ~ - A8(B)11 

<; 11ち同一 ち(B)一t A 一 引削制叫叶A)II"叩胡州制)1日11十11附川i伊阿仰附附6引刷刷州(件凶凶A局A)I引1IIITt(B阿仰q叫世(伊件B

→o (t→ 0的) (ロ2.4却9)

q
d
 

A
U
 

つU
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よって、 (ii)が成立。 AED(めなら、

i巧(ri-A*jillη(A);-A*lI'b\~~ ~ ~~ _ o(A)*11 = 11'cV~J L ~~ - o(A)*1I 

11 Tt(A) -A ¥:1 ;1 ¥ 11 
= 11' b\~ ~~ ~ - - o(A) 11 -→o (t→ 0) 

よって、 (iii)も或立Q " 

偶 3(spinless fermion (J)自畠時開発展)

2tCAR上の写像7fを次式を満たすた同型として定義する。

相 f))= a伊丹=/ dk (eiw"f附 ak
ただし (eihotf) (;均三eiWktf (めとした。すると、 generator~主

品川=/州ぬf(k))* ak三仇f)

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

となり、 α(f)E D(oo)であるにはJdklLぬf(k) 12く∞でなければならない G これから、
伊neratorが誕全体では定義できないことが分かる。因みに、上記Propositionの証明中

に出てきた α(f)αは

α(ル=fdk(1fzjlk
となる。

倒 4(s予inlessbosonの自由時間発展)

QlCCR上の写{象Tfを次式を溝たすた向型として定義する c

ザ附)) 三 奴叫叶pベ(古封(υ/d必k(門何門tγf刑(扶伺叫k叫)
= w干(ヤe♂t耐 f) (但2.53吟) 

ただし(宇ε4仇h勾Oポ吋tγf乃)(悼k)=ε♂ωω拘kγ(股伺k的)とした C

Prop.6 

Ttを強連続なた同型群とし、 v=vキ EQlを自己槌伴ごと元とする。このとき、乙を次の讃
分方程式の解とする。

r， = 1 + i ]0'心(v)
すると、 (i)rtはユニタリーで、。i)rt+s = rtTt(rs)かっ向。

Tr (A) = rtTt(A)r; (¥1 A E Ql) 

(2.54) 

(2.55) 

A4 
A
u
 

q
u
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は強連続なた向型群とな号、 Tfのgenerator5vはVA E D(8) (8はηのgenerator)に対
して定義され

8V (A) = 8(A) + i[V， A] 

が成り立つ。

(proof)与えられた護分方程式を逐次代入すると

日-1十il' dST，叫ザ吋L九1附 2例

+ooo+in1' 吋sn托V}hkdゐ仏仇S九仏ηト一→1 Jff勾〉2dS角机叫叫1円九川九~叫1(庁川川(σ何附川V円V)Ts凡九TS2(V) 九~悶ぷグ(σ件γ
が得られる O この無限級数が存在し、さの連続関数であれば、これは、積分方程式の解で

ある。ところが、 11Ts1(γ)・・・Tsn(V)1I三IITs1(V) 11. . . IITsn (γ)11 = IIVllnより、 t>Oのとき
対応する絶対綾数は以下のように収束する:

1 + 111' dST，叫÷ 十 111'主吋h~〉〉dゐ仏S九η一→1 Jf2叩竹h川九~叫2(♂川(仔例V刊) 丸ω州(σ何叶γ円川サ)11+ 
三1+ l'かかかt〉}}dゐ剥山S副l

三1 十l' 叩 |同+ 十l' 吋〉 一41Jff匂~2〉dお向判州川S釘叫叫11汁市IIV庁V円IInη叫十
= 1 +t IIVII十 十二IIVlln+...=εIlVlltく十∞ (2.58) 

tく Oの場合も再様に収束するので、 (2.57)はノルム奴束し、護分方程式の解となる。
さて、 (2.57)の右辺は Zについて額分可能で為 V)"t按分すると

(2.56) 

ごlrt=iF日(V) 及び JZE;=一向(v)r;dt -v --v -v ¥ - J ，~~ - dt -t 

を満たすことが分かる。よって、

d ，_  _"'  dr+__ _ dr干
ニ(問)=」F;+Fz一ーム =irの(v)r;-i巳Tt(V)r;= U dt ¥ -.-L / dt -L • - V dt 

よ与、 rtr;= ror~ = 1。逆に、

三(r;rt)= -i[Tt(V)， r;rt] 
dt 

より

r;rt -1 =イdt[Tt山 ;rt]=イdt肌恥-1]
従って、 t>ü のときは R1 (t) 三 J~dsllr:rs -111とおくと、

dR1(t) IIn*n ~ 11 /' rt .1.L11 r _ ITT¥ n*n  ~lll _/ "IITTII rt 
す一 =IIr;rt -111 ::; Jo dtII[Tt(V)， r;rt -1]11三211VIIJo d押 t-111 = 21IVIIR1(t) 

F
D
 

A
U
 

つd
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が成り立ち

e-21|Vlit e-21Wilt dRdt) 2例主
く一一一IIf;乙-111=一一一目一一-5e-3iiνIltR1(均一 211VII11-'-t.L L .....11 - 21lVII dt 

=fdsi{e-2iiviSRI(s)}=fdse-211γ叫坐(s)_ 21IVIIR1(s)}ω (2開
ん s ん l ds 

-11 - 11 --.L¥ -/ J 

つまり、 r;rt= 1が得られる。よって、じ辻ユニタリーである。

次に、 mJKO=1と

ilrFh=ir;F山汚+s(V)
dt 

(2.60) 

より、

恥=1十 i
1'
ρ主))d夜t山叫♂ザl'主吋、知M叫 1( 
+... +in l'吋らdtn-1 JZ2hむ附判2(V)"，Ts十九(V)十
一 1 十i1'叫乃九叫叩制1(庁川川(σ例川V竹刊)リ)+ザa吋21"夜lTs(Th (庁(σ附V
十 十inl'言吋〉
一九(か1十 iイl'dt，T，川1印η
十十inl'吋tvtR-1fa町内2(V) . . . Ttn (V)十)
一九(rt) (2.61) 

つまり、 F叶t= fsTs(fふ
最後にァ{(A)三 rtTt(A)r;が、強連続なえ向型群であることを示そうoTrは明らかに
線形である。そして、

Tr(AB) =巳η(AB)r;=f市 (A)ち(B)r;= rtTt(A)r;r日 (B)r;=ァ{(A)Tr(B)

Tr (A*) = rtTt(A
牢)f;= f市 (A)寸;= (rの(A)r;)

キ

=TtV(A)* 

つま号、 TYはた向型である。そして、

ァ{(T;(A))= fの(rsTs(A)f:)r;=巳η(fs)η(九(A))ち(f;)f;

=f町F日tι(

より、Trは群で、
11ァ{(A)-AtI = 11ft乃(A)r;-AH 三Hft(η(A)-A)r;11 + IIftAf; -Af;1I + ~IAf; -A¥l 
三I!Tt(A)-AII + IIAlIllr; -111 + IIAIIl!じ-111-→o(t→ 0) (2.63) 

随qd
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より強連続でもある G さらに、 AE D(d)のとき、ノルム収束の意味で

ァ{(A)-A rtTt(A)r; -A n Tt(A) -A n* ， r t - 1 A n* ， A r; -] 
γ=Ft  t r;+-7AF;+Aよ「

→d(A) + iV A -iAV = d(A) + i[V， A] (t→0) (2.64) 

が成り立つ。但し、 t→Gで、 11(ち(A)-A)jt -d(A)11ー-+0、11(rt - l)jt -iVII→0とな
ることを用いたc よって、 7fのgeneratordVは、 dV(A)= d(A)十i[V，A]である。 .. 
系が自律的に変fとするだけでなく、外からの操作によって変化する場合を考える必要が

ある。このとき、系の時開発畏は時間に抜害する摂動を受ける c この発農を記述するた向

型写橡を考えよう。

Prop.7 

Ttを強連続なた向型群とし、 V(t)= V(t)* E ~乱をノルム連続な自己随伴元とする。このと

き、 rt.sを次の積分方程式の解とする。

レ l+il叫 1，STh-S(V仇))

すると、 (i)rt，s はユニタリーで、 (ii)1づい =rωTiI-s(r仇)かつ向。

ァζ(A)三 rt，sTt-s(A)r;.s(¥1 A ε~) 

辻九同型で、 Tt~(A) = Tt~，s (Tt':tl (A))かっ ¥lAE D(めに対し

去二(A)= TG (d(A)十i[V(川)
が成り立つ。

(proof)前同様、毅数

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

レ 1+247zlt或nfh-zf2am-s阿川町2))..， Ttn-S(V(tn)) 
(2.68) 

が存在し、 tの連続関数であれば、これ辻、積分方程式の解である。ところが、

11乃l-S(V(む))ー.. Ttn-S(V(九))11三11巧1-S(V(t1))II...11九 -s(V(九))11= K(t， st 
(担し、 K(t，s)三 SUPS<T<tIIV(ァ)11)より、 t>sのとき対応する絶対綾数は以下のように

収束する:

1+ 会III 仇 l~dt η - 1 fffb〉2〉hd夜向州hιtむ仇川1市九九巧九Ttl-一s(府刑仰(V何仰V町印(伊山t

壬1+ 主会K川 l 
=1+子K(t，S)ntn e削減く十
十予 =ε 、 く十cxコ会1n!} 、

(2.69) 
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tく 0の場合も再様に収束するので、 (2.68)辻ノルム技束し、護分方程式の解となる。

さて、 (2.68)の右辺i主主について議分可能であり、機分すると

d 
_:;rぃ=ift，8Tt-S{V(t)) 及びーr;.8= -iTt-s(V(t))可sdt.LC，8 -U.L.t，8'C-S¥' ¥vJJ /~'J dt.Lt，8 

を満たすことが分かる。よって、

Ji(FMriJ=tEぃTt-S(V(t))r;，s-irt，sTt-s(V(t))f;，s = 0 
dt 

より、 rt，sf;，s = r s，sr;，s = 10逆に、

よ与

竺(r;，srt，s)= -i[Tt-s(V(t))， f;，srt，s] 
dt 

r;，Srt，8一 1=イ批伶[Tt比η1一訓
従つて、 T三t>sのときは R1(時三 Js

t
dt'llr;f，srtf，s -111とおくと、

dR1(t) Iln* n "1 11 _/ r づ「 = i陀i庁町ER2ん 一寸11μi巳三サL夜4叫叫叫，11[肝II[Tt日出恥I[Ttf-杵hηηTtf-s匂一寸-s(V
三江川l'dt'IIf~"rt'" -111 = 2K川帥)

が成母立ち

e-2K(T，8)t .._， .. e-2K(T，s)tdR1(t) -" -2K(T_sit IIr;，Sft，8 - 111 = 一一一く e-2K('1'，S)tR1(t)
_c 2K(Tぅs)11-t，s-'-，Io ~1I 2K(T，s) dt -= 

= f d ド…R，(t')}= lρ夜船前r乍γい円門一-2K剖2江民K民…(
つまり、 r;，8ft，S= 1が得られ、 rt，sがユニタワーであることが分かる。

次に、 RIft，sikh=1と

より、

JlrlsrM=iELSEU乃-s(V(t))
dt 

(2.70) 

山昔ωs戸=~2会t♂《ηf仇吋fR)〉瓦ιLd占仇ιdtn-1九仏hηト叫一→1〈fトト2〉h夜dtlTtlι1円凡乃九Ttl-一川河凡)Tt2-sγ戸一づs川 η丸叫一λF訓川川川V引印叫川(存仇削t九ωη斗)
=斗1十
雲吾宮
inηfかd説吋t

=九TSl-8(1一
= ア九S1一s(ftお81) (ロ2.71り) 
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つま均、 rt，s= r S1 ，s TS1 -S (r t，S1)。
続いて、

ァζ(A)三 rt，sTt-s(A)r;，s('i A E Ql) 

が*ー詩型で為ることを示そう。 TLは明らかに線形である。そして、

Tt~(AB) = rt，sTt-s(AB)r;，s = rt，s乃-s(A)巧_s(B)r;，s
=r 

アL(A*勺)= rt，巧一s(A*勺)r;，s= rt，s乃_s(A)*r;，s= (rt，sTt-s(A)r;，s) * =ァL(AY

(2.72) 

なので、ァζはた向型である。さらに、

Tt~，s (ァι(A))= rωアtl-S(r出 Tt-tl(A) r;，iI) r;1，S 
= rt1，STi1-s(rt，tJTi1-S (TtーはA))ち1-s (r;，t} ) r;1 ，S = r t，s Tt-s (A) r;，S =ァL(A)(2.73)

が成り立つ。これと、 Ft?t=1を利用すると、 VAE D(めに対し

4九以s(A許凶A幻)ト一ア込心Lμ(凶A心) _V (14五ふιh弘μ，
=乞~ 1 I = T.. 角~ I I ι，S 

¥ h l'  ~，8 ¥ h J 

/ アh(A)一 An* ¥. _ V (n A rU 一 1¥ 打 (r乙t十h九ω?兵主一 111¥
=7究久Ms(いE乙t山+
→ γL (符何s引(A)片)+ア:Li(←一tはAV(宇t))+ T，乙(存iV(与t)A) (h → 9叫) (伶2.74劫) 

つまり、

か(A)= T~(削)+ i[V(州) (2.75) 

が成り立つ。但し、 h→ Gで、 II(Th(A)-A)jh -8(A)11→ 0、II(rt+旬-l)jh-iV(t) 11→ 0 
となることと写像A→ァζ{めが連続であることを用いた。，.

2.3 C*代数上での状態

さて、これまでは可観割量からなる複棄代数、 C*代数の構造を見てきた。可観測量は

観瀕毎に様々な値をとり、状態によって、その確率が異なる。よく知られているように、

確率変数の生起確率を知ることとあらゆる次数のモーメント(可観灘量のべきの平均値)

をしることと同等である。従って、各可観測量の平均を知れ江、状態がわかることにな

る。そこで、 C*代数2(上の「状態jω を次の性賞を持つなかち複素数Cへの写像として

定める。

Def. 5 (状態の定義)

A，B E 2(ぅ仏βECに支すして

Q
U
 
ハ
vqo 
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1.ω(aA十βB)=ω (A)+βω(B) (:報開主)

2.ω(A*A)さo(.正笹註j

3. w (1) = 1 C規格化)

を満たす写像を状態と呼ぶ。性葉 1は、和・スカラー倍の平均が平均の和ースカラー倍に

なることを意味し、性寅 2~立正の植をとる可観器量の平均が非負であることを、性質 3 辻、

いつも 1の債をとる可観測量の平均が 1であることを表している。

Prop. 8 (状態の性質)

iω(A)* =ω(A*) 

ii Iω(A* B)I三vω(A*A)ω(B*B) ( Cauchy-Schwarzの不等式〉

iii w(A* B* BA)三IIBI12ω(A*A)

iv Iω(A)l壬!lAII (ωの連続性)

proof 

(りについて:状態の正値性よ与、任意の覆素数入について

ω((A+入l)*(A十入1))=ω(A*A) +λ*w(A) +λω(A*) + I入12

は実数。よって、 Im(λ*ω(A)十λω(Aつ)=0となる。この式で、入=1、λ=iとすると、
それぞれ、 hω(A*)= -Irnw(A)、Reω(A*)= Reω(A)が得られ、 ω(Aつ=ω(A)キとなる。
(ii)について:再び状態の正値性よ号、任意の複素数λについて

。三ω((A+λB)*(A十λB))=ω(A*A)十Yω(B*A)十λω(A*B)+ Iλ12ω(B官)

ここで、 tを任意の実数とし、 λ=む(A*B)*ととると、 (i)よ与 ω(B*A) =ω(A*B)*とな
るので

。三 ω(A*A) + 2tlw(A官 )12+ t2Iw(A* B)12ω(B*B) 

これから、右辺の判別式は非正でなければならない:

むさ |ω(A*B)14 -ω(AネA)lω(A*B)12ω(B*B) 

ω(A*B) = 0のとき与式は明らかで、 ω(A*B)チ0のとき |ω(A*B)12三ω(A本A)ω(B*B)を
得る。

(iii)について:

111-(1-評)1ド唱し1
-310-
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なりで、 1-B官 IIIBlf2E mは正笹で、 1-B*BIIIBI12 = B'*B'を溝たすB'が存在する。
よって、正値性より

( I n' A ¥ * n' A ¥ . I A * nJ* n' A ¥ . I A * A ¥ W(AネB*BA)。三ω((B' A) * B' A )ω(A* BJ* B'A) =ω(A*A)-ii ni19(2.75)  

よって、 ω(A*B*BA)三lIBII2ω(A*A)。
(iv)について:(i)を用い、 (ii)でB→1とした不等式、 (iii)でA→1、B→Aとした不
等式を用いると

Iw(A) 1 = Iw(Aつ|三♂ロヨ)::; VifATI2 = IJAIJ 
を得る。 轟

Ou 5 

~を nx η行列からなる C* 代数とすると、上記のように定義した状態ω に対して、正檀

かつ官(ρ)= 1を溝たす行列pが存在してω(A)=官 (ρA)と表される。

(proof) 

正規直交基底を leuベj= 1，2，'・1η)とすると、 Aは次のように展開できる。

A=乞αijlei)(ejl (2.77) 
~J 

よって

ω(A) =玄角川lei)(勺1) (2.78) 
tJ 

となる。

そこで、 pを次のように定義する。

P三乞ω(1eiJ (εjl) Jej)(eil. (2.79) 

%J 

このように定義したとき

町叫叫M凶州A) = 苛 [ 写PP叫咋(川iドe
一 写矛苧α叫匂叩M叫川ij糾糾川jμ州川ω叫叫(仕i

が成立している O ここで壬(lej)(eiIA)= (eilAleu =α討を用いた。明らかに A=lのと
き、 Tr(ρ)=ω(1) = 1。以下、 pが正信行列であること、つま与、エルミート有列で毘

存f直が全て非負であること、を示そう。まず、 pL=吋lej)(eil)* =ω(Iei) (ej 1) =ρ'jiよ母、

句、

u
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ρ辻エルミートである。よって、対角北することができ、その富有量は全て実数である。

的を固有笹、 iψ'Uを対hちする震格化した国有ベクトルとする :ρIrpj)=的|伊j)。すると、

Irpj)(rpjl三Q{.は明らかに正値なので、 ω の正値性から、国手i~産が非負であることが分かる:

。μ(Iyu(向1)= Tr (plrpj)(則)=μjTr(1叫(め1)=的 E
これまで繰り返し述べてきたように、 C*代数のアプローチでほ、 Hilbert空間を排絵し

てきたが、状態を決める震に Hilbert空需が導入され、 Hilbert空間の性質と状態ωの性

質が強く関係している。この出発点となるのが、次の Gelfand-珂aimark-Segalによる定理

である。

Prop.9 (GNS表現)

立を Cホ代数、 wを状態とする cすると、 Hilbert空間舟ω と、その元日、2fから巧ω上の

有界演算子の集合怒挽ω)へのた同型写橡九が存在し、

ω(A) =(0，九(A)立) ('1A E Qt) 

5)w = {九(A)む:A E Qt} (f!は5)ωの巡毘ベクトル)

(2.81 ) 

(2.82) 

が成立する o (2.82)右辺のパ}は、 Hi1bert空間のノルムについて閉包をとることを意味

する。

Hilbert空間、た向型、ベクトルの組(巧ωグ山口)辻 C*代数2fの(ヨ3(月ω)の元としての)

表現を与える。これを GNS表現と呼ぶ。 GNS表現は、ユニタワー変換を除き一意的に定

まる。

(proof) 

2つの元A，BE窺について、 ω((A-B)*(A -B)) = 0のとき、 ArvBとすると、関

係 rv~玄関笹関採になる。そこで、 AE 2fを含む再寵類を x[A] と示し、

力。={x[A] : A E 2f} 

とおく o5)0に、和・スカラー告を clx[A]+ c2x[B]三 X[CIA+ C2B] (Cl，白は複素数〉、内
積をい[A]，x[B])三 ω(A*B)で定める。

この定義は代表元の選び方によらず、 (γ)は内積である。まず、 NEZ誌を ω(NホN)=0

を満たす元とすると、 Cauchy-Schwarzの不等式から、 iω(N*A)I三y'w(1V*.N)ω(A*A)= 0 
となることに注意する。 A'、B'をそれぞれx[A]、x[B]の加の代表元とすると、 A-Aべ
B -B' ~土、前記の N にあたる。よって、

ω((CIA十 C2B-CIA' -C2Bγ(CIA十 C2B-CIA'一白B'))
=c;ω((A-Aγ(CIA + C2B -CIA' -C2Bう)

+c;ω((B -B')*(CIA + C2B -CIA' -C2B')) = 0 (2.83) 

つ白1
i
 

つd
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より、 c1A十C2BとCIA'十C2B'は同じ詞値類に麗し、 clx[A]+ c2x[B]は代表元によらず
に定まる。また、

ω(A'* B') =ω(A* B) +ω((A' -AγB') +ω((B' -B)* A)* =ω(A*B) 

より、 (x[A]ぅx[B])も代表元によらない。さらに、

. (x[A]， x[A]) =ω(A*A)と0

(x[A]， x[A]) =ω(A本A)=0ならばArvOから x[A]は巧ωの零元x[O]に等しい 0

. (x[A]， x[B])* = w(A* B)* =ω(B* A) = (x[B]， x[A]) 
• (x[C]ぅclx[A]十c2x[B})=ω(C*(c1A十匂B))= CIW(C* A)十C2ω(CホB)

= Cl (X[C]， x[A])十C2(X[C]，x[B]) 
なので、("・)~ま内積である。

持。をノルム Ix[A]I三 V(x[A]， x[A])について完鵠北したHilbert空間を巧ωとする。 AE2{
について、九(A)x[B]三 x[AB]と定めると、九(A)はS:lw上の有界演算子に拡張できる。

実際、 ψ 三 sjω とすると、点列 {Bn}~二1ζ 2{が存在し、 limπ→∞ Ix[Bη] 一 ψ1=0 となる。

この時、

!九(A)x[Bn]一九(A)x[Bm]I = Ix[A(Bn -Bm)]I =十((Bη 一Bm)*A叫 Bn-Bm)) 
三IIAII十((Bn-Bm)*(Bn -Bm)) = IIAlllx[Bn} -x[Bmll→o (幻ぅm→∞)

つまり、点列 {x(Bn]}~=l は S:lw の Cauchy列となり、収束する c 極限を九(A)ψ と記そう。

写像ψ→九(A)1tは明らかに線形である。そして、

!九(A)x[Bn] I = Vω(B~A* ABn) ::; IIAII V'ω(B~Bn) = !!Alllx(Bnll 

でη →∞として、!九(A)ψI~.IIAIIIψ| を持る。つまり、九(A) E 93(力ω)。

このとき、写後AE2{→九件)E 93(巧Jはた河型(却ち、線形で、九(A)ネ=九(Aつ
かっ九(A)九(B)=πω(AB))になる。

このことは、次の関保から分かる:

ー九(cIA十c2B)x[CJ= x[c1AC十C2BC]= clx[AC]十c2x[BC]= {Cl九(A)十C2九(B)}x[C]
. (x[B]，九 (A)*x[C])= (九(A)x[B]，x[C]) = (x[AB]， x[C]) =ω(B*A*C) 
= (x[B]， x[A*C]) = (x[B]ぅπω(Aつx[C])
・πω(A1)九 (A2)x[B]= X[AIA2B] =πω(A1A2)x[B] 
ここで、口 =x[l]とおくと、 {πw(A)口:A E m} = {x[A]: Aε羽}=巧。より、 Qが巡

回ベクトルであることが分かる。さらに、 (0スω(A)O)= (x[l]， x[A]) =ω(A)も或り立つ。
最後に、別の表現(巧ふπLIZつがあるとする。これが(角的九，D)とユニタリ一変換で結
ばれることを示そっ。写f象 U: S:lω →Sj~を

U(九 (A)O)=弘(A)O'(VA E鶏)

ー‘

っdつ、.U
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と定義すると、 {πω(A)O: Aモ窺}はSJωで著書密なので、 UはSJω全棒で定義できるcさ

らに、

(U*(弘(A)O')，1rw(B)O) = (1r~(A)町(九(B)O)) 

= (1r~(A肝心B)O') = (0'， 1f~抑制)σ) = (0'ス~(A*B)O') 

= w(A* B) = (0， 1rw(A官)口)= (九(A)O，1fw(B)O) (2同

よ切、 U*(く(A)O')= 九(A)O。よって、 Uの定義と組合せ、 UU*(π~(A)O/) = U(九(A)O)= 
九(A')O'かっUキU(九(A)n)= Uキ (1f~(A)n') =九(A)nを得る。つま号、 Uがユニタリー

であることが分かる。さらに、

U*π'~(A)U九(B)O = U*1r~(A)π'~(B)n' = U本元(AB)O'=九(AB)n=九(A)九(B)n

から、 U*1f~(A)U= πω (A) も言える。 .. 

GNSの定理によ号、 C*代数を Hilbert空間上の有界演算子として表すことができる。そ

して、その蔀分集合の性質によ均、状態を持数村けることができる。このために必要な概

念を 2つ説明しよう。

Def.6 (von Neumann代数)

Hilbert空間SJ上の有界演算子の全手本君(丹)の部分代数加について、

VJ1' = {αE a(巧): [a，b1三 αb-bα=0 ¥{b E 9Jl} (2.85) 

を奴の commutal話、(銃')'= 9Jl"を bicommutantと呼ぶoVJ1" =奴を溝たす代数を von

Neumann代数と呼ぶ。

Prop. 10 

C家代数2の状慈ωに関する G1VS表現を(角的九ヲn)とすると、

強三{九(A):¥{ A E Qi}/(=九 (Qi)"と記す〉

はvonNeumann 1t妻支となる。

(proof) 

一般に、代数加の元はVJ1'の元と交換するので、9Jlc放ヘこれから、部"と交換する
元が全て加と交換することが分かるので、 9)1111C 9)1'が分かる。他方、最初に示した関係

で鰐→9Jl'とおくと、勿γc男tfllが得られるので、 9Jl'= 9Jl'"となる cゆえに、 9Jl"=鋭仰

これから車ちに(九(灯)"=九(Qi)九九(Qi)"が言える。 品

A
宮
司
1
ム

内
〈

U
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Def. 7 (factor) 

C*代数Qiの状態ωについて GNS表現を(力ωヲ九ラロ)とし、奴=九(Qi)"を付随する von

Neumann代数とする。9)1と9)1'の双方と交換する元が単位元 1の複素数信に限る、つ

まり、

部内野t'= {c1: V C E C}( = C1と記す)

となるとき、状態ωはおctorで、三うると言う。

2.4 平衡状態 -KMS (K ubo-Martin-Schwinger )状態ー

C*代数が記述する無限量子系に、カノニカル分布やグランドカノニカル分和に椙当す

る状態、を導入することができる c まず、解析的金元から定義しよう。

Def.8 (解析的立元)

σtをC*代数Qiで定義された強連続な九再型群とする。複素直内の領域Aニ {z:IImzlく
λ}とf入上で定義された関数f:1.入→Qiが害在し、

ωt告す実数のとき、 f(t)=句(A)。
(ii) zειについて、次の橿設がノルムの意味で存在する(強解析性)。

lim [(z+的-f(z) 
h→o h， 

の条件が或与立っとき、 A~ま叫に対して解析的であると言い、 f(z) =σz(A)と記すo

Prop. 11 (解析元からなる調密集合の脊在)

任意の司について、全複素平面で引に対し解析的な完全体の集合Qiσは、引の下で不変

なた部分代数でかつQiで穂密である。

(proof)まず、 A，BE Qiσとすると、 Cからなへの強解析的な関数f(z)ぅh(z)が存在して、
任意の実数tについてf(t)=円(A)、h(t)=σt(B)が成り立つ。このとき、複素数Cl，C2に
ついて、 clf(z)+ C2h(Z)、f(z)h(z)、f(z*)家は、強解析的で、

clf(z)十C2h(Z)Izヰ =clf(t)十C2h(t)= Clσt(A) + C的 (B)= σt(CIA + C2B) 

f(斗h(z)Iz=t = f(t)h(t) =同(A)司(B)=σt(AB) 

f(z*)*lz=t = f(t)* =σt(A)* =σt(Aワ

つまり、 CIA十C2BラAB，A本 EQiσであり、Qiσlまた部分代数である。加えて、

Ilf(z + h) -f(z) _I _.¥ 11 I¥J \~ ，.v;_ J \~J - g(z) 11 = 0 
h→011 tJ， - ， '11 

(2.86) 

F
h
d
 

q
d
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とすると、

一州斗)11=叶s( h 一作桝川)ウ)11恐~II~卜円門九叫吋州s(ぷ訓(げ例恥f六(

曳11伽 1一作削) [ ¥ I -g(z)11 = 0 
つまり、 σs(f(z))は強解析的で、 σs(f(t))=σs(σt(A)) =σt(σs(A))。ゆえに、 σs(A)E ~σ 

とまり ~σ が σ 不変であることが分かる。

次に、調密性を示そう。任意のε>0とAE¥互について

Aξ主に会戸
とおき、この元が引について解析的であることを示そう。 cから京への写壕f(z)を

fヤ)= r∞iLe一(s-z)抑制
.I_∞'¥!7rξ 

とおしすると、 je-(Sーが/E21= expト(82-28Rez + Rez2) j♂]より、右辺の讃分は収束し、
読の元を定める c 同じ理由で、

f∞ d8 2(8 -z)ー(ザ1E2
制=ム声。 ε ~S-Zr/E~l7s(A) 

も壌の元で、不等式lea-1ーα1s 2:二。!αi叶 2j(n十2)1三E二二。IαIn+2jη!= Iα12etαiを
科用すると任意の複素数zについて h→ 0で

Ilt ( 寸 -f い~ -9(zlll ドi川11にι 去去お;ゴ{γJffrhM怜穴~{μ汽行?ケゲs七?アナ:了プナz吟作)ト一一寸イg引(z柿)片川11トiト=→ili Z 一→lト一 ε許2 z)}寸Lλ九(凶A) ) 

fOO ∞ dお8 I凶2払駅ぬル九叫怜{いいsト一吟山凶→_h2 2制h引(8一z斗)一hが2 h2引i川|ε 与ζ
i っ雪~leεr---1ー っ -'~')II~τ_.IIIι(A) 1l 
.1_∞'¥/7託 1 E~ E~I ! rι 

壬IhlllAl1ι去{J2(8ナヘp(I~h(87) ーペ)十占}leーザ|→0
を得る c よって、 f(z)は強解析的である c そして、

f∞ 21_2 ，，， r∞ d8 _2 

f(t) = I ヱ三e一(S-t)2/E2l7s(A)三 j --e-d/E2σω(A) =向日J
J-∞ゾ長 J_∞〉宕ε

つまり、 AEは引の解析元で、 f(z)=σz(AE)である。
次に、任意の AE~について、

Bn三 ηに去ε刊 s(A)

po 
τ
2
4
 

つd
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とおくと、 BnE Q(σかっ

11 r∞ ds _2 ~2 ~ >.  ， • _ 11 11 r∞ ds _2 _ . _ 11 
IIBn -AII = Iln 1 ~;;e-n~s~ {σ却-A}II = 111 ~;;eつのIn(A) -A}ll 

iリ1 .1 一一.∞ Vi孔r -11 tLl 一∞ 、¥17πr -. -1江i 

三ι 会会e札/片バ川狩バ(
よつて、Q(σiはま 2窓立でで、寓密であるo .. 

Def. 9 (KMS状態)

引を強連競争え同型群とし、Q(σをσtについて複素平面全体で解析的な元全体のなすた部

分代数とする。ノルムについて調密かつσ不変なQ(σのた部分代数が客在し、その任意の

元AうBについて、状態、ωが条件

ω(AO"iβ(B)) =ω(BA). (2.87) 

を満たすとき、 ω辻グにおける σ一KMS状態と呼ばれる。

倒 6(者限次元の場合)

Q(を nxn行列からなる C*代数とし、 H= H* E Q(を震いて σs(A)= eiHs Ae-iHsと定め

ると、 βにおける σ-KMS状態、つま与、 ω(Aσ静 (B))=ω(BA)を満たす状態辻、審度行

列p=ε一間/Z(Z = Tre-βH)で表されるカノニカル状態である。

(proof) 

まず、前述したように、 ω は密麦行列ρを用いてω(A)= Tr(pA)と表されるcσtβ (B)= 
fβHBeβHであることと K問S条件から、

Tr(伸一句esH)= Tr(pBA) 

でなけれぜならまい。 H=H*よ号、 Hは実国有値hj(j = 1・・・η)を持つ。対応する固

有ベクトルを !ψ'Uとし、 A=I軌)(ψ'jI、B=[ψk)(ψdとおく。すると、

(引|州f的 j-hl)ら =Tr(pAe一句esH)= T巾BA)= (内Iplψ心Oil

となる oj = k.. i = lとおくと、 (ψdplψl)εβht= (内Ipl内)eshj= (定数)となるので、
(ψIlpl~心eßhl = l/Zとおける。さらに、 j=kとおくと

。-βhj
(的!抑-s(hj-hl)= (ちi州ゐ =8守 ι

つま号、(向Ipl'l!¥)= Oil e一角ljZが得られる。また、規格イヒ条件Trp=Eje一角jZ= 1よ
り、 Z= Eje-βhjとなる。よって、

一一 ρ一βhl 一一。-βH "， βH  

p = ) ~Iψz)('l/Jllp同)(仇1=) ~ Iψ1)8iZ:__ー(仇1=) ~ ~I'l/Jl)(ψd=~ -' 
ケケ Z ケ Z

月

iつd
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制 7(Spinless FermionのGrandCanonical分布)

α(f) = J f(k)*αkdkから生成される CAR{i:数2lCAR上でた同型@およびた向型の強連続
群σsを、それぞれ9(α(f))=ーα(f)および

山トJe-is(Wk吋刷、kdk
で定める。但し、ム μは温度の逆数と化学ポテンシャルである。。ー不変さと(つまり任意

のAについてω(9(A))=叫A)となる)-1での σ-KMS状惑を ωとすると、

I det iω(α(fi)*α(g])) L ~. . / (n = m) 
ω(α(日本・・・α(fn)*α(gm)・・.a(gl))= < l'  '''"/ WJII  J 1白台 (2.88) 

10 (nチm)

ここで、

f 五(k)gj(k)*
ω(α(灯 α(g]))= J dk;β同一μ)+1 (2剣

一般に (2.88)の関係を満たす状態辻準吉白状態と呼ばれる。

おおまかに言えば、このKMS状態ωは、密度行列pcxeβ(HーμN)(万、 Nは、それぞ

れエネルギー及び詮子数)で表される状惑に相当する。

(proof)まず、十合大きま IklについてG(k)= 0となる関数G(k)を選ぶと、全てのsξC
に対してe一般(均一μ)SG(k)*は2乗可積分であ号、の(α(G))が定義できる。つま号、このよ
うな α(G)はσsの解析元で、持に次式が成り立つ:

ι叫叫山i(か(伊附α

f担旦し、 G(k的)=εf一イβ(胤ω州k一μ尚)G(k的)である O よって、十分大きな引について Gとごとる関数fに
対して、 K立S条f牛と正準反交換関係から

ω(α(f)*α(G)) =ω(σ-i(α(G))α(f)*) =ω(a(δ)α(f)*) = (δ， f)一ω(α(f)*α(己))

つまり、 ω(α(丹、(G+δ))= (ιf)を得る。この関節ま在意のf，G三hについても成立
する〈γ十分大きな Iklについて0となる関数fの全体はちで穂密)。
在意のgEちについてG(k)= g(k)/(l +ε一β(ωk一同)ε ちかっG(同十G(k)= g(k)となる
ので

n./!¥ r _ng(k)*e-β{ωkーμ) ./!I1_ ¥ r J L f(k)g(k)* 
ω(α(f)*α(g))=(G，f)=j dkl十ε一伽一μ')f(k) = .J dら同一内i (2叫

次に、 n=O、m= 2l (l = 1，2・・・)としよう。上と同様にして

ω(α(g心・・ .a(g2)α(G)) =ω(σ-i(α(G))α(g2l) . . .α(g2)) 

=ω(α(δ)α(g況)・・・α(g2))=ーω(α(g2l)・・・α(g2)α(δ))

Q
O
 

つd
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が得られるが、この式でG(同十G(k)= gl (k)とおくとω(α(g2l). . . a(gI)) = 0が示せる。
援素共役をとるとω(α(glト・位協l)*)= 0も得られる c
続いて、 n+ m = 2l (l = 1，2， .. . )とすると、 η十m-1は奇数なので、

w(α(f1)* .・・叫ん)な(gm'骨・α(g2)α(G))

=ω(σ-i(α(G))α(五)*...a(ん)*α(gm)・・・α(g2))

=ω(α(δ)α(h)* .・・α(fn)*α(gm)・..a(g2)) 

= (G，h)ω(α(f2)* .ーーα(fn)*α(gm)・・・α(g2))

-w(α(五)、(Gト..a(fn)泡(gm)毒..α(句9必ω2心)

=2:(ト一1)が)j一l官(Gδ?ゐんが)ω吋(α(則五日)* 叫ん)*α(gm)…α(g2)) 
、ーー四ーー~回目白ー-
α(fj)*を除く

+(-l)nw(a(JI)* .・・α(fn)*α(δ)α(gm)・・・α(g2))

=玄(-l)j勺δゐ)ω(a(h)* 叫ん)ネ匂m)ー伽
叫ん?を除く

ー ω(α(f1)*.・・α(fn)*α(gm)・・・α(g2)α(G))

この式で、 G(k)十G(k)= gl(k)とおくと、 (Gうん)=ω(α(Ii)*a(gl))なので、

j=l 

ω(α(f1)* . .叫ん)*α(gm)・.. a(gl)) 

=乞(-1)j-1w(α(ん)ホα(ω)ω(.a(JI)*. . . a(fn)*α(gm) α(g2)) (2.92) 
j=l 

叫ん?を除く

が得られる onく mの場合、 (2.93)を操り返し使うと、 ω(α(f1)*. . .α(fn)*α(gm)・・・α(g1)) 

がω(α(gkJ..・α(gkm-n))= 0の一次結合で表され、。になることが分かる。 n>mの場合

も同様に 0となる。 η=m=2の場合には

ω(α(f1)キα(12)*α(g2)α(g1)) 

=ω(α(h)*α(gl) )ω(α(h)*a(g2))一ω(α(12)本α(gl))ω(α(11)*α(g2))

= det (ω(α(1れ(gl)) ω(α(目、~g2!!) 
い(α(12)*α(gl)) ω(α(12)*α(g2))J 

となり、 n=m=k-1で与式が或り立っとすれば、

ω(ミ(h)*.・・α(lk)*.α(gk)・.. a(g2)) (2.93) 

a(fj )*を韓〈

od 
q
u
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は行列式det{叫α(fi)*α(9j))}凶 J三kの(j1)余冨子ムj1の(-l)j社倍となるので、 (2.93)から

ω(α(五)*. . .叫ん)*α(9k)・・・α(91))

=乞(-1)j-1w(α(ん)泡(91))ω(~(!I)*叫ん)*α(9k)" .α(92)) 
j=l 

a(ちγを捺く

=LW(叫ん)*匂1))ムj1=相{ω(α(初、(釧}国 (2.94) 
jニ1

が得られる。よって、環納法により n=mの場合の与式が証明される。

最後に、 n+mが奇数の場合;こ辻、 Wが@不変なので、

中 (h)* α砧州(仔仏ωiん刈η寸J)y本、α《肌(

= ω (8(いα(f五却U川1)*川)*つ)...8叫的(いα(f，んμ川川nρJ川)*η本つ)8吋的州(い似α叫(住叫叫m)乃)...8的州(い似α叫(臼ω凶釦記叫川1))リ吟)リ) 
ニ(-1)貯 mω(α(日本・・ .a(fn)*α(gm)・・.a(91)) 

-ω(α(h)*・・ .a(ム)*α(9m)・・・α(91))= 0 轟 (2.95) 

偶 8(2つの部分系が異ttる温度、北学ポテンシャんを持つSpinlessFermionの状態)

いたわαkl)..'}= d>..>..Ir5(k -的、いたわαk')..'}= 0を満たす沼減演算子αkλ(入=1，2)を用い、

α叫吋州(げ的f刀)ト=午引jμf>..(持川k
とおくと、 α叫(f刀)から生或される C* 代数~c位AR とする O た向型@およびた同型の強連続群

むを、それぞれ8(α(f))= -引のおよび

(手/1ム(山

のい(f))=引円
で定める。但し、品、仰は αた入で表される系の逼度の逆数と化学ポテンシャルである。。一

不変な -1でのσ-KMS状態を ωとすると、

I det {ω(α(fi)*α(gj)) L _. . _ (n = m) 
ω(α(f1)* . .・α(fn)*α(9m)・季・α(gl))= < l ¥ '''"/ WJ  11  ) 凶 3壬n F (2.96) 

10 (nチm)

ここで、

ザ一÷
仏
一
似
g
一一一kz
 

λ

一JM
L
一が
z
k
 
d
 

f
i
j
 

玄
λ

一一n
y
 
α
 

ぷ
れα
 
ω
 

(2.97) 

おおまかに言えば、この KMS状態ωは、密度行列po正e-:Lλβλ(Hλ一μλぬ )(H)，'o Nλは、

それぞれα払で表される系のエネルギー及び粒子数)で表される状態に相当する。また、

この命題の証明は前の部と同じなので省略する。

-320一
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Prop.12 

引を強連続なた向型群とし、何について護素平面全体で解析的な元からなるた部分代数を

2{σとする。

(a) ß における σ-KMS状態 ω 辻 σ-不変である。つま号、任意の AE 2{ および sεR~こ

ついてω(σs(A))=ω(A)。特に、 AE2{σかつzECのとき、 ω(σZ(A))=ω(A)。

(b)状態ωがβにおける σ-KMS状態で、ある必要十芳条件は、ノルムについて調密かっ

σ不変な2{σのた蔀分代数が存在し、その任意の元AうBについて、状態ωが条件

ω(σ-is/2 (A)匂 /2(B)) =ω(BA) 

が或切立つことである。

(2.98) 

(proof) i討について Aξ 忽σとする。すると、 zの解析関数ω(σz(A))は、。三 Imz三9
を講たすzについて、有界となる:

|ω(az(A))I ::; I院(A)II三 supIlais(A)11三 M
0::;s5β 

ところで、 ωが五MS状態なので、 ω(鳥羽β(A))=ω(1問β(σz(A)))=ω(σz(A))となり、 z

について居期信の思期関数でもある。よって、任意のzについて有界レ(σz(A))1::; M と

なり複素関数論のLiouvilleの定理から、 ω(σz(A))は定数でなけれiまならない:ω(σz(A))= 

ω(σo(A)) =ω(A)。これと 2{aが2{で精密で、 A→ω〈σs(A))、A→ω(A)が連続であるこ

とから、 wの不変性が言える。

{b) ~二ついて ω が K日S 状態であるとする。すると、 (a) から A， B E 2{σについて

ω(σ-iβ/2 (A)σ倍/2(B))=ω(σiβ/2 (σ-i，s/2 (A)σis/2 (B) )) =ω(Aσiβ(B)) =ω(BA) 

つまり、 (2.98)が成り立つc逆に (2.98)が成り立っと、 AE2{σについて

ω(σz+iβj2(A)) =ω(σ-iβ/2倒的βj2(σz(A)))=ω(σz(A)) 

より解析関数ω(σz(A))は周期政/2の悪期関数で、

sup Iw(σz(A))1 = sup 1ω(σz(A)) I三 sup 11O-is(A)11 
Z巴c 0壬Imz壬β/2 0壬s三β/2

となり、 Liouvilleの定理から定数となる :ω(σz(A))=ω(A)。よって、 A，BE 2{σについて

ω(Aσiβ(B)) =ω(σーが/2(Aσi，s(B) )) =ω(σ-iβ/2 (A)的β/2(B)) =ω(BA) 

つまり、 ω は KMS~え態となる。~島

つわ】QJV 
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Prop. 13 

のを強連続なた向型群とし、 V=V*ξ 法σcmを自己随伴でσについて譲素数全体で解
析的な元とする。このとき、己、 fsを次の額分方翠式の解とする。

ト 1 + i l' ds'r8，o-s，(Vべσ相(σ例V円)， う Fえいs戸λ=斗ι1ト一tイイl'出が仇仙山'O's匂矧九勾叫，べ(爪 ρ 

すると、ロ)fs、fsは任意の護素数sで解析的かつmσ の元で、 (ii)f;l = fs、戸ii)βにお
ける σ-KMS状態ωについて

ω(f:S/2Afiβ/2) 
ωv(A) = ノ/(2.100)
一 ω(f:sI2fis/2)

は強連続なた同型群σ了(A)三 fsO's(A)f;に関するβにおけるKMS;民態になる。さらに、 ω
がFにおける唯一のσ-KMS状態とすると、 ωγはβにおける唯一のσにKMS状態となる。

(proof)与えられた積分方程式を逐次代入すると

ト 1辛fjQdsnj:仇 -1 [zdm別問 (2.101) 

が得られる。各項の被覆分関数に含まれる σs‘(V)はあらゆる複素数Sjについて解析的な
ので、綾数の各項もあらiゆる複素数sについて解析的である。そして、 Sj= Sちとおくと

111' 吋h~〉〉d白仏S九η一→1 Jff勾〉2d白向Sl叩仇1ρ仇σ叫山s
=11 ♂寸ザ[dイd戊仇t九ηト一，...1"お2〉da仇仇t1削M同1ρ仇向向σι勾句st肉主む1川 2(グ(V例V竹) 山)11 
三|陣S吋Jn[吋恥~〉〉d説仇t九ηトい一斗I JffbV2 庇負剣叫叫叫1110'仇11耐弘i怜同σι印向叫ωs“軌叫tた以tl(V庁(σV)片σ勾叫必均ぷ2(例 九勾仏叫叩t九以J百n(VσV
{1 工 r托 f ft2nk(sF

三Isln 10 dtn 10 dtn-1 •••ι10 dt剣む叫1(一1Jih!怜hσ弔8t(V
但し、 K(いS)芸 i同S判18叫UPoく<t<llμ10'σぷV)兆110よって、

さ!!1'仏fdsn-1fゐ10'81(V)O'S2(V) 九 (V)!!

(2.102) 

ιK(s)n 
(2.103) 

ーと1n! 
となり、 rsを定義する級数は任意の有界集合{sモC: Isl ::; R} (R > 0は任意の実数)
で一様に章色対収束するので、任意の複素数sで解析的である。さらζ、実数s'で成立する

関係式

勾叫(σ巳ルF乙s

=41+z会in寸l'
っ“
円
ふっd
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の在辺は在意の有界集合{s' εC  : Is'l三R} (R > 0 ~主任意の実数)で一様に絶対訳束
し、各項は任意の複素数s'について解析的である。よって、右辺辻 s'の解析関数で、実

数の s'でσs'(f s) に一致する。つま号、 fs~土 σ の解析元である。

fsについてもべき震関

し 1+SH)js (2.104) 

から、 sについての解析性と σに関する解析元であることが分かる o Sが実数のときべき

展需と fsのユニタリー性から rf=E;=Fsとなるので、一般の複素数でもこれが或り

立つ。

次に、 σsベV)*=σs(Vつ=σs(V)とfsのべき展開よ号、

r円:.= (←1+2会0吋工イa九ιηト一→，...fトトち〉、2〉}夜向1川 )rJS*t2(V) 州仇叫川山托バ1川(σ例V円)

一 1H+=会(同筏1イ十l'ρlンd
一 1+十古2会(同捻寸イ十l'ρ1〉d
一子s= f;l (2.ユ105)

となるので、 σの解析元Aと複素数sについてσ了(A)= fsrJs(A)f;lであることが分かる。
そして、

ω(f:s/2σLm(A)σ五/2(B) fiβ/2) 

ニ ω (ヤr亡吋二らゐい/β2ん
=ω(ιi，s/2(A)叫/山/2rJi，s/2(B)) 

が言える。さて、 s，tが実数のとき ft+s= ftσt(fs)から fs=σs(f二;)かつFf=σs(f-s) 

が言え、これを sについて解析接続して、 fis/2=町β/2(fこら/2)'rごら/2=σ-iβ/2(fiβ/2)を
得る。よつて、

ωベ(0"-is/2(A)f亡吋二右ら/片2よ山んF巳fis倍Wβ釘/内/βバ2(B民吋)ウ)=ωベ(←←σι山一
=ωベ(ιrJ-i，s培β，s/μr乙fis泊3山 z静仰βs/2β2江らμ/片/2B♂邦刈B町吋)ウ)=ωベ(亡吋与j2BAf巳fis増ββ斗)=ω(恥 BAr静仰叫/2) 2) ) 

主L上まとめて、

ωv(σ乙β/2(A)σぷ/2(B)) = 
ω(F;β/2σ乙β/2(A)σお/2(B) ris/2) 

ω(r弓ら/

ω(T;みβ/β2BAf静is/β2)=ωv(BA)
ω (r ら/片2r静仰/β2)

(2.106) 

円
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となるので、 ωvがσにKMS状態であることが分かる。

さて、最後にωが唯一のKTvlS状態、のとき ωvも唯一で忘ることを示そう。 ωしを在意の

σV-KMS状態とすると、 F一倍/2=σ→β/2(riみ)、 rih=σ活/2(r-iβ/2)より

r -is/2a_is/2 (A) =仁r-is世W伊βs/

σ司4俗仰β町s/2片2(伊B)汗Ei品去み2=r巳4β/訊 βs/2β2(r一-is増β/β2)片σ坊W/2( B) Fjみ= σ~/2 (r-iβ/2B) 

が得られるので、 r:_is/2= rみに注意すると ωしがσV-K:rvIS状態なので

ωし(r-iβ九 β/2(A)町 /2(B) r:_iβ/2) =斗 (r-is/2a -is/2 (弔問β/2(B)同2)

=吟 (ι/2(Ar;si2) a ~/2 (r -iβ/2B)) =斗 (r-iβ/2BA九 /2)
よって、次の状態辻 a-KMS状態になり、その一意性から ωに等しい:

ωし(r-iβj2Ar三倍/2) 
¥fwFfマ=w(A)

ω~T 1 r _，;R/?r* '01" 1 V ¥.1-iβ/2.1 -iβ/2 J 

これから、 ωしがωvに等しいことがわかる:

ω¥ r:s/2Ar娘/2)ωしlr -is/2r:s/2Ariβ/2F14β/2 ) ωγ(A) = う J= 九 J=ωし(A) 轟
ω(九/2ris/2) 吟¥r-iβ/2r;β/2r静/2F14β/2)

44 
つunJ
 



「舞隈系の非平荷統計力学J

(注)ω をC*代数Q{上の強達続群町に関する Kl¥1S状態とし、(巧ωぅπ仙台)を ωのGNS

表現とする。すると、円はvonNeumann代数九(m)" 上の群主に拡張され、 O~土 êi-KMS

状惑である:

(0ぅAeiiβ(B)O)= (0うBAO) (A E九(m)"は任意の元うB三九(m)勺土解析元)

まお、 Stoneの定理によれば、Jjωで調密に定義された(非有界な)自己随弾演算子Lが

存在し、あ(A)= eiLt Ae-iLtかつ eiLtO= 0となる。

Def. 10 (端点K班 S状態)

C*代数m上で定義された強連続群町に関する KMS状態が複数存在するとき、 KMS状
態ωがf患の KMS状態崎、 ω2とOく入く 1によってω=λ均十(1一入)ω2と表すことがで

きない時、 ωは端点状態であると言う c

Prop. 14 (端点状態と factor状態の問僅性〉

C*代数2史上で定義された強連続群叫に関する KMS状態ωについて、 ωが端点状態であ

ることとおctor状慈であることは同植である。

(proof) factor状態でをければ端点状態でないことを示そうoWのGNS表現を(巧山九ぅ0)

とすると、 ωがfactor状態でなければ、単位元の護素数倍でないTξ 九(m)'n九(m)"が
存在し、状態

一(T'札AT'O)
(A)-(AE九 (m)")
一 (T'o'，T'O) 

が定義できる o B E九(m)"を民の解析元とすれぜ0はKMS状態なので

(T'O， Aeiiβ(B)T'O) = (0， T'* AT'eiiβ(B)O) = (九BT'*AT'O)

=(九T'*BAT'O) = (0うT'*BAT'o') • (2.107) 

よって、 'P(Aeiiβ(B))=ザ(BA)となり pもK討S状態である。さて、臼=IIT叫12/(21IT'112) 

とおくと 0く由主 1/2かつ 1一恭平は正笹元なので、

一ω(A)土α'P(九 (A)) 1 (f.. I T'*T' i 1/2 r-. _ f A ¥ f.. I T'*T' i 1/2、
白 (A)= いー =~1~1 土一一一一} 仏九件)い±一一一> 0 I l土a¥ l--211T'I12 J --， "W¥--; l--211T'II2 J --J 

辻共に状態で、 K1VlS状態でもある。明らかに、

1十α1-α
ω(A) = -~ ~ 'P+(A) +一言-='P-(A)

なので、 W は端点状態ではない G

逆に、 ωが端点、状態でないとすると ωと辻異まる KJ¥;IS状態的、ぬと正数8くλく1を

吊いωごご λ，W1十(1-λ)ω2と表される os)wの在意のベクトル九(A)O，九(B)O(AぅBEm) 
をとり前者について共投線形で、後者について緩形金写壕

πω(A)Oぅ九(B)口→ωl(A*B) 
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を考える。 ω(A*A)三λω1(A* A)とω(A*A) = (H，九(A)*九(A)日)= 11九(A)01l2よ乃、

1 ，.""  _ _， 1 
IWl(A*B)1三;ゾω1(A*A)ωl(B* B)三ヌゾω(A本A)ω(B*B)= illπω(A)DI111九(B)DII
となるので、上記の写橡は有界で為る。九(A)D型のベクトルが巧ωで調密なので、 Riesz

の定理から怒(巧Jの元 8'があち地(A*B)= (πw(A)D，8'九(B)口)と表される。特に、
(九(A)D，8'九(A)O)=ω1 (A*A)之告なので8'は正億である c さらに、

(九(A)D，8'πω(0)九 (B)日)=ωl(A*OB)=ωl((O*A)*B) 

=(九(0)*九(A)Dぅ8'πω(B)O)= (九(A)Dぅ九(0)8'九(B)口)

よ号、 8'πω(0)=九(0)8'となるので8'E 1Iω(2t)'が分かる。 ωヂω1なので、 8'fま単f立元

の複素数告ではない。

さて、ここでは解説しないが、富田・竹崎理論によれば、共役線形な写像Jが存在し、

J2 = 1、(J也J争)= (色町、 JD= D、A'ε九(2t)'について JesL/2A'D = A'*合お
よび在意の A'Eπω(2t)'について JA' J E 1rW(2t)"となることが分かっている。そこで、

8 == J8'JE九(議)"について考えよう。(也S争)= (8' J色J世)= (J~， S' J言)= (8忠吾)

より明らかに Sは自己共役である。まず、状態Wlは引の五MS状態なので、不変でもあ

る。つま号、

(九(A)立8'九 (B)ロ)=ωl(A*B)=ω1(σt(A* B)) =ωl(σt(A)*σt(B)) 

= (at(九(A))Oぅ8'at(九(B))D)= (e
Lt
九(A)O，8' e

iLt
九(B)口)

=(九(A)Oヲe-iLt8'eiLt九(B)ロ)

よって、 e-iLt8'♂Lt = 8'が成り立つ。これから、 8'e土出/2= e土βLj2S'も言える。次に、

LD=O (これはLの定義から導かれる)から、 SO= J 8' JO = J 8' esL/20 = J esL/2 8'0 = 

8'*0 = S'Oとなるので、 ωl(A*B)= (九(A)O，九(B)S'O)= (九(A)Dぅ九(B)80)も分か

る。以下、 S三九(2t)'を示そう。すると、 1の複素数梧でない8E九(2t)'n九(2t)"が存
在するため、 ω辻factor状態ではない。さて、任意のA，BうOE2tを σの解析元とすると

Q、WlがK1¥1Sなので

(九(A)Oぅπω(C)S九(B)O)= (位九(A*C)S九(B)O)= (0ぅ九(σ-iβ(B))九(A*C)SO)

=ωl(σ-iβ(B)A*O) =ωl(σーが(C)σ-iβ(B)Aつ=ωl(σ-is(CB)A*)
=(0スω(σ-is(CB))πω(A*)80)= (0，九(AつSπω(C)九(B)O)
=(九(A)O，S九(C)πω(B)O)

つまり、九(0)8= S九(0)から 8E 1fw(或)'となる。.
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Prop. 15 (端点状態間の非開値性)

C*代数Qf上で定義された強連続群町に関する異なるかKMS状態的、ぬの GNS表現を

(Sh，向うf21)、(Shぅπlぅf21)とする oW1、W2が端点状態ならぜU町(A)U*=π2(A)を満たす
ユニタ 1)一変換U:Sh→.f)2は存在しない。

(注)証明では状態ω=(ω1十地)/2のGNS表現を(ゑiT，f2)とするとき、射影演算子

PEπ(Qf)' n可制Ifが存在し、的(A)= 2(f2， Pπ(A)問、地(A)= 2(f2ぅ(1-P)iT(A)f2)と表

されることを示す。このとき、状態地と ω2は互いに素と言われる cつまり、開じグに対

応する異なる端点σ-KMS状態、は互いに素である。

(proof)仮定から状慈ω=(ω1十ω2)/2~ま σ-KMS 状惑で、 ωl(A*A) 三 2ω(A*A) である。

よって、 ωのGNS表現を(巧うにf2)とすると「端点状態と factor状態の同値性jの証明

と再様にして、 PEπ(Qf)'nπ(Qf)"が存在し、 ωl(A)= 2(f2， Pπ(A)f2)となることが分

かる。特に、 Pは正f産である。さらに、 ω2(A)= 2w(A) -ωl(A) = 2(口，(1-P)π(A)f2) 

であるから、 1-Pも正笹であることが分かる。よって、 P{l士(1-P)/4} ~土正値で、

O~α 三 \1{P(l- p)}1/2f2112/2(三1/2)とおくとき

山)=占(f2，P{l土(1-刑判) (2.108) 

も状態で、かつω1= {(1十a)伊十+(1ー α)伊_}/2と会る。以下、 {P(l-P)}ザ2f2=0を
示そう。もし、こうでないなら、

(1 + a)伊+(A)-(1 -a)<p_(A) = ({ P(l -P)}ψf2，π(A){ P(l -P) }1/2f2) =1= 0 

なので、状態宇土はω1と異なる。さらに、同のπ(Qf)"への拡張を九とし、あの解析元を

AEπ(Qf)"とすると BEπ(Qf)"について P{l土 (1-P)/4}B Eπ(Qf)"なので

(f2， P{l土(1-P)/4}Bais(A)f2)= (f2， AP{l土(1-P)/4}Bf2)= (f2ラP{l土(1-P)/4}ABf2)

が成り立ち、宇土(Bσtβ(A))=伊土(AB)、つまり宇土がKJVIS状態であることが言える。こ

れは、 ω1が端点状態であることに反する c よって、 {P(l-P) p/2f2 = 0である。このと

き、任意の AEQfについて

P(l-P)π(A)f2 = {P(l _ P) p/2π(A){ P(l -P)}山口=0 

で、合は巡回ベクトんなので、 P(l-P) = 0、つまち Pが射影演葬子となる。
以下、 U1Tl(A)=巧 (A)Uを満たすユニタワー変換Uが存在しないことを示そう。まず、

P巧からY)1への写橡只と、力2から巧への写像ちを、 V1Pπ(A)、/三位=町(A)f21および

九π2(A)f22=π(A)(l -P)V"2f2と定める。すると、

IIV1Pπ(A)v'2f2112 = 11πl(A)口1112=ωl(A*A) = IIPπ(A)ゾ20112

月
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となるので引はP巧全棒に拡張できる。さらに、 Pξπ(2t)'より、イ壬意のBモ2lについて

同(B)VrP7r(A)vI20=叫BA)Or= Vi7r(B)Pπ(A)ゾ20が成り立ち、同(B)Vi= Vi7r(B)が
言えるO 同様に、 11日巧(A)021l= 11巧(A)0211とな切らも5)2上に拡張でき、 (l-P)日=九

およびπ(B)ち=ら巧(B)(BE~耳)が成立する。

さて、 U7rr(A)= 7r2(A)Uを満たすユニタワー一変換Uが存在すると仮定しよう。すると
吋B)ちUVrP=予言π2(B)UViP=九U7rr(B)ViP= V;UViPπ(B)が全ての BE2(につい
て成り立つ。つま号、ちUViP三π(2l)'である。 1-Pをπ(2t)"でもあるので、ちUVrP=

(1-P)ちUV1P= 1会UViP(l-P) = 00よって、

IIU7rI(A)Orll = IIV;Uπl(A)Orll = u九UVrPπ(A)V2011= 0 (2.109) 

π工(A)n1は5)1で璃密なのでU=oとなり、 Uのユニタリー性に反する。つまり Uは存在
しない。 .. 

2.5 漸近アーベル性とエルゴード性

Def. 11 (溝近アーベル性)

C*代数2t上で定義された時開発畏ηが

lIln .11 [Aぅ乃 (B))士1I=0， VA，B在京
It→∞I .. • " .--'-

(2.110) 

を満たすとき、議近アーベル性を持つという c ただし、 A，B双方が奇数舗の Fermi演算

子を含むとき十を、それ以外のときーをとる。

Prop. 16 (クラスター性)

強連続な*同型群σsに関する KMS状態、ωが端点状態で、 Fermi演葬子の鶴奇性を変えな

い時開発展ηが漸近アーベル的であるとすると、 f異数種の Fermi演算子からなる Bにつ

いては

ij!えい(ATt(B) C)一ω(AC)W (Tt (B))} = 0 (2.111) 

が、奇数留の Fermi湊算子からなる Bについては

lirnω(Aち(B)C) = 0 (2.112) 
Itl→∞ 

が成立する(クラスター性)0BがFermi演葬子を奇数億含むとき limltl→∞ω九(B))= 0 

となるので、このときにも読者の関葎が或立する。

(proof)ωのGNS表現を向山九?口)とするむ瀬近アーベル性の役割を見るため、ヨilbert

空間巧ωが可算個の正規産交基底{ej}tlを持つ場合に限って証明しよう。このとき次の

複素数の性寅を吊いる:
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(RC)複素数列{Cm}~=l について、 Icml 三 M (rn = 1ぅ2，'")を講たす正数Mがあるな
ら、収束する部分列{Cr九時}之1が存在する。

任意に点列{tm}(limm→∞tm =十∞また辻-∞)をとり、 Bが偶数留の Fermi譲糞子

からなる場合にはBm三九(アtrn(B))-ω(アtrn(B))王、奇数個の Fernli1.賓算子からなる場合

には Bm三πω(ηrn(B))と量こう。自然数の組 (i，))に(九)1)= (1ぅ1)、(ち，)2)= (1，2)、
(ら，)3)= (2，1)、(弘主)= (1，3)、(i5，)5)= (2ぅ2)、(i6，)6)= (3ぅ1)・・・と番号をつける。
さて、護素数列(ehぅBm匂Jについて、 1(eilうEmejJI三IIEml1三;211BIIく +00であるから、
複素数の性質部C)よ号、収束部分列(eiυ Ê~)ejJ を持つ。その橿援をんとしよう。次に、
数列(εi2う会誌)ei2)の収束部分列を (ei2?SFej2)、撞限を弘、数列(et3，BEeh)の収束部分列

を(εらう83)εj3)その極限をおととり、以上を繰り返して橿隈が九である数列(九ぅ92)ejk)

をとる。すると、部分列 {Ê!mm)}立=1 について、 {Ê!mm)}立=たは {Ê~)}立=1 の部分列である
から、全ての k=lうえ・・・について

J!2chJrhJ=るた
が成立する(カント~)レの対角譲論法)。さて、有浪髄の基底 {ej} の隷形結合で表される

ベクトルψ?争について、
K 

(OJr)手)=乞(ψぅeiJ(

となり
K 

J弘(ψJr}ゆ)=乞(7fJ，eik)bk(εjk'ct)三 x(7fJ，ct) 

が或り立つ。 I(ψぅBr匂)1 :三 211ψIIIIBIIIIや11なので、 ψについて共役線形で手について嬢
形な写f象χ(ψぅ併は有界となる:Ix(ψ?ゆ)I三211ψIIIIBIIIIや110よって、 Rieszの定理から、
丹ω上の報形演糞子 Xが存在し、 χ(ψ?ゆ)= (ψヲXゆ)かっ任意の ψ，ctE S)ωについて
limm→∞(ψぅBr}争)= (ψ，Xゆ)となる({E};:勺はXに弱収束する)。このとき XE九(2l)"
となる。実際、在意のA'E九(2l)について、 A'E!m

m)
=会計A'であるから

I(ψぅ(A'X-XA')争)1

三I(札A'(X-Ê~m))手)1+ I(ψぅ(A'β;:)-Ê~m) A'))φ)1 + I(札(X-Ê~m))A'CÞ)1 

= I(A'市，(X-E;:))争)1+ I(ψぅ(X-Ê~m))A'科 1-→ o ('m→(0) (2.113) 

よって、 A'X=XA'が成立する。

まず、 Bが璃数習の Fermi演算子からなる場合を考えよう。すると、 {E!mm)}は{1弘}
の部分列なので、 E!mm)=九(丸(B))-ω(ァι(B))ヱと表せ、乃のj斬近アーベル性から、
任意のAξ 2lについて

I(ψぅ(九(A)，E;:)]ゆ)1= I(払九([Aぅ Bt~])CÞ)1 

三 11 7fJ llll九([A ラ Bt~])11 1I ゆ 11 :; 11ψ1111 ゅ IIII[A，アt~(B)JII -→o (m→∞) 

Q
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が成り立ち、

I (ψ， (九(A)X-X九 (A))科l

三!(九(A)*払(X-E;:))手)1+ I(ψぅ[九(A)ラE;:)]ゆ)1十 I(杭 (X-E;:))π'w(A)O)1 

→o (m→∞) (2.114) 

となり、 Xε 九(Qt)'が分かる。よって、 Xξ 九(Qt)'n九(Qt)"となる。さて、 KMS状態

ω辻端点状惑なので、 factor状態とな号、 X= xl (x:複素数)が結論される。つまり、

J込(ψ，{九(則的)一ω('Ti叫B))1M)=J込(ψJF的=x(帥)

となる。特に、 ψ=争=0ととると者辺は9なのでx=o、つまり x=Oが分かる。

次にBが奇数個のFermi演算子からなるとしよう。偶数億のFermi演算子からなるAEm

については、 Bが構数値のFermi演算子からなる場合の推論と同議にして、[九(A)ぅX]= 0 
がいえる。 AEmが奇数留の Fermi1寅算子からなるときは、期近アーベル性から

I(払[九(A)，Ezn)] +ゆ)1= I(ψグω([A，Bt;，J+)ゆ)I 

::; 11ψ1111九 ([AぅBtら]+)1111針I::; 1I1/J11I1争1I11[A，Ttら(B)]+I一→o(m→(0) 

が言えるので、

I (札(九(A)X十 X九(A))的i

三I(九 (A)*ψ，(X-EInm))ゆ)1十 I(ψ，[πω(A)， Ê~)]+ゆ)1+ I(ψ，(X -Ê~))πw(A)Ø)1 

→o (m→∞) (2.115) 

つまり、九(A)X=-X九(A)となることが分かる。持に、 Ttら(B)も奇数舗のFermi1寅算
子からなるので、これよ母、

0=(払 (Ê~n)x+XE;:))手)→ 2(払X2ゆ)(m→(0) 

つまり X2=0が分かる。以下、 X*X=oを示そう。まず、慎数檀のFe主mi演算子を含む

A 三 m~ごついては、[九(A) ， X] = 0と[πω(A)，Xつ=[Xぅ九(A)*]*= 0より、

(九(A)，X*X)= Xネ[πw(A)，X]+ [πω(A)，X*]X = 0 

となり、奇数錨のFermi演葬子を含むAEmについては、[九(A)，X]十 =0と[九(A)ぅX*]+= 

[X， 九(A)*]~ = 0より、

{πω(A)，X*X] = -X*(7rw(A)，X]+ + [九(A)，X*]+X = 0 

となる。つまり、 X本XEπω(窓)'である。上述したようにX*XE九(m)"でもあるから、状

態ωのfactor性により、 X*X=型1(yは護素数〉となる。官=0ならばIIXI12=¥IX本XII=O

より X=Oが言え、ぎチ0ならiまX= ylX/y = X*X2/官=0となる。
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以上をまとめると、住意の点列{ら}について部分列 {t~} が存在し、任意の ψ? ゆ E S)ω

について

J!ぇ(払{九(ア品目))-ω(九 (B))1M=J11(ψJr)手)= 0 

が成り立つ。ただし、 Bが偶数閣の Fermi演算子からなる場合は匂=1で、奇数イ匿の

Fermi 演算子からなる場合は εB=Oである。

以下、任意のψ，(，bES)ωについて

tlim(ψぅ{πω(η(B))-εBω(η(B)) 1}手)=0
→土∞

(2.116) 

を背理法で不そう。 t→ 00の場合に限ち横討するが、 t→-∞の場合も再様である。結

論が或り立たないとすると、ある1/;0，争。 εS)ωが存在して、ある正数ξoについては、どん

なに大きなTについても t三Tかっ

I(ψo，{九(η(B))-εBW  ('Tt (B)) 1 } 4>0) I >ε。

となる tが存在する。そこで、 T=lとおいたとき、この不等式を溝たすtを七、 T=七十1

とおいたとき、この不等式を溝たす tをち、 T=ち+1とおいたとき、この不等式を

満たすtをt3 ・・・のようにらを定めると、点列 Bm三九(Ttm(B))一句ω(Ttm(B)) 1は

I(仇?会抗争0)1>ξoかつ前半の板定を溝たす。よって、前半の推論から部分列 {E!;;-)}がと

れ、 limm→∞(妙。ラ Ê~m) (，bo) = 0となる c これは i九の作り方 I(ψ0，βjr句。)1>ε。に反する。
ゆえに、 (2.116)が成り立つc 特に (2.116)で世 =πω(A)*位、争=lrw(C)Oとおくと

。=li苧(九(A)*Oぅ{πω(Tt(B))一εBω(乃(B))1}πω(C)O) 
I一→コ:00

= li中 {ω(ATt(B)C)-εBω(巧(B))ω(AC)}
t-→土00

が得られる o • 

(2.117) 

倒 9(spinless自畠Fermionの瀬近アーベル性とクラスター性)

自由 Fermionの場合、 α(f)ニ Jdkf(k)*akの時開発展は 'Tt(α(f))J dkf(k)*e-ω内たなの
で、 Riemann-Lebesgueの定理から

11附

よ与、 i帯薪近ア一ベjルレ性が、溝満たされることが分かる C

上記のPropositionから、 grandcanonical 状態はクラスター笠を満たすことが結論され

るが、これを A三 α(!I)*叫ん)、 B三 α(g1)*α(g2)について確かめておこう c

ω(Aη(B)) =ω(A)ω(η(B))十以(α(!I)'"巧(α(g2)))ω(α(f2)巧(α(g1)つ) (2.118) 

1
i企つdqJ
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r JL  91(k )92(k)* 
ω(η(B)) = ./ dり(ω刊 ÷1=ω(B)

r JL!I (k )92(k)キe一切μ
ω(a (h)* Tt (α(g2)))=j dk d 山 _lli 1 →o(Itl一→∞)

ここで、

(2.119) 

であるから、次式を得る:

limω(ATt (B)) =ω(A)ω(B) 
Itl→∞ 

5 

熱浴と相互作用する量子系3 

平衡近傍

LゐJが Grandcanonical状態であるとは、 σx= Txα一仰に対して KMS状態にあるときを
いう。ただしここで O:srv eiNsAe-iNsを意味する。

3.1 

Prop. 17 

Grand canonical状態ωに対して相互作用Vがむについて解析的で0:(V) = V (これを

ゲージ不変と呼ぶ)かっ摂動時開発農Tfが漸近ア}ベル的であるならば

A21f(ァれA))=ωv(A) (3.1) 

である。ただしωvはσごのKMS状態で71σJ辻次式で定義される。

(3.2) ず{ゐ(A)i [V， A]}，ァζ。(A)=A fldf(A) 
dt 

tTJ同 (3.3) σ~ {do (A) -μκ(A) + i (V; A]) ，σζ。(A)=A 
ここで κはゲ}ジ変換の生成子である。

(3.4) 

(3.5) 

(証明のアウトライン)

土ρ ー β(H-μN)。}
土。-β(日一μ的。γ

r、、J

r、J

w 

仏)v

5編集部註:ここで著者は、?????????????????????????をつけている。ここいらの議論が不完全だった
と思ったのであろう。

つわ】つdqJ
 



「蕪理系の非平構統計力学」

に対して rβ_e-β(HーμN)ε-β(H+Vーμめとすると、

T旨eβ(HーμN)= Trrβe一死H+VーμN)

rae一β(H十V-μN)
_CJ一死H-μN)一 β 。vτ'rfβe-s(H+VーμN)
1 r 一一一丘一ρ一β(H+γ-μ的。(rβ)V~ 

となることから

込j ハJ

(3.6) 

(3.7) 

。=

(3.8) 

ωγ(Arβ) 
ω(A) = ρ 

ωV(rβ) 
(3.9) 

が成立する。

さらにTt(C) = ei(H十V)tCe-i(H+γ)tより

uv (Tt (A) rβ) t→∞ ωV (Tt (A)) Wv (fβ) 
ω(ずは))= 一→ =ωv (A) (3.10) 

ωγ(rβ)ωγ(rβ)  

が示された。

3.2 熱浴と相互作用する有限量子系

ωを熱j苔の grandcanonical状態とし、同 =1/9sexp [-s (Hs一μNs))(初期状態)とす

るc系との相互作用を W (t)を変化させることで系の豆amiltonianをHs→ Hs+ V (t)と
変化させる。ただしt=T以降は w(t) =初。とする。つまち

o

T

 

〈
一
〉
一

，T
b

t

T

b

 nu 

M
W
 +
 

札

九

f
j
l
L
 

一一
4
'
U
 

M
W
 ÷
 

i
i
v
 v
 

(3.11) 

とする G また九十Woの相互作用の下で、系+外界は t→∞で新しい平禽状態に帯近する

と仮定する。このときり三 1/8〆xpトs(Hs+ vo一μlVs)]とすると、次の熱力学第一、
第二法則を示すことができる。

dQt + dZt + dl民 =Tr・(σf[Hs 十月D-Tr(σ'iHs) + dE (t，ω0)' (第一法期) (3.12) 

s8Qt = -Tr (σflogσf)十Tr(σ'i log付 -S(σflσr)十倍(tラwo).(第二法問) (3.13) 

ただし

dZt = 戸{Wt(Ns)ー♀(Ns)}ぅ(物賞移動) (3.14) 

帆 =[ι(17(u)十φ(u))du， (仕事) (3.15) 

8Qt = {山(Hs十V(t) +ω(t)) -w (Hs)} -8ZtーのもTt.(熱〉 (3.16) 

qu 
つd
q
t
u
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また、

6ε(tぅω。)ラoS(t，wo)→O(ω。)(t→÷∞) 

S(σ，1σT)三 Tr{σT(logσT -logσf)} 
σT=UrσiUT 

昨=山(イ(正十V(T))}円 T

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

さらに、 Systemに流入する熟読を考える。そのためにまず、系のエネルギ}変化と粒

子数変化を考える。

ゐ(t)=会主(Hs十V(t) +肥料)
= Wt (i [え+ゐ+V(t)十切(t)うえ+V(t)叩 (t)])+ Wt (内)+州))

z 込(i[HB， V (t) + w (t)])十品(内)+州)) (3叫

ここで第一項目をむtO(V + w)，第二項目を仕事をあらわすものとして P(t)とおく。
次に粒子読ん(t)を考える c

川)=会内)=川([HB+ Hs + V(t)叫)，1V孔))

= Wt (i [V (t)十初(t)ぅNs])

=ゐ(α(V(t)十初(t)))

ただしここでNs十NB =一定よ与

[Ns十NB，Hs十HB+ V (t)十部(t)ラHs十V(t) +制作)]=合

なので、

[V (t)十四(t)，Ns] = [NB， V (t)十却。)]三 -ia(V (t) +切手))

とした。

よって熱涜Jq持は次のように定義される。

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

Jq (t) _ J E (t) -P (t) -μJN (t) =品((15-μa) (V (t) + w (t))). (3.25) 

ここで、熱力学第二法期を示す。

wを熱搭の grandcanonical状態とLw三 ω8引とする。さらに物理量の時開発震を次
のように定義する。

η(B) = ei(HB十Hs)tBe-i(HB十Hs)tう (3.26) 
d 

(3.27) dt rt=4F円 (V(t) +ω与))ぅ ro= 1 
五(B) = rt乃 (B)r; (3.28) 
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とすると、

三五=五(i[HB十 HsぅB)十i[V (t) +回収)，B)) dt 

またWt(B) = W (r日 (B)r;)となる。

(3.29) 

S (wlwt) 三品(lnPt -ln po) 

一品(主t(r; lnport) -lnpo) 

= w (ln po -rt ln por;) 

一 -w(rt [1印 0ぅr;])

= w(srt[HB十Hs-μ(NB十九)，r;]) 

= isw(日初-Ila)r;) +グ♀(rt[Hs一μNsぅr;])

一一βdQt+ sw (rt [Hs -μNs， r;]) (3.30) 

ただし

ρo"-'eβ(HB+HS-μ(NB十Ns)) (3.31 ) 

であり、またここで最後の等号は

会川一仰)r;) =込伊一同)(V (t)十印刷))=叫(t) (3.32) 

よ与、

戸(rt (d -{la) r;) = iイイl'dtJq揖叫叩t叫ゐ
となることから分かる O

ここでt>Tのとき、

σf =守叩

(3.33) 

(3.34) 

J17z=打'teiHstv(t) e-iHs
ヘ
1'0= 1 

dt 

とすると、

S(戸iゐ) = iβ三(d(rT) r;，) -β(w (rTHsrお-w (Hs)) 
ーβ[♀(Vo十能。)一ωT(九十初。)] 

(3.35) 

(3.36) 

となることカユら

sdQt = -Tr(σflnσf) + W (lnσf) -β戸('"'(THs呼)-w(Hs)]+O付。)十Ot.(3.37) 

-hu 
つdqu
 



講義ノート

&
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ti指§

図 1:相互作用ポテンシャルの時間変化

また右辺第二項、第三項は次のようにして簡単化できる。

手(lnσ1)一問中(iTHs性)] = Tr (σi [lnσ1 -s (iTHsI'子-Hs)]) 

= Tr(σi(iTlnσf呼))-Tr (σi1nσA十Tr(σdn同)

= Tr(σ'i ln町)+を(σT(lnσT -lnσ1) ) 

= Tr(σilnσi) -S (σ11σT) (3.38) 

よって

s8Qt = -Tr(σ110gσ1)十Tr(σi10g角)-S (σ11σT) + 8S (tぅω。)

つまり熱力学第二法剥が示された。

ここで切o→ Gのとき(つまり熱力学的接触が行われたとき)

s8Qt三-Tr(σflogσ1)+Tr(σi 10苦肉)

(3.39) 

(3.40) 

つまり Clausiusの不等式が導かれ、さらに図 4にある各ステップの Vの増加量をゼロに

なるようにしたとき(つまり準静的仮定)のとき

s8Qt c::::ー苛(σflogσf)十Tr(σilog叫

が実現される。

また次のことから相対エントロビーは営に正であることがわかるo

Pl三乞1ωPn{叫 P2三乞I!n)qη(fnl
とすると

山=判lm-Zi〈九11m)121n qm ) 
一 -LPnl叫ん)121n子

n 止ノn

〉ベ芸品i山 12t)

(3.41) 

(3.42) 

= 0 

となり営に正であることがわかる。

(3.43) 

ロ
υ
円
台
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3.3 非平衡定常状態

ここではよく理解されている状態(馬所平禽状態)から出発して、非平衡定常状惑を構

成したいot = 0ーで護数f匿の熱浴がそれぞれ手禽状態にあるとし、 t=0+で熱j谷と有限
系を接触させ、その緩和したあとつまり t=十∞での有限系の状態を調べるということ

をしたい。

(t=O-) 予 (t=O+)

8ath (Tj，μj ) 

子initeSystem 

図 2:有限系と熱浴を接続した概全国

まず Filed代数苦を定義する。この Filed代数は C本代数を満たし、次の写録 (*-auto-

morphism)をもっ O

L 時開発畏アt

2.ゲージ変換 α争はαOlαφ2=0:φ1+φ2を溝たし、 φERLとする C

3.8=αφ。で表現される、 involutiveな変換80

4.時間反転ι

ιア"tL=アーゎ ♂=1 (3.44) 

ここで 1，2，3の変換は互いに可換である。

直感的に書くと詩開発農乃は

乃(A)rv  eiHtAe-iHt (3.45) 

のようにあらわされるもので、またゲージ変換αφは

匂 (A)= exp [iLφ入品]Aexp [-iLゃベ (3.46) 

のようにあらわすことができる。また@は Fermi粒子の偶奇性をあらわすと考えれば分

かりやすい。

またそれぞれの熱浴と系の分割を行う。

ウ

tつd
Q
d
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1.物理量

ヲ=(~O)sy純m 0 (空10・・・o~ N ) reservoir s 

2. genera七or

6 V (A) = 6 (A) -i [v， A] 

により構成される時開発展の分説。

ベ1) ベN)T/ = T
t
¥ ~I 0 . . . o T t 

各ザj)はぎ〉に作足する。ここで各がは次を満たす。

Tt(j) (A) = A， (¥fA E :7kラ jヂk)

テjj)ぜた)-ぜた)4j}(tJ5Rぅ jヂk)

3.ゲージ変換の分割

また

ベ0) 押収) ベN)αφ=αφ 8αφ 8・・・8αφ

ゲージ変換も同禄に次を満たす。

ã~ (A) = 
~(j) χ(た)
uφluφ2 ー

Aヲ (γAE :fk， jチk)

&争拡 (φ1ぅφ2E Rぅ jチk)

ザba)=斗♂)?加点=1， . .. ，N， t E R， ct E RL) 

が成り立ち、かつ時間反転Lに対して

ポ)ι=子三)う U);~j) L = ã~~ 

が成立する。

(3.呈'7)

(3.48) 

(3.胡)

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

さらに LのようにTJFが分醤できることから D(6V) = D (めとなり次のことがわかる。

6 (A) = 6v (A) + i [V， A]， ¥fA E D (6) (3.57) 

6V (A) = 乞ちは)ぅ ¥fAE D(6) (3.58) 
j=l 

ただしここでちとは、がの generatorである。

またぎの重要な部分代数を定義する。
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1.可観割量部分代数AE 9='，ゲージ不変な物理量全体

2.偶奇部分ft数

九 ={Aξ向。(A)=土A}

Fermion生成消滅譲算子を偶数個/奇数イ固含む物理量

3.次の二つの性賞を溝たすノルムが調密会部分代数9='L. 

「禁隈系の非平構統計力学j

(3.59) 

にdtll [A， Tt (B)] 11く十∞ (AE TL， B Eぎ'Ln 9=' + )， (3.60) 

C dtll [Aぅ九(B)じ11く+∞ (A， B E T L n T _) . (3β1) 

このような性質をもっ 9='Lが存在することをL1(TL)漸近ア}ベル性と呼ぶc また、
熱浴との相互作用VはごtLの要素である。

それぞれの熱洛は葉隈系で平禽状態に為り、かっそれぞれの熱浴ごとに温更や化学ポテ

ンシャルが違う。このようま状態を統一的に記述するため、 KMS条件により各熱諮を特

援づける。

まず、 σZを次のように定義する。

N 

(J~ (B)三日子itJ弘μjX(e山 Be-ω) (3.62) 

ここでs;l~土 j 香自の熱器の温度の逆数、 μj=(41L AL))はj番自の熱搭の化学ポ
テンシャル、 exp(Ds) ~土有i袈自由麦系の初期状態を表している。また ω'iì孟度一1 のとき

のσ2に対する K妊S状惑を表す。ここで、系がKMS条拝を溝たしているとは

ω(Aσ乙(B))=ω(AB) 

であることを意味する。

ここで generatorι 辻次のように与えられる。

ι(A) =一工会(sj(相)-J-t~) g~) (A)) )叫 Ds，A]

(3.63) 

(3.64) 

ここで g~) は Q2λ に対する generator である。(ぬは RL の λ成分が 1 とまる単位ベクト
ルでsERである。)

また、後の Prop.で書くが、系の分割方法によりどのような変化が生じるか調べるため

locally modified state w'を定義する。これは

ぎ=巧8ヲ;g，.-SZL (3.65) 
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というように、上のKMS条件による分説とはおにする。この芳割に対する、温度一1の

ときのσ22に対する KMS状態、Jは

N 

イ(B)=日匂24μ戸(e的 (3.66) 

で表現される。ここで島ぅμjは々のときと同じでおる。

このdがlocallymodi五edstateであるとはι，とんが次の関係を満たすときである。

ル(A)ーι(A)= i [YV;うA]う (¥7AE D (ι)) 

ここで科1E 2{ はselfadjointである。

Prop. 18 (定常状撃の存在)

7主がL1(9='L) ~軒近アーベル性を満たすとき

まliJflW 0 Tt (A)三 ω士(A)，(¥iA毛色)
→士∞

がそれぞれの初期状態ωに対して存在し、 W土は Tt不変である。 6

Prop. 19 

(3.67) 

(3.68) 

qが L1(9='L) i離近アーベル性を、請たし、 σ2による KMS状態が一意的に決まるとき ωに馬

所的な摂動を加えたJに対しても、

lirp w' 0 Tt (A) = ，liJfl w 0η(A) =w土 (A)，(¥7 AεタL)
→土∞ t→土∞

が成立する。

(3.69) 

このことから定常状態以往誌熱器の溢度と化学ポテンシャルにより決定され、分害jの仕

方や有限自由震系の初期状態にはよらないことがわかる。

Prop.20 

TtがL1(9='L) ~軒近ア}ベル性を溝たし、 σ2 による Klv[S状態、が一意的に決まるとき、

ω土 =i*W芋

が成立する。ただしここでfは♂ω(A)=ω(ι(Aつ)で定義される c

Prop. 21 (定常状態お安定性)

(3.70) 

7主がL1(9=' L)漸近アーベル性を満たし、 σ咋Zによる KMS状態が一意的に決ま与札、 M，吋lol1長討e訂r写

像往吋(三計=li註i治札隠
意味でで、安定でで、あるむ

ω+ (B*Tt (A) B) 
=ω+ (A)， (¥iA， B E 9='). 

Z→土∞ ω+(B*B) 
(3.71) 

またこれは、 ωーに対しても同議のことが言える。

6ここで Ruelleの2000年の丈薩を引用していた。
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「無隈系の非平衡統計力学J

Prop.22 

一般に C*代数において、密度行列P1，P2に対する相対エントヨピー S(p11ρ2)は

S(ρ11p2) = Tr {P1 (log P1 -log P2)} ， (3.72) 

で与えられている。これに対して、相対エントロピ一生成の揚会表現が小嶋ら 7や Jakaie

とPillet8によち相対エントロピー S(ω|凶)が次のように与えられる。

S山 =pfdth(与)一叫ん)十ω剛 (3.73) 

ここでぬ三ωoちで、 j番目の熱洛との関に流れる熱流Jjは

L 

与三 -dj(V) + L /1-~) g~) (V) (3.74) 
入=1

で定義される。このとき、相対エント百ピ一生成量Ep(叫三委S(ω|ωt)はηが漸近アー

ベルであるとき limt→土∞ Ep(u.心は収束し、

31EPM)=EP同)三2ンμ土(与) (3.75) 

であらわされる c また Ep(ω+)三OぅEp(w__) < 0が成立する。

(有限系に対する証明)

初期分有

ρ0=土e--Ljβ:j(HjーμjNj)--Dsrvω 
Z。 (3.76) 

と時開発展Ttに対して均三 W OTtなので桓対エントロピー辻次のようにして計算できる。

S(ωiωt) = Tr (Pt (lnpt -lnpo)) 

= Tr (T--t (ρ。)(ア"-t(ln po) -1印。))

- Tr (Po (lnρo -Tt (ln po) ) ) 

一 l'd夜dぺt'づrii手かか;fググ舟rτT官Tr(Po7、旨r

一 ~ßjl' d 
ここで有限茅系、ではsちjわJラ
トニアンはH=乞立i1鳥十Vであること古か瓦もら、尻町=[Hぅ鳥!と [V，Nlj)] = [H， Nlj)] 
7編集部註:小嶋等の 1988年や 89年の論文を引用していた。
8編集部註:稜等の 2001年、 2002年の論文を引用していた。
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講義ノート

が成立する c よって syste訟と熱浴jとの簡を流れる熱読Jjは次のように変形できること
を上の最後の等式で用いた。

与三-8j(V) + Lfl~)9~) (V) = -i [弓，V]+玄μ戸川)寸

=tMEj)一計五九州
さらにS(ωiωt)~三 O よ乃

(3.78) 

li担 Ep(ωh!im?fd4s(ωjωs)三9
z→∞ z→∞r; Jo αδ 

であることから次のことが分かる。

(3.79) 

Ep(Wt) = 2ン~Wt (与)一山(Ds)と三恥+(与)と 0 (3.80) 
3 

同様に t→-∞のときはS(斗ωd三Gよ与

之主;fd£sM三。 (3.81) 

なのでEp(ω_)::;0が分かる。.

Prop. 23 

温度が-1のときの状態的は

，.，. _1 ，.， 17-1 ωzb三1'tισ;;1't， 1'tささずt Tt 

に対する時間tのKMS状態で、そのgeneratorは次のように与えられる。

記)(かぶ山l>s[九州)LAト山阿倍))= D札) 同

(3.82) 

Prop. 24 

TtがL1(~L) 潜近アーベルでかつ Møller 写後九が inγertible のとき逼度 -1 における定

常状態ω土は

ωZ土三官1σ27土 (3.84) 

に対する KMS状態となる。 ι (V) ε ~L のとき generatordti土次のようにあらわされる。

8; (A) =ι(A) + i I ds [Ts(ι(V))，A]ラ VAξ D(ι)ηヲL (3.85) 
J土∞

q
G
 

M
剖



「無謀系の非平f軒続言十力学j

有限系においては、札制もomorphismりに関する KMS状態、wはdensitymatrixに対応

する。

(3.86) 

可
4
S
E
E
l
E
2
2
2
J

¥it/-
MA 

ハ
ロ
入HF
 
LZM 

瓦
J

/
J
'『
E
E
1
¥

ゐNZ同

「
t
t
i
t
i
-
-
5
1
L

p
 
x
 
e
 

1

一Z一
一一

山ηvg 

Zは規格化定数で、九Hjぅμ??Nij)はそれぞれj番目の熱塔の温度、エネルギー、化学ポ

テンシャル、粒子数オベレータ}を意味する G

ここで式(3.78)より

(3.87) 川町)=宇和(弓ーか川)=ートm
となるので、 Prop.24より仏)tに桔当する densi七ymatrixの時開発展んtは次のようにまる。

(3.88) 

『
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1
2署
i
s
i
z
-
-

1

、屯
2
2

』，
f
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1
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一
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E
E
E
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-
-

ふソNZM 
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 --z 

一一M
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οr 

ここで、 p凶=ア-t(ん)となっていることから分かるようにこれは densitymatrixに対

する LiouvilleベronNeumann方謹式そのものであることが分かる。

さらにt→土∞とすると

(3.89) 

「
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1
1
1
a
z
t
J

¥
1
2
1
1
2
ノ

、、B
E

，ノF3
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晶
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一Z一
一土以ρ' 

となる。これはまさに MacLenn阻 -Zubarevによる定常分布である。

Spinless Fermion系の非平衡定常状態

ここでは具格的に SpinlessFermion系において二つの系が相互作用する場合を考える。

3.4 

(3.90) 

(3.91) い

m

u

α

/

L

 

*

α

 

k

d

 

/

t

M

U

 

入

k

f

l

、

向

切

α
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伽

÷

ホ

入

一

d
E
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J

/
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γ
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k

川
引

，G

，α
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f
j
f
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J
 

Zλ
ャ
~
入
山
川

α(f) 

Tr (α(f)) 
(3.92) 

ここで k~土波数、 λ は系の番号で、ここでは 1 または 2 である。また Ul ， U2 は次のこと

を満たす。
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講義ノート

l Ul (k) 
(uI)λ(k) = <。

このとき初期技態は

や{JL 9t (k) fλ(k) 
ω(ど(f)a (g)) =、、 i

M2j d入(均一向)孔

とでき、時開発展は

入=1 ー
ょ
っ
中

一一一一

1
八

1
八、aa，ノTK

 

〆
Z
Z
宅、、qh
 

O
引

u

r
I
Sど
3
1
1

一一
、、き，，ノ'κ
 Ja
z
zミ、入

、も

tノ
q
L
 

M
U
 

/
'
S
1
 

(3.93) 
λ=2 

(3.94) 
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巧

と表現できる。また、 Tt(a (f)) =α(五)とする。

このとき d(A)室長ηV(A) It→∞に対して

1 7t ( α (f)) = 巧桝(伊6附
が成立することから、次のことが言える o

j>. (k; t) = iWk>.f>. (k; t) 十出入り dk"U~川改";t) 
ム(k;O)= ム(k)

(3.96) 

(3.97) 

(3.98) 

ここでは、時間徴分が残っているので、次のように変形する c

fλ(k;t) = eZωk>.t 仇(k;f)十句λ(k)r dk，Mi"λ +) (地引)ut (k')φλ(ど;f) e叫 ，>..t
A(+) (ωk'>') (ωk'入一ωkλ 十iO)

j k， ui(k)似(ど;伊川
(3.99) 

十 dk'A(十)(ωk~X) (ωk'X ~ωたλ+iO)
ut (k) 

争入(k;f) = fλ(k)+ /( 1 )(ω叫

[M_¥(ωkλ)f j l dk ikλ ぽ)ムVλ~'~o + J dk' ω1k41λ(ーk'ω)k則'X 的~ol (3.100) 

ここで

(3.101 ) 
1ラ入 =2

Ml:i:) (ω)=jdK ih(k)i (3.102) 
ω一ωkλ 土iO

A(土)(ω) = 1 -M~:!:) (ω) MJ:i:) (ω) (3.103) 

A
斗
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「無謀系の非平禽統計力学J

とした。

こうして、時間発展が分かったので、 t→∞での系の状態を調べる。

ωt (α(fつα(g))=ω(TLα(五)*α(gt))=ω(α(e-ωkt五)α(e-ω今t)) (3.104) 

下F 、".""'プで之、
'--'--、、

εーおk>.tf.λ(k; t) =弘(k;f)

十rdk' ___:t_ぬ-Wk'λ) 言 M~+) (ぬ Fれ入(k)則的弘(k';f) 
jωk入-Wk'λ+iO A(十)(Wk

'
λ) 

十
rdk'_!:i同 -Wk'5..)t u! (k)の(k';f) 
j ωk入一ωk')..+ iO . A(十)(Wkl)..) 

と己中入(k;f)

(3.105) 

となることは、

e-ikt
主→∞ n

k土iO

より分かる。

よって終状態辻

て-.._ [ 争入(k;f)*弘(k;g)ホ
lim W主(α(f)*α(g))=ω(α(ゆ(f))*α(ゆ(g))) = ) ~ I dk 差 (3.107)ケJ~.v eβ納入一同÷

(3.106) 

となること治宝わかる。

非平衡量子統計力学の代数的アプローチ講義概要[微視的運動の動力学的性質から巨

視的な不可逆現象がどのように導かれるかjという統計力学の基礎的問題が、近年、無限

量子系の立場から再吟味されている。講義では、このアプローチについて最新のトピック

スを交えて解説する。

量子力学の数学的定式化では、通常、状態を表すとjレベルト空間から出発し、その上で

定義されたエルミ}ト演算子を物理量と解釈する。このとき、測定によ均観却される量

は、演算子の司有植であり、ヒjルレベjルレト空間のベクト jルレはそれぞぞ、れの由有f値直の観溺確率の

情報を担う(

このようなアフプ。ロ}チiは土、無限に拡がつた系にiはま(例えば全系のエネjルレギ一が無限大に

なるので)適用できなしい亙、O 代わりに、存限会観潤可龍量のつくる非可換代数から出発して

「観灘値jあるいは「平均の観測値Jを与えるものとして状惑を導入するという方針をと

る。この定式化辻、蕪限系の熱平衡状態をよく記述することが知られており、近年、非平

禽状態の誹究にも用いられている。講義では、この方法の基本から出発し、非平筒系への

アプローチを解説する。

シラパス

1 .オワエンテーション (量子力学の定式北)

F
h
d
 

A
t
 

q
u
 



講義ノート

2. C*代数1(有思可観測量のつくる代数:C本代数、ユニタワ}性・エルミート性・正

値性、スペクトル)

3. C*代数2 (状態、 Gel'fand-Naimark-Segal構成〉

4. C*代数3 (時開発展、時開発展の生成子、複素時間への解析接続)

5.散乱理論1 (散乱理論)

6 .散乱理論2 (代数的アプローチにおける散乱問題)

7 .平禽状態 1 (Kubo-斑artin-Schwinger条件と平禽状態)

8 .平信状態2 (平衡状態のエルゴード性、 Clausiusの不等式)

9.平禽状態3 (自由Bose気捧の Bose-Einstein凝縮、昌発的対蒜性の破れ)

10.非平衡定常状態 1 (Ruelleの理論:定常状態の存在〉

11.非平衝定営状態2

12.非平禽定常状態3

13.非平衡定常状態、4

14.非平禽定常状態5

(定常状態のエルゴード性)

(量子開放系の定常状態:量子ドット)

(量子開放系の定常状態:一次元XYモデル)

(相対エントロピーと相対エントロピー生成)

4 熱・統計力学とエルゴード理論

熱平禽状態はアンサンプルによって記述でき、マクロ者物理量はミクロな清報からアン

サンプル平均として求められる。非平苦言状態を表すアンサンプルをどのように表すか辻需

題で島が、物理的状態が確率的であるとすれば記述可能である。以下では非平禽状態の性

質を?昆合的力学系の性質として考えるためエルゴード理論を考察する。

4.1 序:熱力学と動力学

平衡系の熱力学では f孤立した系を放置すると、それ以上変化しない落ち着いた平欝状

態に達するJという熱平禽の存在を巨視的な系において或立する経験期として認めてい
る。一方で、熱力学を徴説的にみるとあらゆる系は力学の法則に従って時開発展している

ので、熱力学と力学が両立するためには熱平禽に相当する力学過程が存在しなくてはなら

まい。しかし、与えられた系の運動状態は時々刻々と変化するので熱平衡に対応する力学

的状態は複数あり、力学系として、平舞状態の存在を保証する条件が問題となってくる。

ある系で熱平衡に対応、する力学選手呈が存在するために、 Boltzmanは一定のエネルギ}

をもった孤立系は十分長い時間の後には熱平禽状態に達し、その後はその周辺で小さなゆ

らぎがあるが、誌とんどその状態に菅まり続けることを「長時間平均値=アンサンプル

平均龍jという形のエルゴード性が成立するとして定式化させた。

ある力学量fは十分時間が経った後に巨視的には熱平荷の穫をとるので、初期状態 Xo

から出発した軌道の長時間平均(f}xoは熱平衡での額調値(f}eqと開一課できる。さらに、

6
 
44 
9
d
 



「無線系の非平禽統計力学j

熱平禽の一意性から、長時間平均は初期状態によらず一定誼(f)をとると考えられる。一
方で、エネルギ}誼上に一様に分布する経計集団(ミクロカノニカル分者)を考え、初期

値をその分布にわたって平均したものを考えると、力学量fの持開平均(f)がミクロカノ

ニカル分布にわたる平均[f]mcと一致することを示すことができ

(f) = [f]mc~ (4.1) 

のような関係とごとる。この性質をエルゴート性と呼び、アンサンプルと力学の性質だけか

ら熱平衡にある系のさまざまな量を計算できる cつまり、孤立系の熱平禽状態をミクロカ

ノニカルアンサンプルによって表される統計的状態として議論を進めていくことが耳龍と

なる。

5 有限自由度系の平衡統計力学

この節で辻、 N個の同種粒子からなるE古典力学系において、平禽熱力学の諸性質を動

力学の枠組みの中にどれだけ作り込めるかを見ていくことにしよう。簡単のため、系と外

界との物資の移動は考えないc

5.1 状態と灘度

統計力学では状態泣統計集団で記述されるが、その根拠に辻長時間平均が栢空間平均

と一致するというエルゴード性を根拠にすることが多い。しかし、長時間平均で議論がで

きるなら、そもそも系の状態を記述するのに統計集団を持ち込む必要がない。ここで辻、

r (熱力学で扱われている)系の状惑は物理量の澱定結果によって決まる」という事実か
ら出発すると、系の状態が一般に確率分布によって表されることを示そう。

]V 1国の再種粒子からまる古典力学では、系の運動状態は、 η=3.1V倍(あるいは固定され
た物体を考える場合にはn= 3N-6値)の一般産標%と一般運動量的の億の組〈相空間

産課)によち指定される。ただし、粒子の入換えにより移り変わる座標は同一視する。従っ

て、この系の物理量は梧空間上で定義された関数f= f(ql'" . ，qn，Pl， • 曇. ，仇)三 f(q，p)

で表される。さて、この系について、物理量fを測定したとしよう。一般には、測定値は

測定の度に揺らぐだろうが、その平均値ω(f)は確定した意味をもっO そして、様々な物

理量の測定値の平均を定めれば、状態を定めることができる c 物理量fに対して平均値

ω(f)を対応させる写像f→吋f)モCは、明らかに次の性糞を持つべきである。

(Sl) 嬢形性 :ω(αf+g)=αω(f) +ω(g) 伊豆 C)

(S2) 正値性:f (ιp)ミo =キ ω(f)き0

(S3) 規語化:常に 1(q，p)三 1となる物理量=キ ω(1)= 1 

円
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つま札 ω(f)は規搭化された正値況関数である。
次に、最も一般な確率分布について考えてみよう。 調えば、カノニカル集団は梧空間上

で定義された分布関わい)=叫(-H/(明 )/z(zは分配関数、 Tは塩麦、凶ボ
ルツマン定数)によって表される。分布関数が与えられると、指空空間のある部分集合A

で表される運動状態が実現する確率は

( }_o-岩生
JA z~ N! (5.1) 

で与えられる。これを一般化すると、指空空間の蔀分集合Acrで表される運動状態の

実現確率μ(A)を定めることが、最も一般の確率分者を考えることにまる。 9ここで、確率

割麦戸とは相空間 F の“ï1J潤~"1O部分集合A に実数以A) を対応させる集合関数でう次

の条件を満たすものである。

(Ml)μ(日)=0

(M2)可灘集合Aに対し μ(A)ミ0

附 4が川い{なhい一j炉円一=ι引 1リ2，'" ) 叩 で4相叩山nA仙Akいた

(M4司)μ以(r町)= 1 

そして、 Rieszの表現定理によれば汎関数ω;まある確率灘度μに関する積分で表すこと

ができる。ここでは、 Rieszの定理のおおまか会内容を紹介するに留める(正確な内容に

ついて辻、例えば猪狩[]定理6.18参照)。

Prop.25 

平均植を与える写像ω(正値況関数)について、確率灘度戸が存在し

叫トLf(xl!J.詩吟

と表せる。ここでx= (q，p)、dx=dql，..dqndPl，..dpnでr，ま桔空間である。

(proof) 

(5.2) 

9議集部註:この笛所に、著者は、??????????をつけている 0
10集合rの部分集合の集まち(集合族)Aで

(Al) o E A 
(A2) AεAに対し X¥AεA

(A3) Ajεr (j = 1，2，..')に対LUt1AjεA  

を満たすものを σ集合体と呼び、 Aの要素を可灘集合と呼ぶ。

。。
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「無課系の非平構統計力学」

相空間の部分集合AcJ.V[の特性関数を χA(X)とおく:

A
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(5.3) 

汎関数ωを用いて誕度μをμ(A)三 ω(XA)とすると、これは桔空間M 上で定められた鴻
度となることが以下のように示せる G

1.μ(や)=ω(χ。)=0
2.ρ(A) =ω(XA)詮0

3. Jl(M) =ω(1) = 1 

4. AjnAk =や (j計)ぅ Xu苅=L:j XAj よ号 μ(UjAj)= L:jJl(Aj) 

Rieszの定理については、 fが実数護関数のとき、 Aj= {xlcj壬f(x)く Cj+l}とおくと

f (x)キL:jCjXAj糾より

W (1) : L CjW (XA，) = J f (x)" (dx) (5.4) 
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5.2 孤立系における平衡状態の存在と混合性

まず、考えている系が、自律的時開発展によって平禽状態にアプローチする過程につい

て考えよう。このとき、系の状態を表す桔空間座標の時間変化は、正準方在式:

む=。π(q，p) ‘ 0冗(q，p)
=一(j= 1，..吋n) (5.5) 

δIpj fJ) δも・

に支配される。拐期点(号制，p(O))芸 Xoから出発した運動方程式の解畠線が持刻Zに至る点
を(q(t)，p(明言Xtとすると、解曲線辻初期点XoをXt~こ対応させる変換 Tt :Xo→Xtで
表すことができる。 Ttは相空関から相空間への写像であ与、

(i)九=(垣等写f象)

(ii) Ts o7t =丸+t

(iii) Ttxoはt、Xoについて達続

という性質をもっG この写{家主を[流れjと呼ぶ。以下、重心運動と間体回転の自由度

を凍結し、ハミルトニアン Hだけが運動の蛍量であるとしよう。

流れTtを用いると、物理量fの時刻tでの関数形iまfoTtで与えられるので、その時刻
tでの観測笹/平均植は

午
前
J
H
W
 

H
F
 
z
 z
 

o
 

r
j
 

f
i打一

一z
 

o
 

f
J
 

M
W
 一一
一r
j
 
u
 

(5.6) 

となる。また、これにより時刻tでの状態、幼が定ま乃、対応する灘度を的とすれば

凶 (1)= t f (x) JLt (dx) (5.7) 

が成り立つ。関数fとして、相空間上の集合Acrの特性関数χAを選ぶと測震の時開発

展が次式で与えられることが判る:

μt(A) =ωt(χA) = I XA 0 Tt(x)μ( dx) = I XTi-1 A (x )μ(dx) =μ(Tt-1 A) (5.8) 
Jr Jr 

次に、状態の時開発展を考える。物理量は指空間上の関数なので、その時開発展は写橡

Tを用いてft(守，p)= f (Tt (q，p))となる。また状惑の時開発展は、的(f)三 ω(f0 Tt)と
与えられ、 Rieszの定理からiJlU度の時開発畏票日

LfCx)Jtt (5.9) 

となる。平禽状態であるためには、時間発震について測度は不変でなければならず、 Ttの

濃度が、片口 μとなる不変jJlIJ震のときに¥平衡状態が記述できる。しかし、一穀の力学

系は多くの不変諦震を持っており、物理的に意味のある不変測震を選択する必要がある。

nu 
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状態は時聞が経て誌、平禽状態に変化する:崎(f)と竺争時q(f)。拐期密度p(x)のとき
状態はω(f)= Jl'vI 1 (x) p (x)μεq (dx)と表せ、時刻tでの状態は

均 (/)= I f 0 Tt (x)ρ(x)μeq (dx) (5.10) 
JM  

となる。 t→∞とすれば、平衡状態

Mf)=Lfh)MZ) (5.11) 
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(5.12) 

と表すことができる。 g(x)主8ぅJMg (x)戸時(dx)言。を溝たす関数g(x)を用いると、確

率密度は

g(x) 
ρ(x) = r 

J 瓦([~

となり、平欝状態について以下のことが言える。

LVI 1 0 7t (x) g ( x) JLeq (dxh→∞ f 
I 1 (x)μεq (dx) (5.14) 

JMg(X)μeq (dx) ， JM 

(5.13) 

itLfoZMM(dz)=Lf(仇 (dx)かい)戸時(dx) 何

つま号、任意の物理量f、gの担関関数がそれぞれの平禽測震によるアンサンプル平均

の績に援和している。この性費拡混合性と呼ばれ、平禽状患の存在は混合性の問題に帰着

されることが分かる。このように、 Liouville方程式に従って時開発展する密度分布関数p

を使えば、熱平禽状態への不可逆過程を記述することができる

線形応答と混合性

次に、鈴木の表記11に従い線型応答理論を用いて混合性について考えよう。摂動A(qヲp)1 (り
の下でのハミルトニアンを討。十A(q，p) f (t)とする。そのカノニカル分布での物理量3

の平均 (B)辻、確率密度po= ε一β冗ojZoによる平均を〈問。として、線彰M5答理論から

(B) =仲 βλ州 (s)B)of (t + s)己枠 (B恥 β(い一ベ4仰(は叫A却B
E →+∞ i 

(5.16) 

11編集部註:ここで鈴木増推の教科書ないし論文を引用していた。
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となる。一方でハミルトニアン冗。+Aのカノニカル分布での物理量Bの平均は、

(B) = (B}o + s {-(AB}o + (A)o{B}o} 

となるので、再者が一致するには

(5.17) 

JiF(AB(t))o=(A)o(B)o 
-→ 00 

(5.18) 

を満たさなけらばならない。これを、満たすためには混合性が必要となることが分かる。

5.3 混合性と動力学

5.3.1 準講

灘度とは、ある範囲の集合に非負の実数あるいは∞を対正、させる集合関数で、次の性

費をもつものである。

Def~ 12 (σ代数)

集合Xの部分集合の族Aが次の条件をみたすとき、 X上の σー加法族とよぶ。

1. AEA=争X¥A三 ACE A 

2. AモAならiまU之lAnE A 

3拳 XEA

Def. 13 (測震)

AをX上の σ代数とするとき、 μが (XうA)上の測度であるとは以下が成り立つことで

ある。

1.μ(争)=0

2. VA E A に対し、 O~ μ (A) ~ 00 

3. Ak E A ， Ak n Al =争 (k チ l) ならば、 μ(U~二1An) = 2二二1μ(An)

集合とそのよの σー加法族の組(XぅA)を可滞空間、それに測震を加えた (X，Aヲμ)をiJtIJ
麦空間という。 x上で定義された実数龍関数f:X→去は、在意の実数αについての集
合{xE X : f (x) >α}が可溺集合である持、可測関数と呼ばる。

保澱変換

写像Tが測度μに関して謀溺変換であるとは、 1lU度空間(XヲAぅμ)について、 X上で定

義された写像Tが

ヮ“FO
 

令
d



f無農系の非平禽統計力学J

任意のAEAに対し、 T-1AεAでかつ、 μ(T-1A)=μ(A) 

を満たすとことである G

哲U10 

パイこね変換

軌道が互いに重ならず、かっ相空間の面覆を採っ簡単な系として、パイこね変換が知ら

れている。国1のように、面讃1の正方形[0ぅ1)x [0，1)をそれ自身に移す全単射である変

換TBを考える。

J (2おう~) x E [0ぅ~)
TB (x，y) = < 
l (2x -1，守)x E [~， 1) 

(5.19) 

また、 0く αく 1としんは関数方程式の一意解

jαfα(2x) x ε[0ヲ~)
ん(x)= < 
l(1一叫ん(2x-1) + a x E [志1)

で定義された関数とする。この関数方在式辻連続でzについて増加関数であるという性費

をもち、

(5.20) 

μα([0， x) X [0，宮))=ん(x)ム(y) (5.21 ) 

によって正方形上に測度内を定めることができる。

J [0ヲ~) X [0，2y) 
Ti1[0ぅx)X [0， y) = ~ 

l[0ラ~) X [0，1) U [~，宇) X [0，2y -1) 

であるから、 y壬iとU〉 iのどちらの場合も

yくよ
=2  

訂>~
(5.22) 

μα (TB
1[0，X) X [O，y)) =ん(x)ん(y)=μα([0， x) X [0， y)) (5.23) 

となり、変換によって測震が謀たれるので、この灘度についてパイこね変換TB辻保測変

換であることが分かる。

5.3.2 工)t，.ゴード性と混合性

エルゴード性

保測変換Tがエルゴード的で忘るとは、 T-1A= Aを満たす在意の可灘集合AεAに

対し、戸(A)= 0あるいは lが成立することである。ただし、 (Xぅ人μ)を測度空間、 Tを

X上で定義された保誕変換とする。

丹
、

u
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ーう ーヤ

図 3:パイこね変換

Prop. 26 

保溺変換Tが詫合的まらばTはエルゴード的である。

(proof) 

T-1A=Aを溝たすVAEXに対し、関数f、gをAの特性関数XAとする:

11 x E A 
XA (x) = { 一一
lO x ~A 

f(x)=g(x)=χA (x) 

ここで、平禽状態と現合性の関係から

f foT， (x)g(仇(批)~ ff(仏桝fg州制)

であり、左辺の被覆分関数は

f 0 Tt (x) = XA 0 1t (x) = χTーは(x)=χA (x) 

となるので、

j凶凶州=f山間=州

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

右辺も関謙にして、 μ(A)2となる。よって μ(A)= μ(A)2となることから、 μ(A)= 

Gまたは 1が成立する。.

Birkho宮の糧問エ)1，.-ゴード定理

(Xぅ人μ)をtlll度空関、 Tをtl!l度空間X上で定義された保tl!J変換とする。このときほとん

ど全てのXの要素zに対して、

出会f同三f*(x) (5.28) 

極限が存在する。ここで、 f:X→ Cは可覆分関数で為る c さらに誌とんどすべてのX

の要素zに対し、

f* (Tx) = f* (x) 

4a 

F
h
u
 
qo 

(5.29) 
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が或立し (f*の不変性)、全空間の測度が有限 :μ(x)く∞会らぜ

I f (x) dμ( dx) = I f* (x) dμ(dx) 
JX  JX 

等式が満たされる。

つまり、在意の力学量について、その長時間平均の存在がBirkhoffの値崩エルゴード定

理から探証される。

(5.30) 

Prop. 27 

保測変換Tがエルゴート的であるとは、在意のi1J灘関数f:X→Rについて

J込iさf阿 =L f (x) /L (dx) (5.31 ) 

が誌とんどすべてのxEXについて成立することと再鐘である。

(proof) 

エルゴ}ド性から、可測関数f:X→Rが、ほとんどすべてのxEXに対し f(Tx) = f (x) 

を満たすならば、関数fはほとんどいたるところ定数であることがいえる認。これより、
f* (Tx) = f* (x) = f*となるような定数rが存在し、 Bir述。圧の倍別エルゴード定理から

I f (x) dμ(x) = f* I dμ(x) = f* (5.32) 
JX  JX  

となる。これより

JU会f(向イキ=Lf(X)/L(制 (5.33) 

となり、 (5.31)が得られる。.

これは初期位相点を ι 時刻tの後の位相点を Ttxとして、 Lebesgue瀕度ゼ自の集合

を詮く全ての拐期位相点に関して、その刻々の時刻の設相点の関数fの時間平均をとり、

η →∞にしたときに、ある一定の極限値があ号、そのときの橿限値が梧空間平均と等し

いことを示している c また、関数fの長時間平均が平禽状態の債に近づかないような、 X
の初期位桔点は実際上春在しないことも主張している。

混合性

(Xぅ人μ)を規格イとされた灘度μをもっ測度空間、 TをX上で定義された保測変換とし

たとき、イ壬意の可溺集合AラBEAに対し、

Ji曳μ(AハT-tB)=μ(A)μ(B) (5.34) 

が成立するとき、変換T辻混合的である。混合性はエルゴード性より強い概念であり、保

護11変換Tが混合的なら、 T~土エルゴード的と言える。

12編集部註:ここで小路口の論文を引用していた。
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5.3.3 特異溺度

エルゴード的な系では長時間平均から不変1J!1J度が一意的に決まるように見えるが、一

般的に多数のエルゴード灘震を持つ力学系が存在し、測度によって見えてくる物理現象も

異ってくる。持異調度とは μα とんrが互いに特異的な場合、戸α(A)= 0、fta'(A)チ0と

なる Aとん(B)= 0、fta'(B)チ0となる Bといった異なる測度が存在してしまうことで
ある。特異測震の例として、 Cantor灘震がある。

例 11

特異測震の例

Cantor集合は [0ぅ1]を三等分してその中央の開区閣を取ち除き、次に残る関区間を各三等

分して中央の関区間を取ち除き、弘下問様のことを操り返してできる集合である。 fcを

次の方程式の解として定まる Cantor関数とし

( ~fc (3x) x を [0ラ~)

fc (x) = ~ ~ x E ほう~)

l ~fc (3x -2) + ~ x E [~， 1) 
測震を μc([0， x)) = fc (x)と定める。 CをCantor集合とすると

(5.35) 
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(5.36) 

(5.37) 

ん((社)υ(日)uG， ~)υ) 
ん((立))叶G，~))+...=0 (5.38) 

飽方、 Cantor集合に対する Lebesgue灘度は

ι(G， DυG，~) u (日)u...)=~+ 会+
= ~t.(訪ね =1

またん([0亨1))~ fc(l) =し μL([0ぅ1))= 1なので

μc=μc([O， 1))一μc(Cc) = 1 

μL=μL ([0ラ1))一μL(CC) =む

(5盈39)

(5.40) 

(5.41) 
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つまり、んと μLは互いに特異的であり、特異測度が事在することが分かる。これは、現

合的定常状態は一意的には決まらず、隷々ま安定した定常状惑が存在することを示してい

る。多くの力学系には複数の不変調度が存在し、灘度によって見えてくる物理現象も異な

る。つまち、望ましい性賞を持った不変灘更を決定することが重要とをる。

5.4 Pollicott巨Ruelleの共鳴

指数関数的不安定性を持つ拡大写橡あるい辻会理A写像(さ双由系)Tについて、 μを

平苦言灘度とし、滑らかごと関数j，gについて

(j 0 Ttg)μ= (j)μ(g)M + 2ン;民(f)科(g)+ Wt (5.42) 

であり、 (f)μ=Jxf(x)μ(dx)とする。ただし、

iλjl壬1 ∞
 
+
 

A
U
 

1
八臨む (5.43) 

とする。守j，争j~ま超関数で、 Koopman演算子 U の、自有値入j に対する酉有関数である。

つまり、関数f，gに対し、次式が或り立つ。

守j(Uf) =λj申j(f) 

争j(utg) =入j争j(g) 

(5.44) 

(5.45) 

Koopman演葬子じは Uf(x) = f (Tx)、がは (Ufぅg)μ=(fラutg)μ で定義される。相関

関数(utj，g)μの持関tについての Fourier変換を考えると ilog入jという混合率に相当す

る麗波数で極を持つ。このため、これを Pollicoお-Ruelleの共鳴と呼ぶ。

6 開いた多重パイこねモデルの非平衡統計力学

ここでは文献13に従いう開いた多重パイこねモデんでの相対エントロピーによるエント

ロピ一生成を求め、粗視11::エントピ}生或と比較する。粗視イヒエントロピーは祖視化され

たセルによって決められた系の靖報を劃定し、その増加は粧視化された位相空関からよ切

結かい位相空間への情報流によると考えられる。また相対エントロピーは時期tでの状惑

と初窮状態からの差で連続的に変移していることを示している。二つのエントロピ一生成

は物理的に異なる意味を持つが、以下では巨視的な極鼠では一致していることを示す。

13編集部註:ここで lectureという文献を引用していた。
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6.1 エネルギー庫標を持つ多重パイこねモデル

エネルギー産課を持つ多重パイこねモデルは Lorentz気体の国景写畿を抽象北したもの

である。多重パイこねモデルの相空間は図2に示すような3次元セルの繋がちとして考え

られ、

r {(ηぅx，yぅE)IEE元+，0く z壬αE，Oく U壬αE} (6.1) 

Zは整数、定÷は正の実数、 αE=αeEでα辻正の定数で定義される。 fnはn番目のセjレ

として考え、変数 E~ま周期的 Lorentz 気体にある栓子。運動エネルギーに対応し、 4 は

各セルにおける運動エネルギーの面種を表していると考えればよい。

ここで辻以下のようま写橡Bを考える。

(いη一-1，品TれdうJl÷eF~吉払うιE+F丹) 
{いη凡‘と与2誌孟人司S狩り +l+十a匂Rι今E)

B(伊托Mう，x民う払μ凶E司)=ベ〈よL↓1L〈J川う:〉〉ペδ二Lぺ£トぺ一1七;
{l一官什刊+叫(ο1一附E}亦}ドεてE一F) (や1一l+十く走ド壬 1ウ) 

ここで、 Fは加えられた一定の外場とし、 t士三 2l/(1十e土2F)はn香Eのセルから η土1
番目のセんへの遷移率で、 s= 1-2l (0く l壬1/2)は向ーのセルへ移動する自己遷移率
である。

次に、国3のように開放系において、長さ N十 1の多重パイこね変換を、自由運動が

定義された禁隈に延びた諮子上に埋め込むことを考える。写f象BはnE[1，N-1]のとき

で、自由運動部分はずらし写像によってモデル化される。つま号、

(n -1，x，y， E) ~O く会話 lf)
B(n，xぅ払E)= < (η，x， y， E) (lfく会壬 l-lf)

(η十 1，x， y， E) ( 1 -1 fく会豆 1)

で与えられ、 η<-2の範囲でlf= l+、η'?N十2でlf= lーとなるむれ=-1，0ぅJ.V，N+l

の慈子点は結合部にあたり異なる変換が必要になる140 この系は無謀に拡がった自由運動

する系に有課長の双出系が埋め込まれているのでカオス散乱系となる。

(6.3) 

6.2 Poisson Suspension 

同種粒子が有畏の密度を持つように合布している系の運動状態を記述しよう。 Boltzmann

涜の見方で、一粒子相空間rの栓子分帯を考える。各粒子の空間F内でのf立置を Zl，Z2・ー・ 5
Eとすると、点列

C三 {Z11Z2・・・} Zj = (njうちYj，Ej)E r (j = 1，2ぃ・・)
14編集部註:ここで talという文離を引用していた。

(6.4) 
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n-l n n+l 

関 4:相空間Fの概略菌、断面は運動エネルギーをあらわす。

n=O n=N 

口口口口口
Free-一一回......1 MultiB誌erMap +一一子'ree

国 5:定エネルギ一面における開いた多重パイこね変換の全捧図。

が系の状態を表すc同種粒子系を考えているので、頼浮が異なる点列〈は匿5JUせず、いくつ

かの与が一致する場合も含める。また粒子数密度はどこでも有設であるとし、大きさが有

限の集合Kζrに対し、元の数が有限の所に禁隈笹集讃しないとする:# (K n () < +00 
(ただし#は集会の要素の舘数を表す)。そしてこれらの条件を満たす点列〈が相空間X

を作る。

統計的状態を見るために、配f立の集合X上で定義される確率溺度を考える。有課集合

K内に粒子がm健ある配位からなる集合を

CK，m = {(εXI#((nK) =m} 

とする。 CK.mの集合を含むX上の確率測度Pは

ジ(K)m_-v(K 
P(CK，m) =一一一-eυ (6.6) 

m! 

と表され、 PをPoissonSuspensionと呼ぶ。ジ(K)はK内に見出される平均粒子数を表し
ている。 例えば、体議日の箱を考え、体襲。の中のある領域K内に含まれる平均粒子数

を求めてみよう。この箱の中には粒子が一様に N留含まれ、その粒子数Nと体覆Gは非

営に大きいとし、そのよヒである密度p=NjO は一定であるとする c 密度ρを冨定し、粒

(6.5) 

Q
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子数Nと体護nを∞の極援にしたとき K内に m値粒子を見いだす薙率は

K内に m髄粒子を見いだす薙率

主! (，ー互ず-m(互γ~包旦乙-pK
m!(N-m)! \~ n) ¥臼/-mi v 

(6.7) 

となり、粒子数mがPoisson分布に従っている。 PoissonSuspensionはこの例のような対

応関係として考えられる。また、有隈集合K内に粒子がm領、 K'にm'檀ある配位は、

KパK'= q.うなら PoissonSuspension P は

P (CK，m n CKI，m/) = P (CK，m) P (CK"討

を満たす。

(6.8) 

一粒子の関数A(z)に対して、配泣(= {Zl' Z2，'" }の関数を A(()= LjA(勺)とし、

Aの配位全体についての平均fxA (() dP (()を考えよう。一投子の関数A(z)辻特性関数

山={~ ::た
を用いて、 A(z)= L:入αλχKλ(Z)となり、配位関数に対しては、

A(() = 2二αλEンKλ (Zj)
入 j

(6.9) 

(6.10) 

であるc ここで、 Ljχぬ (Zj)辻K入内に粒子がm1国あるとき値mをとることを意味する。

各KについてX= UmCK.mとすれば

I ):χKλ (Zj) dP (() = ) : I XK>. (Zj) dP (() = ) ~ m I dP (() 
JXゴー τn JCK，m m JCK，m 

=:Emp(ω=:Em守二-v(K)
=ν(K) (6.11) 

よって、 Aの配位全棒についての平均は

I A(()dP(() =) :a>.v(K) = I A(z)dv(z) (6.12) 
J X >. Jr 

という関係になる。 PoissonSuspension P (()の時開発展を考えると

I A (() dPt(() = I At (() dP (() = I A (Ttz) dv ヤ)= I A (z) d的(z) (6.13) 
JX  JX  Jr Jr 

ここで、円(K)= v (T-t K)であ号、 (6.12)と(6.13)の比較をすると PoissonSuspension 
の時開発展は以下のように表せる。

Pt(ら)=鳴立ε叩 (6.14) 
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6.3 定常状態の構成

初期混度 lIoが粒子数密度ρ。(仏陀払E)でLebesgue測度について絶対連続の場合、全

エネルギー Eが一定での累護分布関数

Gt (…E)三f仙伊1 (6.15) 

を用いるのが便利である c運動エネルギーは正であるので、 F>Oであるなら、全エネル

ギーは Eミ(N+ 1) Fを講さなければならない。
粒子数密度の時開発展ρt+l= Pt 0 B-1はGtわ時間発展の式を与え、連続の式は

立制(ηぅE)-Ilt (n， E) = ~乙1怖がう E) -~江取引ぅ E)

となる o IIt (九E)誌 η番目のセルに含まれるエネルギー島た乃の粒子数

(6.16) 

fαn(E) 

立t(凡E)= I dxGt (n， x，αη(E)， E) (6.17) 

で、 αn(E) = α(E) e-nF、J江lln(tぅE)はη ー 1香自のセjレから η番目のセんへのエネル
ギーあた与の粒子涜である。

次に粒子が左右の自由運動部分で、 Lebesgue測度について均ーとなるよう会、初期状

態を考える。 (-00ヲー1]、[N十 1ぅ+∞)の格子点上での初期粒子数密度をそれぞれ、 P-及

ぴんとすれば

ρ。(九x，y，E)= P_ (E)三 e一色(E一向) (n壬-1) (6.18) 

ρo(民民払E-(N + 2) F) = P+ (E)三 e-sR(E-TR) (n主N十 1) (6.19) 

z色、 βRは左右での逆温度、 μL、μRは化学ポテンシャルとする。そして、これちの初期状

態からの漸近状態として、定常状態を求める G

拐期分布密度ρ。がzについて区分的に連続徴分可能なら、累讃分布関数Gtはt→土∞
の橿限で、定常分布G∞に収束する。 022nEiNの範題で辻、 Gt(払おう払E)は指数関数
的に収束し、 G∞の状慧で、各七Jレのエネルギーあたりの平均粒子数辻

ε-2(N十l)F(1 -e-2加+明) I _2 
五÷∞(n，E) =αL(P+(E)-P-(E))1-e-m十2)F 十α1p-(E) e-2nF (6.20) 

で与えられ、 Fチ0なら崖標ηの指数関数になり、 F=Oなら nの様車な関数となる c

エネルギー当ちの粒子流は

J;Sn十1(+∞ラE) = -l {II+∞(n + 1， E) -II+∞(nぅE)}
-l tanh F {II+∞(n+ 1ι)+立+∞(n，E)} 

一 -lKα(E)2(p+ (E) -p+ (E)) (6.21) 
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Kは外場F、システムサイズNに故存する正の定数とし、第一項は散逸流、第二項辻ド

リフト涜にそれぞれ対応する。これよ号、上式は格子点nから n+lへの粒子流のFickの

法即を溝たしている。

定常状態分布G+∞は zに依存せず、以下のようになる。

y. J.Jr1(E) (y  ¥ 
fdjp+∞(n， x， y'ι-nF) = G協同E)= TI+OO (n， E)一一 川 a!.n)

αL lαE，η¥αE，n} 

(6.22) 

ここで、 'Pn(可)はフラクタル関数であり、定常状態、分布G十∞も開様にフラクタJしになる。

6.4 粗視イヒエントロビー

Gaspard 15、Gilbert、Dorfman16らによって、巨視的なエントロピー生或は粗説化エ

ントロピ一生或によって与えらえることが主張されたO これは定常状態へのアプローチが

フラクタル構造の形成と同じであり、フラクタルへの情報流出をエントロピ一生成として

しミる。

{X入}を相空間のX分割とする (X=U入X入、入手 λFのとき X入内X)../=苦)。このとき

粗視化エントロピーを

ゃ M(X)..)
Scg = ) ~P(X，入)ln -n一一ヤ P(Xλ)

とするoMはLebesgue測震に対し規格化されていないPoissonSuspensoinとする。エン

トロピー Scgは分割{X)..}についての位桔の複雑性を意味している。

Poisson Suspensoin 九によって描写される馬所的な糧視イヒエントロピーを考える。 {Dj}

を一粒子相空間Fの分割とする。分割{Dj}は以下の三つの条件をみたす。

(6.23) 

(a) r n = UDjCPnDj 

(る)Dj C r況に対し BDjc rnまたは rn::l::1

(c) BDj c rnに対し Djc rnまたはrn土1
各セんじの配位の多様性を反映する梧空関分割を {X{mβ}とすると、 {X{mj}} 
= nDjCPnCDj，mj (mj = 0ぅ1ぅ2，'")、 CK，m三 {(εXI#((nK)=m}となる。分割{X{mj}} 

15櫨集部註:ここで彼の文献を引患
16編集部註:ここで彼の文献を引用
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に対する粗視化エントロピーiまじでの状慈鳥のエントロピーとみなすことができ、 Fで

のLebesgue灘度を μ。とすると

兵引({伊X同川}治}り) = II叫T宏:y作件向ヘ~ef一叫叫巧何 何
Djcrn J 

πμ。(Dj)悦 3
M ({ X{mj}}) = 11 f-A'U :~/ (6.25) 

DjCrn ffVJ 

となる。ジまは平均粒子数を表す調度であり、 M~土規搭化されていないとする。

このとき、粗視化エントロピーは

ゃ M (X{mj})ーや 則的
8cg (九 F ぅ{Dj})ー)= P (X{mj}) ln 一¥、円(Dj)ln一一一+円(fn)-K3mj p(XMhn3yz(Dj) 

(6.26) 

と表せ、九について示量的となる。 (b)と(c)の条件から保存期

8cg (Pt+b f n， {Dj}) -8cg (九ぅfnl{Dj}) = J~_取 (t)-J~n+l (t)+ L1•i8cg (tヲfn，{Dj}) (6.27) 

となる。ここで、 Jf-1何事)はエントロピー読、またム8cg(tゥfn，{Dj})はエントロピ一生
成で、

ゃ μ。(Dj) て「向(BDj)
L1i8cg (t， f釦 {Dj})~ ) ~ Vt+l (Dj) ln ー¥、 Vt+l(BDj) ln 

ーム J) .L.L.L Vt+l (Dj) B年rn hl(BDj) 
Djζrn 

(6.28) 

と表せる c粗視イヒエントロピー生成L1i8cg(t， f n， {Dj})誌非負で、粗視イヒされたセルの極

援ではゼロとなる。また、多重パイこね変換のあたりでは、現象論的に

f∞ JN+1(÷∞占)2
L1i8cg (+∞， frれ {Dj})~ I dE n~;;

.l' 

{ 

J(N十l)F III十∞(η?
(6.29) 

となる 170

定常状態分布のフラクタル性は粗視化エントロピ一生成が引き起こしていると考えら

れ、もし粗視化されたセルのサイズがフラクタル分配の最小サイズより小ければ、粗視化

エントロピーは複雑性を見ることは出来なくなり一定な龍となる。

次に巨規的撞限について考える。サイト η、時刻tをそれぞれ、 n=LcX、t=LTTと

スケールし査し、撞限Lc，LT→。。で、拡散保数D = lLT/L~ は一定であるとする。単

位長さあたりの場の力を F=FLc、系の長さを乙 =NLç、エネルギ~&うたりの密度を

17櫨集部註:ここで Tasaki-Gaspardの論文を引用
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π÷∞=  II+∞Lc、単位時間、単柱エネルギーの定割婚での流速j=LJgn十1は1である

とする。そのとき、定常状態でのエントロピ}生成σ芸(X)は

σ~! (X) = ~ lim_ n LすんL1iB.ω(+∞，fn，{Dj}) 
Lとグ→∞D:fixoo

{+∞ j (E)2 
= I dE 
J:F乙 Dπ÷∞(XうE)

とな乃、流速j(E)はXに依存せず、以下のようになる。

/δπ÷∞(X，E)¥ 
j (E) = -D { 2:Fπ+∞(XうE)十}¥ -- .. -，-vv ，--， -/ ' ax J 

6.5 相対エントロピー

(6.30) 

(6;31 ) 

梧対エントロピーは初期状態からのずれの尺震として与えられ、また量子系の場合と密

接に関孫している c 状意号、九の聞の相対エントロピー 8(1五九)は

r T...... 1.." f d九¥
8 (Ptl Po) = I dPt (() log t ~1~;: (() ) (6.32) J x -" P / U ¥ dPt "" / ) 

として与えられ、告は確率Pt~こ対する初期確率九の審変である。初期密度 PO がいたる

ところで、正の値をとるとするまら、

ぷ fr _1 T."I 1 1 _ f T:1¥ 1 Po (いふE) fT1 ¥ fn  ¥)  

8 (Ptl九)= ) ~ ~ I dEdxdypま(η x，y， E) log ~U ~， _v ， ='~' :~ +円(fn)ージ'0(fn) ~ η←~ lJr
n 

うう

向 (η，x，yι) I ~~\~nJ ~u\~nJJ 

(6.33) 

とごとる。

定常状態における相対エントロピーの負の導関数は熱力学の定常状態のエントロゼー生

成L1i8と一致し

L1i8R (+∞)三 -.lim {8 (九十b九)-8(九九)}
t-→十00

sLJ:; (+∞) +sRJ:(十∞) (6.34) 

Jf (t)とJf悼は両端の自由運動部分から有限の多重パイこね変換への粒子流である。
r十∞

J: (t) = I dE (E一戸L)J~llo (t， E) 
J(1'1ートl)F

(6.35) 

r十∞

J;; (t) = - I dE (E一μR)J!Jj1'1+l (久E)
J(1'1+l)F 

(6.36) 

E視的な極援では

f十∞~ f T:"I¥ r π+∞(ιE) i 
i8R(+∞) = 1 dE j (E) ~ 2:F乙十log }(6.37〉

Lcム→∞D:fixed-'-.-H ¥ ，--/ J乙:F --J  ¥-J lπ十∞(0ヲE)J 
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相対エントロピ一生成σ立は組視化エントロピ}生成密度の空間覆分として表される。

f dXσヰ(X)=σZ (6.38) 

つま号、粗視化エントロピ一生成と相対エントロピ一生成の物理的意味が異なるにも関ら

ず、巨視的な撞援では両者が一致することが分かる。 18

18編集部註:著者はここで8l沼文献を紹介するつもりだったようであるが、そのファイルは発掘できてい
をい。本講義ノートは実際の講義内容と比較しでも半分程の内容であると惑とられる。
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