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Abstract 

A computational method for s-parametric annihilators, combining Yano-Kato's classical method 
with modern computer algebra techniques, is introduced in the context of symbolic computation. This 
method is generalized to parametric cases to study the deformation of semi-weighted homogeneous 
hypersurface singularities. It is reported that new results for the s-parametric annihilators of these 
singularities can be obtained using the computational method. 

1 はじめに

特異点の解析的不変量の 1つとして Bernstein-Sato多項式（以下，b-関数と呼ぶ）がある．このか関数は

記号計算の側面から計算法や応用が多くの研究者により研究［1,2, 8, 22, 23, 24, 25, 26]されており，本稿

でも，記号計算の枠内でb-関数を考える．

矢野環［28,29]や加藤満生［5,6],著者たち［13,19]によりか関数が特異点変形においてどのように変化

するのかを計算する方法及び具体例が紹介されている．中でも論文 [19]において，著者たちは，吉永ー鈴木

[30]により得られた Innnermodality 2（表 1)のすべての特異点変形において，『如何にか関数が変化する

のか』を，非可換包括的グレブナー基底系［14]を計算することによって解明している．

表 1は，吉永ー鈴木 [30]の特異点リストと中村ー田島［9]に紹介された lnnnermodality 2のミルナー数一

定な変形の形をまとめたものである．例えば E18であれば， uppermonomialが2個あるので，変形パラ

メータ a,bを用いてf＝企＋炉0+ axy7 + bx炉とする．このとき，fの原点での簡約h関数は
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1.もし， aヂ0であれば，如（s)(s+蒻）（s+蛉）となり，

2.もし， a=O/¥b=I=〇であれば， 如（s)(s+品）（s+翡），

3.もし， a=b=Oであれば，如（s)(s+翡）（s+蒻）となる．

ただし，如（s)= (s＋謡）（s+謡）（s+謡）（s+蘭）（s+翡）（s+蒻）（s+器）（s+翡）（s+器）（s+乱）（s+

器）（s＋蘭）（s+蘭）（s+蒻）（s+蘭）（s＋乱）である．

表 1にあるすべての特異点の変形に付随するか関数の結果は論文［19]で紹介されている．

表 1:I皿 ermodality 2の特異点のリスト

type weighted homo. f o upper monomials note 

E18 企＋ylO xy7 ・,xy 8 

E19 丑＋xy7 y11 ,y 12 

E20 企＋yll xy8 ~, xy 9 

W17 x4 +xy5 y7 ・,y 8 

W18 企＋y7 x2炉，丑y5

Z17 企y+yB xy6 ~, xy 7 

z18 x切＋四l6 y9 ,y 10 

Z19 x切＋yg xy7 ・,xy 8 

Q16 丑＋yz2+ y7 xy5 -,xz 2 

Q17 企＋y丑＋xy5 y8 ,y 9 

Q18 企＋y丑＋y8 xy6 ~,xz 2 

S16 x屹＋y砂＋xy4 y6 ,z 3 

S17 丑z+ yz2 + y6 y4 ・z,z 3 

u16 企＋x丑＋y5 y2 -z2 -,y3 ~z 2 

J16 企＋炉＋t1丑y3 y 10 碍＋27ヂ0

W15 炉＋炉＋t1丑y3 y 7 tr -4=I=〇
Z15 丑Y+ y7 + t1丑y3 y 8 耐＋27i= 0 
Q14 丑＋y丑＋t1丑炉＋xy4 y 7 t予— 4 =I=〇

S14 丑z+y丑＋炉＋t1y3z z 3 t予— 4 ヂ 0

U14 丑＋x丑＋t1x炉＋y3z yz3 社＋ 1=I=〇

In皿 ermodality 2の場合はすべて得られたので，吉永ー鈴木 [30]にある Innnermodality 3の特異点の計

算にチャレンジするのは自然な流れである．しかしながら，論文 [19]と同じ方法で Innnermodality 3の

特異点のか関数の計算を試したが，各々の問題に対して 1カ月以上計算機を稼働させても 1つの結果も得

ることはできなかった．試した I皿 nermodality 3の特異点のリストが表 2である．

か関数を計算する際に重要となるのは， rをゼロとする偏微分作用素からなるイデアルAnn(!りである．
論文 [19]と同じ方法でlnnnermodality 3の特異点のb-関数が得られなかった大きな原因は，パラメータ

が介在した Ann(!りの計算（i.e.非可換包括的グレブナー基底系計算）が 1カ月以上経っても終わらないこ

とである．論文［19]の方法では，b-関数は現実的な時間では得られないので新たな手法が必要となる．

本研究の目的は，矢野ー加藤の計算法と計算機代数の技法を融合したrをゼロとするパラメータ付き偏微
分作用素を計算する計算法を確立すると共に，そのプログラムを計算機に実装することである．
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パラメータの介在しない場合の計算法は [7,17]により著者たちにより確立されている．また，その計算

法をパラメータ付きの場合に一般化するときに必要となる，『パラメータ付き代数的局所コホモロジー』，『パ

ラメータ付きスタンダード碁底』，『パラメータ付き拡張イデアルメンバーシップの解法（パラメータ付き

syzygy計算）』は個別に著者たちにより論文 [11,12, 15, 16, 18]で確立されており，本研究で，これらを繋

ぎ合わせrをゼロとするパラメータ付き偏微分作用素を計算するプログラムを完成させた．

表 2:Inner modality 3の特異点のリスト

type weighted homo. f o upper monomials note 

E24 x3 + y13 xy9 ,xy10 ,xy 11 

E25 企＋ xyg y14,y'"15,y '"16 

E26 企＋y14 xy10, xyn, xy12 

Z23 丑y+ yll xy8 ~, xy9 -, xy 10 

Z24 企y+ xy8 y12 ,y13 ,y 14 

Z25 丑y+ y12 xy9 ,xy10 ,xy 11 

N19 企y+y6 xy凡x2炉，丑y5

N}。 討y+xy5 x2炉，砂y8

碍。 砂＋y6 x2炉，x3炉，企y4

N21 研＋ xy5 丑y凡 Y7,YB

Q22 企＋y丑＋ylO xy7 ・,xy8 ~, xz 2 

Q23 企＋y丑＋ xy7 y11 ,y12 ,y 13 

Q24 企＋y丑＋yll xy8 ~, xy9 ~, xz 2 

v1s1 丑y+ z4 + y5 y 4 z,y 3 z2 ,y 4 z 2 

V1s2 丑y+ y3z +xz3 z5 ~,yz4 ~,yz 5 

V191 丑y+z4+y伍 y 2 z2 , y 2 z3 ,y 3 z 3 

V192 丑y+ y3z + zs yz4 ,y 2 z3 ,y 3 z 3 

V193 丑y+x丑＋y4 yz4 -,y2 -z3 ~,y2 -z 4 

V2*o 丑y+y4+z5 y 2 z3 , y 3 z2 ,y 3 z 3 

J22 企＋t1丑炉＋y12 y13,y .. 14 4tr + 271= o 
Z21 x切＋t1丑炉＋y10 y11,y ,.12 岨＋27c/= 0 

W20 叶＋y丑＋t1丑炉十yg y10 ,y 11 4tr + 21 t= o 
N16 必Y+t1企炉＋t2丑炉＋ xy4 y 6 tit~ -4tr -4月＋ 18t山ー27=I=〇
Vi5 x2丑＋t1y丑＋豆＋わx2炉＋y4 y2z2 ti(t~-4)=/0 

本稿は次のように構成されている．第2節で本稿で使う記号や定義を紹介して，第3節でパラメータが

介在しない場合の『矢野—加藤の計算法』と『計算機代数の技法』を融合した計算法を紹介する．第 4 節で

パラメータ版に拡張した計算法での計算結果を与える．

2 準備

X1心2,...,xれを n個の変数とし，変数Xiで偏微分するという操作をa：＝羞：で表す（1::; i::; n). n個の
変数の省略形を x:= {X1，．．．，咋｝， 8:={81,...,an}とする．このとき，i=I= jで叫巧＝巧功， 8;8j= {)j{)i 

が成り立ち，i=jでライプニッツの公式より am= x,a + 1が成り立つ．
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定数でない多項式をfE (C[x]とし，原点0ECnでの局所化を(C[x]o=｛計号如(x),g2(x)E (C[x],g2(0) # 0} 
とし

D = {とい(x)8(3加(x)E C[x]o } 
(3EZ?:。

とする．ただし炉＝砕・・ •8祈((3 =(b1,..,,bn) E認o) である．また，新たな 1変数を sとし，

叩＝ ｛ど加，g（x)sK炉 hk,g(x)EC[xlo} 
kEN,{JENn 

とする． このとき，原点 0€Cれでのfの局所か関数 b1,o(s) E IC[s]は

p • r+1 = a(x) • b1,o(s) • J8 

を満たす最小次数のモニック多項式である．ただし，pE 1J[s], a(x) E C[x]である．

局所か関数は因子として常に s+lを持つことが知られており， bf,o(s)を原点0でのfの局所簡約b-関
s+l 

数という

Fをゼロにする偏微分作用素からなるイデアルを

Annv[s] (!5) =｛ゆ（s,x, a) E 7J[s] I心(s,x,8)J5= O} 

とすると，イデアル Anrゆ[s](fり＋〈f,~崎，．．．，羞いに含まれるモニックで最小次数の C[s] の多項式が，簡
約局所b-関数なることが知られている．

大域もしくは局所か関数の計算法については論文 [20,22, 23, 24, 26]などで紹介されているが，非可換グ

レブナー基底計算を用いる方法であるので計算量が大きく，実際，特異点論の教科書にあるような簡単な特

異点であっても，計算に膨大なメモリーと時間を要する．ましてや，fが変形パラメータを含んでいれば尚

更，膨大なメモリーと計算時間を要する．

重みベクトルを W = (w1,W2,..,,wn) E z;。とし，多重指数a=(a1,a2,...，知）に対して，炉は
xf1x空・ ・・X岱を意味する．

定義 1

1.項 x° に対し，重みベクトル wに関する重み付き dをd=lx"'lw :=ど：＝1叫mにより定める．

2.ゼロでない多項式fE C[x]が(d;w)型の weightedhomogeneousであるとは，fのすべての項の

重みベクトル wに関する重み付き次数が dに等しいこととする．

3. fを C[x]の多項式とする．まず， ordw(f)= min{lx"'lw : x"'はfを構成する項｝ （ordw(O) := -1) 

とする．多項式fが (d;w)型 semi-weightedhomogeneousであるとは，多項式fがf=lo+ g 

なる形に表せることをいう． ただしここで，foは (d;w)型の semi-weightedhomogeneousな多項式

であり， ordw(g)> dまたはg=Oを満たすとする．（本稿では， semi-weigtedhomogeneousな多項

式は weightedhomogeneousな多項式を含むものとする．）

例えば，fo＝企＋y13E C[x, y] (E24特異点）において，重み w = (13,3) E Z;。を考えれば，foは

(39; (13, 3))型の semi-weigtedhomogeneousである．このときの各項の重み付き次数は 39である．また，

!=丑＋y13+ 2xy9 E C[x, y]と重み w= (13,3) E Z品を考えれば，これは項 x炉の重み付き次数が
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40であり，企＋y13は重み付き次数が39のweightedhomogeneousな多項式かつ孤立特異点を原点に持つ

のでfは (39;(13, 3))型の semi-weightedhomogeneousな多項式である．表 1と表 2は， semi-weighted

homogeneousな多項式のリストである．

本稿の目的は， semi-weightedhomogeneousな多項式fに変形パラメータが介在する場合に， Ann1)[sl(fり

の効率的な計算法を与えることである．

3 計算機代数技法と矢野—加藤の計算アイデアの融合

ゼロでない多項式をfE C[x]とし，超曲面f= 0は原点に孤立特異点を持つとする． このとき，

既晶—紐晶は Annウ[s]U8) の元であり，トリビアルな s-parametric a皿ihilatorという．このトリビ
アルな s-parametricannihilatorについて次が知られている．

命題 2(1978,矢野 [28])

Annv[s] (f 8) n D =〈是点—趾晶 11::::; i<j ::;n〉.
すなわち， sを持たない s-parametricannihilatorは， トリビアルなものから生成される．

fo E C[x]を重みベクトル W = (w1,W互．．，Wn)E Z恥(gcd(w1,...,wn)= 1)に関して重み次数を dと

なるweightedhomogeneousとし，fo= 0で定義された超曲面は原点に孤立特異点を持つとする．また，多

項式g €C[x] を， w に関してgの全ての項の里み次数が d 以上となるものとする．本節では，f= fo + g 
とする．

Annわ[s](fりの生成元を効率的に求めるため，オイラー偏微分作用素

n o 
E。＝ ~w句玩
i=l 

を用いる．このとき，

(ds-E。)fo= dsfo一塁よfo= dsfoー（言皿Xi（閾）） sf戸＝ dsfo-dfo • sfo―1=0 
となる．ここで， R1= ds-E。(R1のsの係数は定数dである）， h1= dg-E。(g)とすると，次の式を得る

{ : : : [`1  :fs-1, t = 1, 2,..., n. 

次を満たすような b,a1,..., aれは計算可能である

珈＋（a1紐＋・・・十an足） ＝0. 

この関係式より，次を得る

(b凡十a1晶＋・・・十an-/;;:)f8 = (b柘＋m紙＋・・・十an紙）sr-1= 0. 

したがって，

となる．

8 8 
b凡十 a1 一＋・・• +an -i::-E Annv[s] (Jり

8x1''・・,o OXn 

1978年の矢野環［28]の論文より次が成り立つ．
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定理 3(1978,矢野 [28])

イデアル商〈嘉，．．．，羞り：〈h1〉cC[x]oのスタンダード基底を {b1,..,,br}とする．各 1さiさ rで

a;1,..., a;n E C[x]oはbふ＋a;1晟＋・・・十a;n晟＝ 0を満たすとする． このとき， Annv[s](『)n(Vs+V)
は次で生成される

｛訊＋ a;1晶＋ •••+a;土 1 ：：：：：t ：：：：： r｝叶是晶ー嵌点 1：：：：：i < j：：：：： n} 

定理 3より， Ann'D[s](fりの 1階の偏微分作用素の生成元は，現在の計算機代数の技法を用いることによ

り次のように計算できる．

|FirstAnn(f) | 

Step 1:〈差，．．．，紙〉：〈hりのスタンダード基底{b1,...,br}を求める．

Step 2:各i= 1,...,rについて次を行う．

Step 2-1: ui E〈訊，．．．，塁〉：〈bihりとなる妬(0)=J 0を求める．

Step 2-2:叫山＝四＝1％足となる aijを求める．

（拡張イデアルメンバーシップあるいは， syzygyの計算．）

Step 2-3: Pi = uib必ーI:7=1％点とおく．

Return: {Pi,..., Pr} 

もし， Step1での簡約スタンダード碁底が {1}なら 2階以上の偏微分作用素は必要ないので，上記の方

法で得られた s-parametricannihilatorと， トリビアルな s-parametricannihilatorたちでAmゆ[s](fりは

生成されることがわかる． Step1の簡約スタンダード基底の計算は，〈皇；，．．．」芝〉：〈hりに付随する代数

的局所コホモロジーを求めることにより線形代数の手法で求めることができ，実際，著者たちはこの方法

でスタンダード基底を求めるプログラムを実装している（［11,12, 27]). 

上記の計算法で特筆すべきことは，非可換のグレブナー碁底計算は必要なく，可換な計算のみでs-parametric

annihilatorを得られることである．

次に 2階の偏微分作用素を考える． R2= (d(s -1) -E。)R1,h2=-E。（柘）とすると

R2 = (d(s -1) -Eo)R1 = (d(s -1) -E。)(ds-E。)=d2(s2 -s) -d(2s -l)E。+E5.

となる（凡の好の項の係数は定数となっている）． このとき，次が成り立つ．

R2f8 = h2sf8-1 +h~s(s -1)/8-2, 

よ紅＝（塁） s/8-1 +h1（嘉） s(s-1)/8-2, 
枷:;巧J8= (-l:k;) s/8-1十（約（閾） s(s-1)/8-2, 

i = 1, 2,..., n, 

1 :S: i :S: j :S: n. 

次を満たすような b,a1, a2,..., an, a11, a12,..., annは計算可能である

叫＋塁塁＋ 1ぶ的（嘉）（嘉）＝0 
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すなわち，

（砥＋言｀凡十1くど<natJ0x：し） r = （枷＋喜a'詈＋ぶ三 9゚2[XJ)sfS-1 

が得られる．もうすでに式 Rlr= hlsfS-19盈fs＝ （皇） sj8-1(i=l,...,n)があるので，
て右辺をゼロにする次の c',co, c1,..., Cn E IC[x]が計算できる

e'(b加＋どa2詈＋ぶ三 9゚2[”])+Co柘＋ど憂＝ 0 

したがって，

e'(叫＋苫 a` 凡＋ぶ三：；“J)十Co凡＋苫`EAn砂 [sl(fり

である．

ここでは，

bE〈｛凡既，．，h1忍｝ u｛巖・既 1:::;i:::; j戸｝〉・〈hi〉

であり

c1 E 〈虹紐..，紙〉·〈枷＋匹＝la鵞＋ど忍j:,;naij~ム〉，
であるので，上の 2つのイデアル商のスタンダード基底がbと¢の性質を決めることがわかる．

これを使っ

以上から次の計算法が得られる． FirstAnn(J)と同様に非可換のグレブナー基底計算は必要なく，可換な

計算のみで s-parametrica皿ihilatorは得られることを強調しておく．

| SecondAnn(f) | 
Step 0: A← O 

Step 1:〈{h1既，．．．，h星｝u ｛紐・紛l~ i~j ~n}〉:〈hf〉のスタンダード基底 {b1,...,br}を求
める．

Step 2:各i= 1,...,rについて次を行う．

Step 2-1:叫 E〈h1紙，．．．，h1紐囁）（紐），（紐）（晶），．．．，（足）（足）〉：〈b碕〉となる叫(0)ヂ0

を求める．

Step 2-2: uふhi＝勾7=1a孔1貶＋こ区jSkSnaijk（足） （紐）となる a;j,aijkを求める．
（拡張イデアルメンバーシップあるいは， syzygyの計算．）

Step 2-2: P; = u;b必ーI:7=1a;j点R1-I:区jSkSnaijkい土）とする．

Step 2-3:〈h1，紙，．．．，認：〈b;加＋どい鵞＋ど忍jsnaijd,〉のスタンダード基底{c1,...,Ct} 

を求める．

Step 2-4:各C= 1,...,tについて次を行う．

Step 2-4-1:必 E〈h1，紐...,認：〈C£(b;h2＋ど:=la鵞＋ど区疇na``)〉となる必(0)ヂ
0を求める．
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Step 2-4-2: u知（以＋ L~=la鵞＋こ忍j'.Snaij~崎） ＝dto柘＋Lj=l化訊となる化（1さ
j :S n)を求める．

Step 2-4-3: A←AU{u伍P;-dto凡ー江j=l化点｝

Return A 

本稿で紹介する計算法の終了条件として，次の2つを採用する．

定理 4

局所項順序を固定する．〈｛h1 息；．．．，柘羞り u ｛沼~.梃;11 :Si:Sjさ n}〉:〈hi〉 c C[x]oの簡約スタンダー

ド基底を S2,b E S2とし， 〈 h1 ，晟，．．．，舷〉：〈ど：ョ枷＋ a;既＋ど1琴j'.Snaij~〉 c C[x]oの簡約
スタンダード基底を的とする．このとき， S1= S2 = {1}, (i.e.今までの議論で b=c'=l)ならば，定

理 3で得られた偏微分作用素と（凡＋ L~=l 佑羞遺1 +ど区i'.Sj'.Sna;j ~) + Co凡＋ L~=l C;羞によっ
てAnnD[s](fりは生成される．

定理 3により， 1階の偏微分作用素を得た後， 2階の偏微分作用素を計算する際に S1= S2 = {1}となれ

ば，必要な Amゆ[Sl(fS)の生成元を得られたので計算を終える．

定理 5(1978,矢野 [28])

上の定理の記号を用いる． S2 = {1}, S1 = M,...,c~} =J {1}, s3 +ふ（x,8)s2 + A2(x, 8)s + A3(x, 8) E 

Annv[s]Uりとする．ただし， A;(x, 8) EVは高々i階の偏微分作用素である (1:Si:S3).

このとき， Annv[s](f 8) n (Vs2 +Vs+ V)はトリビアルな生成元， FirstAnn(f)と SecondAnn(f)の出
力により生成される．すなわち， Amゆ[s](fりは，呼＋ふ(x,8)s2 + A2(x, 8)s + A3(x, a)とトリビアルな

生成元， FirstAnn(f)と SecondAnn(f)の出力により生成される．

次に 3階の偏微分作用素を考える．

R3 = (d(s -2) -E。)R2,c,1 = sfs-l,び2= s(s -1)r-2,四＝ s(s-l)(s -2)f8-3 
とする (R3の砂の係数は定数となっている）．このとき，次が成り立つ．

R3f8 = (-dh2 -Eo（加））の＋3柘h四2+ hf四，

点紅＝（際）び1+ （加•紐＋ 2凡際）び2+ （麻・貶）び3, i = 1, 2,..., n, 

ax 紅̀ ＝（ご似）。1+（腔・貶＋臣・既＋柘． a：92ム） U2+（柘•貶·紐）四，
1::; i::; j::; n, 

釦ぷa咋『＝ （三）王（紐・晶伝＋紐五＋紙・王）王（紐・紙・紐）四

1::; i::; j::; k::; n. 

1階， 2階の計算と同様に四， a2,a1をsyzygyやスタンダード基底を計算することにより消去することで

s-parametric annihilatorを得ることができる．ここで得られたものが定理 5で紹介した s3＋ふ（x,8)s2 + 

A2(x, 8)s + A3(x, 8)であれば，必要な Amゆ[sl(fりの生成元を得たことになる．そうでなければ，他の

s-parametric annihilatorが必要になるが，計算鼠が膨大になると予想されるので我々の計算はここで終了

することとする．すなわち，ここで紹介した計算法は，数学的には常に生成元が得られる保証はなく，ある

条件を満たせば計算したものが生成元であるという計算法である．
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4 パラメータ版に拡張

特異点変形に対応した Ann'D1s1Uりの生成元を計算するため， 3節で紹介した方法をパラメータ版に拡

張する必要がある．拡張するためには次が必要である．

1.パラメータ付きスタンダード基底を計算するため，パラメータ付き代数的局所コホモロジーの計算が

必要

2.イデアル商の包括的グレブナー基底系の計算が必要．

3.パラメータ付き syzygy加群の計算が必要．

4.可換な多項式環（普通）の包括的グレブナー基底系の計算が必要．

5.上記のものを繋げるためのパラメータ空間 locallyclosed setを処理する関数が必要．

第1著者はパラメータ付きのシステムの扱いに慣れており，すでに上記のプログラムを作成していた．し

かしながら，昔のプログラムも存在するので，今回思い切って効率的と思われる方法を計算機代数システム

Risa/ Asir [21]上にすべて再実装し，矢野ー加藤の計算法を現在の計算機代数の技法を用いてパラメータ版

まで計算できるようにした．

Ann'D[s](f8)の計算は複雑性が大きいので，ここでは具体例を書くことは紙面制限の関係で難しいが，出

カの一部は次である．

例 1

f=丑＋xy汀ayn+by12とする．このとき， a,bは変形パラメータである．パラメータ a,bがV(1331企＋

196b)¥ V(ab)に属しているとき， Ann'D1s1Uりの生成元として，我々の実装は次を出力する．

[2581818624*dx-2*b-3*x-3+((920370528*dx-2*b*a+1475324928*dy*dx*b-3)*y-15490911744*dx*b 

~3*s+95871930*dx-2*a~2-192099600*dy*dx*b-2*a+18349353792*dx*b-3)*x-2+(-22185240*dx-2*b 

*y~4+(-3900170736*dx*b-2*a~2-58975763*dx-2*a+46860660*dy*dx*b-2)*y~3+(538999461*dy*dx* 

b*a+214053840*dy-2*b-3+977961600*dx*b-2)*y-2+((-5522223168*dx*b*a-4425974784*dy*b-3)*s 

-96743493*dy*dx*a-2+(-51866892*dy-2*b-2+6299159328*dx*b)*a+4781633472*dy*b-3)*y+232363 

67616*b-3*s~2+(977893686*dx*a~2+576298800*dy*b-2*a-47302605504*b-3)*s+(640332*dy-2*b-3 

013117800*dx)*a~2-133097580*dy*b-2*a)*x-10458756*dx-2*b-2*y-9+(21789075*dx-2*b*a-15367 

968*dy*dx*b-3)*y~8+(8425109*dx-2*a~2+1920996*dy*dx*b-2*a-107575776*dx*b-3)*y~7+(-12326 

391*dy*dX*b*a-2+224756532*dX*b-2*a)*y-6+(8964648*dX*b*a-2-5618340*dy*dX*b)*y-5+(665557 

20*dx*b*s-975042684*dy*b-2*a~2-16850218*dy*dx*a+11875248*dy-2*b-2-22185240*dx*b)*y~4+( 

(11700512208*b-2*a~2+176927289*dx*a-127135008*dy*b-2)*s+(81457992*dy-2*b-58975763*dx)* 

a+284164524*dy*b-2)*y-3+((-1645012908*dy*b*a-2933884800*b-2)*s-34435632*dy-2*a-2+16272 

04887*dy*b*a)*y-2+(8283334752*b*a*s-2+(723148272*dy*a~2-16136366400*b*a)*s-919107651*d 

y*a-2)*y-3796528428*a-2*s-2+9326969190*a-2*s,399168*dx*b-3*x-3+((142296*dx*b*a+128304* 

dy*b-3)*y-1197504*b-3*s-65219*dx*a~2-8316*dy*b-2*a)*x-2+(-33264*dx*b-3*y~7+19404*dx*b-

2*a*y-6+2772*dy*b-2*y-3+41580*dy*b*a*y-2+(-426888*b*a*s-18634*dy*a-2)*y+195657*a-2*s)* 

x+30492*dX*b-2*a-2*y-10-6468*dX*b-2*y-9-2156*dX*b*a*y-8-2541*dy*b*a-2*y-6+196*dy*b*y-5 

,399168*dx*b-3*y-2*x-2+((142296*dx*b*a+128304*dy*b-3)*y-3+(-1197504*b-3*s-65219*dx*a~2 

-8316*dy*b-2*a)*y~2+7623*dy*b*a-2*y-588*dy*b)*x-33264*dx*b-3*y~9+19404*dx*b-2*a*y~8-17 
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787*dx*b*a~2*y~7+1372*dx*b*y~6+2772*dy*b-2*y~5+41580*dy*b*a*y~4+(-426888*b*a*s-18634*d 

y*a-2)*y-3+195657*a~2*s*y-2J 

著者たちの先行研究として， Brianc;on-Maisonobe[2]のs-paraIIletricannihilatorの計算法をパラメータ

版に拡張し研究がある [14]. その先行研究において作成した実装と，今回新たに作成した方法を比較する．

先行研究で得た実装の主な計算は Poin care-Bir khoff-Witt代数上での包括的グレブナー基底系 (CGS)計算

である．表 3のCGSは先行研究で作成されたパラメータ付き s-parametricannihilatorのプログラムを表

し， NEWが今回新たに実装したプログラムを表す．使用した計算機は， OS:Windows 11, CPU: Interl(R), 

COre(TM) i9-10980XE@ 3.00GHz,メモリー 256GBであり，数値は CPU秒を表し，＞ 30mは30分経過

しても出力が返ってこないことを意味する． x,y,zは主変数で， a,bは変形パラメータである．

表 3:計算比較

semi-weighted homogeneousな多項式f CGS NEW 

1 企＋y13+ ax炉＋bxy10 >30m 1.047 

2 丑＋x炉＋ay14+ by1s >30m 0.7344 

3 企＋y14+ ax炉o+ bxyll >30m 0.9844 

4 x切＋炉＋ax炉＋bxy9 >30m 0.5469 

5 x3y+x炉＋ay12+ by13 >30m 0.6875 

6 企y+ y12 + ax炉＋bxy10 >30m 1.719 

7 企＋y丑＋炉0+ axy7 + bxy8 >30m 2.284 

8 企＋y丑＋xy7 + ayn + by12 >30m 1.5 ， 丑＋y丑＋yll+ axyll + bxy12 >30m 0.8906 

10 企＋丑炉＋y12+ ay13 + by14 >30m 1.438 

表 3にあるように，新しい計算法 NEWは，非可換な包括的グレブナー碁底系を用いる計算法より圧倒

的に効率が良いことがわかる．

新しい計算法を用いて，目的の表 2の特異点のAnrり[s](F)を計算した．その結果が表 4であり， 6個の

AnnP[s](fりの生成元が得られた．他の特異点は， 1週間以上計算したが出力が返ってこない，もしくは，

この方法では生成元が完璧には得られない (4階以上の偏微分作用素が必要）かのどちらかである．

表 4:Inner modality 3で結果が得られた特異点のリスト

type weighted homogeneous part upper monomials 時間 (CPU秒）

E25 企＋四19 y14 ,ay,15 ,y a,16 66.08 

Z24 企y+xy8 y12 ,ay,13 ,y a,14 2.049 

Q23 企＋yz2+ xy7 y11 ,y12 ,y 13 6.531 

J22 企＋t1丑炉＋y12 y13,y .. 14 5.531 

Z21 x切＋t1丑炉＋ylO y11,y ,.12 11.52 

W20 企＋y丑＋t1丑炉＋y, y10 ,y 11 3.438 

非可換包括的グレブナー基底系を用いた方法では得られなかった 6個が，新たな方法では結果が得られ

たことは大きな成果である．

さて，他の特異点の計算において何に時間かかっているのか？解析してみると， Step2-2や Step2-4-1 

に相当するパラメータ付きイデアル商の計算が一番重いようである．この改善方法の 1つとして，例えば，

2階の偏微分作用素の場合，
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uE〈{h1紙，．．．，h星｝u ｛紐・是 1:Si:Sj:Sn}〉:〈bh了〉
であり， u(O)ヂ0となるものを求める必要が，我々は原点しか興味がないので飽和イデアル

pE〈｛柘紙，．．．，h羞｝u ｛貶・既 1:Si:Sj:Sn}〉:〈X1,...,Xn〉OO
を考えることで，p(O)ヂ0となるもの求め， U=pとすることで良いので，飽和イデアルを計算する方法

も試したしかしながら，我々のターゲットである Innermodality 3の場合は表 4にあるもの以外はやは

り得られなかった．

イデアル商以外にも syzyzy加群の包括的グレブナー基底系（パラメータ付き拡張イデアルメンバーシッ

プ）の計算も重いようであり今後の課題である．

ここでは，紙面制限があるので局所 b—閲数の計算については議論しないが， AnnD[s](fりの生成元を得た

後，論文 [19]で紹介した方法を用いれば局所か関数を得ることが出来る．すなわち，

1. weigted homogeneousな多項式のb-関数の根の集合を計算し，

2.得られた根の集合から semi-weigtedhomogeneousな多項式の根の集合を予想し，

3.予想した根が本当に根なのか，そうでないのかを論文［8]の方法を用いてチェックする．その後，

4. Annv[s] (fりの生成元と｛f，既，．．．」芝｝に付随する代数的局所コホモロジーを計算することで，必

要な根の個数を得る

ということを行えばよい．これは，b-関数の根が有理数である事実［4]と， weigtedhomogeneousから semi-

weigted homogeneousに変形させたとき，『根は変化しないか』，もしくは『―1またはー2だけずれる』と

いう経験則を用いた計算法である．

本稿では，パラメータ付き Anrゆ[sl(fりの議論にとどめる．今回世界で初めて得られた Innermodality 

3の6個の特異点のパラメータ付き局所b-関数については，今後，別の場所で報告・議論する予定である．
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