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テプリッツ系に対する Baxter型収束定理

広島大学・大学院先進理工系科学研究科 井上昭彦 (AkihikoInoue) 

Graduate School of Advanced Science and Engineering, Hiroshima University 

1 イントロダクション

これは [5]の中のある結果の紹介である．この結果は，定常時系列の予測係数の強い収束
性に関するよく知られた定理を，一般のブロック・テプリッツ系の解に対し拡張したもの

である．
cmxnをmxnの複素行列の全体とする． cdは (Cdxlを表す． Inをnxnの単位行

列とする． 'IT':={ z E <C : lzl = 1}を， Cの単位円とする． aE cmxnに対し， a*は， aの

エルミート共役を表す． aE (Cdxdに対し， aのノルム llallを||all:= 8tiPuEICd,lul9 la叫で

定める．ここで， lul:=(~t=1 luil2)1/2は， u= (u1,...，研）丁 ECdのユークリッド・ノル
ムである．炉(N)は，こ:=1||ak|| ＜ ooを満たし cdX叱値数列｛叫こ1の全体である．
dENに対し，次の (Al)-(A4)を満たす w:11'→(CdXdを考える：

(Al) wは，正定値エルミート行列値関数である．

(A2) 1: llw(ei0)11 d0 - ＜ oo. 
_1  27r 

(A3)区':=-00ll'Y(k)II < oo. ここで，

1(k) := 1: e―ik0w(e“)竺E<Cdxd, k E Z. 
_7r 21r 

(A4) minzE'Il'detw(z) > 0. 

我々が扱う問題の背景を述べるために，（Al)-(A4)を満たす w:'IT'→(Cdxdをスペ
クトル密度として，従ってァを自己共分散関数として持つ C灯直，平均 0の弱定常過程
凶： kEZ}を考える．すなわち，

1(k) = E[X心＝J ¢三（ei0)竺， kE Z. 
_7r 21r 

｛ふ｝は，確率空間 (O,F,P)上に定義されているとする．上の条件 (A3)と (A4)は，
｛ふ｝が短期記憶過程であるという仮定である ([4]参照）．
nENと£ = 1,...,nに対し，｛ふ｝の有限予測係数如，£ E (Cdxdは，次により定義さ

れる：

P[-n,-l]X。＝区叫，kX-k・
k=l 



77

ここで，有限予測子 P1-n,-11X。は， X。の各成分を， X_l,・・.,X-nの成分たちが張る
び(O,F,P)の線形部分空間へ正射影したものである．同様に， £ENに対し，｛Xけの無
限予測係数 ¢eE e,dxdは，次により定義される：

00 

P(-oo,-lJ-X。＝ L¢kX-k,
k=l 

ここで，無限予測子 Pc-oo,-l]X。は， X。の各成分を， X_1,X＿ふ．．．の成分たちが張る
び(O,F,P)の線形閉部分空間へ正射影したものである．仮定（Al)-(A4)により，

00 

LI|叫|＜oo 
k=l 

が成り立つことを注意せよ．

次の定理が知られている．

定理 1(Baxter [1], Hannan-Deistler [3], Cheng-Pourahmadi [2]). d変量定常時系列 {Xk}
に対し，（Al)―(A4)を仮定する．すると，ある KE(O,oo)が存在し，次の不等式が成り
立つ：

立凸，K-叫 ::::;K文□II, n EN. (1.1) 
J=k k=n+l 

特に，次が成り立つ：
n 

』閃LIi如，k-崎＝ 0.
k=l 

(1.2) 

(1.1)の不等式は， Baxterの不等式とよばれている (1.2)の収束の結果は，時系列
に対する ARふるいブートストラップや自己回帰(AR)モデルのフィッティングおよび対
応する ARスペクトル密度の推定等に応用されている．これらについては，［7]やそこに
挙げてある文献を参照せよ．尚，（1.1)従って (1.2)は，長期記憶過程のあるクラスに対
しても成り立つことが分かっている． 1変量長期記憶過程の場合は [6]を，多変量長期記
憶過程の場合は [7]を，それぞれ見よ．
上の定理 1を次節で述べる我々の結果と関連付けるために，有限および無限予測係数

とテプリッツ系との関係を述べる． Tn(w)は， W をシンボルとする次の有限ブロック・テ
プリッツ行列とする：
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また， T00(w)は， wをシンボルとする次の無限ブロック・テプリッツ行列とする：

1(0) 1(-l) 1(-2) 

T-(w)．=(：ば霊｝ ］（。［
： 

＼

）
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(1.4) 
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今， d-変量定常時系列 {Xけのスペクトル密度 w に対し，

w(e10) := w(e―i0) (1.5) 

とおくと，有限予測係数叫，1，．．．，叫，n は， Yule-Walker方程式とよばれる次のブロッ
ク・テプリッツ系の解である：
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(1.6) 

nEN 

Too（心）（釘，ゆ2,...)*= (r(l),,(2),...)*. 

ここで， T00(w)の定義 (1.4)より，

Too 佃）＝（：［゜〗
1(1) 1(2) 
1(0) 1(-l) 
1(-l) 1(0) 

(1.7) 
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が成り立つ．

2 結果

次が，ここで紹介する [5]の結果である．

定理2([5]). (Al)―(A4)を仮定し， nENと{rk}に1E cfxd(N)に対し， Zn=(zJ,1,..., zJ.n? E 
[:dnxdを次の有限ブロック・テプリッツ系の解とする：

九(w)盆＝Rn・ 

ここで，凡：＝ （バ，．．．，rJ) T E [:dnxdとおいた．また，

Zoo= (z!, zJ,...)T with Zk E cdxd, k E {1,..., n}, 

を，次の対応する無限ブロック・テプリッツ系の解とする：

T00(w)Z00 = Roo. 

ここで， R00:= (r[，吋，．．．）Tとおいた．すると，次が成り立つ：

n 

lim〉||zn,K-Zk||＝ 0. 
n→co 
k=l 
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wが (Al)-(A4)を満たすことと，（1.5)の面が（Al)-(A4)を満たすことは同値である
ので，定理 1の後半の（1.2)は定理 2の特別な場合と見ることができる．すなわち，定
理 2は，定理 1の後半の（1.2)を， Yule-Walker方程式とは限らない一般のブロック・テ
プリッツ系に拡張したものとなっている．
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