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対称群を用いたハイゼンベルグモデルの厳密解
東 大理 学 部 物 理 斎 藤 理 一 郎

二次元正方格子反故砲性-イゼンベル9-モデルの基底状態の持つ可能な対称

性を､置換演算子を用いて議論する｡対称性の議論によって基底状態を含む空間

を著 しく小さくすることが可能になり､有限対別 ヒの次元をさける有効な方法で

あることが分かった｡

Sl.序

スピンが1/2のtlnfrustrated(ABsublatticeに分けら

れる)-イゼンベルグモデルの基底状態は､S-0の部分

空間に存在することがMaLrSllallによって証明されている

が､解かれるべきその空間の次元は､有限なスピン致(Ⅳ)

でもNの増加に伴って加速度的に増加 し､計算歳による

放任的な対角化ではすぐ限界が生 L3る｡実際､現在まで

に行われた最大の Nでも26にすぎない｡基底状感の性

質を粥ペるだけであれば､基底状虚を含む空間をも17と

挟め､その空間で対角化を行 うのが有効であり､さらに

解析的な厳密解を得る足がかりとなろうムこれが､我々

の日的意鼓である｡

これまでこのスピン系の持つ長距離の物理王は､上述

の限界があることから､主に変分珂政や他の近似法で珂べ

られてきた｡例えばS-0の空間を記述する変分的数として

singletpair【IP,31=(α.･Pj-3iaj)の凄【f',mk,Ll･･･fm,nl
に適当な位相をかけて線形結合をとったスピン的数がよく

もちいられる｡いわゆるAndersonのResonatinsVdence

Bonds(RVB)の変分閑散である｡穣 lt',)llk,t卜･【m,n]
は､構成要素の【t',]'】がS-0の開放であるから､合成ス
ピンの大 きさに関する競則 (IS1-S2t<S<Sl+S2,
S-SJ+S2)を用いれば､常にS-0の隣散であること
がわかる｡従って singletpairの組合せを変えることに
よってS=0の空間の別な基底を作ることができ､変分空

間を構成する｡Andersotlは最近接のサイトに祝して可能

なさingletpairをとったが､後にこれでは不十分で､Nの

増加に伴って厳密な解からのずれが加速度的に悪 くなる

ことが指摘された｡これに対 し､最近接以外のサイ ト間

にもsinSletpairを作.1て変分空間を広げることがいくつ
かのグループによってなされ､よりエネルギーの低い状

塵を得ることが報告されている｡特に中川 ･夏目によっ

て最近得られた変分関数は､Ⅳ=26の場合でも､たった

3つの変分Jtラメーターで基底状虚に非常に近い状感を

実現 し注目を集めた｡しかし最近接以外のサイトをとる

と､基底が明らかにovercOmpleteになり変分関数の成功

の説明を困難なものにしている｡

最近､小口 ･北谷は5-0を張る完全な毒草として､

tLOrLCrosseddiagraLmSーを提案 し､斉藤はその完全性を-

股のNに閑し証明した｡noncrosseddi喝ramSとは､(1)

まず､円周上に 1からⅣ(供数)まで数字を並べ､(2)そ

の 2っの数字を直操 (弦)で結び､N/2本の弦からなる

Jfターンを作るが､(3)この際どの2っの弦も交わらな
いように結ぶことを要靖 してできるバターンである｡最

後の要請を課すと可健なJtターンの数は､S=0の次元と

一致する｡･弦で捨ばれた 2つの数字でSitISletpaitをつ

くると､Jtターンから作 られたスピン内政比S-0の完全

系の基底になっている｡この証明に関しては､柾面の制

約 もあってここでは立ち入らない (iAl一文をJ.Phys.Sot.

Japanに投稿 した)｡

本報告はこの｢完全系の基底を用いて､有限対角化を行

うのであるが､さらに- ミル トニアンの対称性を用いて

基底状態を含む空間をS-0の空間の一帯に取定し次元を

下げる方法を紹介する｡その対称性として荘換の対称性

を考えれば有効であるとIiぅのが以下の主法点である｡

§2.置換演算子による方法

N(偶数)個のスピンl/2､uLLfruslrated-イゼンベル
グモデルのハ ミル トニアン､

B=J∑si･Sj, J>0,
くiJ>

tl)

を考える｡和は最近接サイ トの姐についてとる｡スピン

の内項Si･Sjの溝芳子とiとjを正換する互換 Pijの演
算子は､iとjを添字に持つS-1及びS=0のスピン関数

に同L;ように作用 し､実際Si･Sj-き(P'j一書)の粥係があ
る｡この関係を用いて(1)は､

H-∑ pi,･･ (2)
<t',j>

と表わされる｡ここでエネルギーのu皿itをJ/2に又O-isin
を-∑iJJ/4にとった｡図1にⅣ=10の場合の例を示す｡
N=10の場合は､固Iaの様にユニット セルと周期境界

条件を定める.=とができる｡この関係は同Ibの様にダイ

アグラムで書くことができ､この場合弦は互換 Pijを表

わしている｡

この系の基底状.g4'9は､上で述べたようにS-0であ

るから､完全系であるnoncr併Seddiagrar鵬f{Sで以下
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図 1･(a)N-10の場合の周期境界条件､(a)のつなカiりは
(b)の様に表わすことがで きる｡

のように一意にかける｡

]t+

申,-∑ bJi,
;=1

(3)

ここで､b･･(*決めるべ き係数で､no≡ポ転 ･は non
crosseddiagramSの数でありS-0の次元である｡

次にN個の数字に餌する置換 T

･-(,ll,:

3 -･.〟-1
r2r3 ●H r〝-1 ,"N)･ (4,

を考える｡一般にTとS2は可換 (朝永振一郎 r角運動量

とスピン｣みすず書房S84を参府)であるか ら､T〇gは

S-0の開放であり/iを用いて､
n● A+

T 申.=∑ b,･T/,I-∑ A,･T,J'･
)'=I iJ--1

(5)
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と表わされる｡実隙に､一般のTを noncrosseddia･graLn

に作用するとcroSSeddiagramになるが､分解公式t

la,C]lb,d]Ila,b]lc,d]+la,d]lb,C1. (6)

を漁 り返 し用いれば､Roncrosseddiagramの和に分解で

きる｡

ここで もLlT,H】-0なら､◎9とT〇gは同時固有値
を持つが､この系の基底状態 は MarSllallの条件か ら縮

退 していないので (浜田健彦､修士論文 (千葉大､1989

年)参照)､T〇gは申9の定数倍になる｡この定数値 は一
般には未知数であるが､Tが AsublattiCe上のスピンと

Bsublaltice上のスピンをすべて交換する置換であれば､

Marshallが論文(Proc_Roy.Sol.(London)A232,(1955)

48)の AppendixAで議論 した符号の規則を用いて､

T申9=卜 1)NP〇g･ (7)

の様に定めることができる｡(5)と(6)の右辺は恒等的に

等 い ､ので､fiの係数は等 しく､そこから

I一●

b̀ニト 1)N/2∑ Ti.･bj, (i-1,･･･.7b)･ (8)
j31

というbiに関する連立方程式が得 られる｡ここで再 びJi
の線形独立性を用いた｡畿立な方程式の数が b.･の数 だけ

あれば基底状愚 は上を解 くことによって得られるが､実

際に独立な方程式の数は7bより少なく､biを一意に決め-ち

ことはできない｡しか し､適当にbiを消去することによっ

て解 くべき基底状腰の次元 (-独立な-biの歎)を小 さく

することがで.きる｡これが次元を小 さくする手鏡きであ

る｡ この議論を可能なTすべてに関 しておこなえばハ ミ

ル トニアンの持つ可能な対称性を考点することがで き､

系統的に次元を強 らすことができるのである｡

具体的なm.を示す前に･lT･H1-011.るTをどの様
に求めるか簡単にふれる｡(2)でかかれた- ミル トニアン

のある互換 Pi,･と(4)のTには､

･p.i-(,ll,2" 33
3 -･〟-1〝
日' 7'N_I rN )

Pi,I-P,,yjT･

(9)

なる関係がある. もしP･i･jが- ミル トニアンの別わ互換
であり､そのような対応関係がすべての Pijに関 し一対一

であればlT,H]-0になる｡一癖のrTは N!個あるから､
この様なでの探索は大変そうであるが､プログラムのア

ルゴ リズムに工夫をすれば､短かい時間にはば失敗なく

探索でき､計算時間は Ⅳが増加 してもゆっくりしか増加

しない.その様なプログラムを用いたN-10の結果を次
範で示そう｡

§.3N-10の場合

まず noncrosseddiagran旭fiであるが､N=10の場合

n0-42個ある｡斑2に可能な fiを示 した｡図中括弧内
の数字はnoncrosseddiagramsを回転 させてできる独立

なパターンの数を示 していて､合計すると42個になる｡
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図3にMarrshau条件を満たしかつlT,H】-0である､
可能な 120個の置換をやはりダイアグラムで示 した｡国

中､閉曲線は Cyclicに移 り変わる置換を､また弦は互換

を表わ していて､得 られるTはそれらの積である｡例え

は､図 3-a,3-Lは､それぞれ

T3_.-

TLf-
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を表わ している｡同様に図中の括弧の中の数字は､回転

させてできる独立な置換の数を示す｡置換の群である対

称群は､Nの分割数人で類を分頬できるが､図はその頬で

分壊 した｡3-aに相当する正換は､回転 (空間では並進)

の置換であるが､これをも に作用すると､図2中のnon

CrosSeddiagrarruで回掛 こよって移り変わるものの biは
皆等 しいことがわかる｡従 って独立な係数を図 2-1から

2-6に対応 して 6個の独立な biが存在 し､それらを blか

らb6の様に定める｡つぎに3-2の置換に関 し前節の操作
をすると､つぎの 3っの独立な関係式が得られた｡

b3-b4.b3-bB,bl+b3=b2+2b5 (ll)

従って我々は､さらに3っの bi(例えはb3,b4,b6)を潤去

することができ､最終的には､3×3の行列を解けばよい｡

残 りの 118個のTに関 して も同様な操作をすることがで

きるが､これ以上独立な関係式を得られなかった｡その

理由は､Tを含む240個の置換 (残 り120個はAからA､

Bか らBに移る置換)が対称群の部分群をなしていて､上

記の 2っの置換がその生成元をな していることによる｡

一般にTlとT2があるとき､そめ積 TIT2-から独立な b.･
に関す る関係式はできな ､ヽ｡

最後にTとLT'Hを選び(7)の代わりに､

H〇g-Eo〇g･

を用い､前節の方法を使 うと以下の関係式を得た｡

Eo
Eo=
瓦y yyyO42622+十十批eqBお+++20一861-ここニ

(12)

(13)

ここで C,yは､I-ち/bl,y=b与/blである｡この式は普
通の永年方程式ではない｡実際､- ミル トニアンや重な

A=LLITO.L.(I) ,_b.T-.(l｡) .A T.～(I.) 3J.T._.(.)

AiL6.2.21
3･..rト.(10) }HT._I(10) シー･r>.(10) 3･L･Tト･く10)

JD/投事態AJ;lL::.'Z叫}1.T.-i(l｡)LkJ._.(】0)
尊難

霊 .Pi:_I:論2l Ln.T,_.(i) h .r3-.(5)

鰐 I等 3登 3
如.Tト.(S) 3･p.r)-,(a) 3･q･T)--())

鞭 柴 米

図3･Marshallの条件を満たすノ､ミル トニアンと可換な置

秩(N-10)｡
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りの行列要素をスピン閑散の重なりで計算 していない｡=

及びyを消去 して､Eol=対する方程式を以下の様に得た｡

E3-14E.2-16Eo+320-0･ (14)

これを解 くと､一つだけ意味のある実数解が得 られる｡

14
Eo=丁~ ニー4.6001.‥,(15)

残 りの二つの解は虚数解で､物理的な解ではない｡得ら

れた解析的な解は､42x42の行列を直接対角化 した基底

状態の放任解 と一致 した｡この固有値は無理数であり､

Marshau条件を用いた方法だけでは､有理数 しか得られ

ないことを考えると､Marshal1条件を満たすTだけでは

基底状虚の対称性を表わし尽 くしていないことを示 して

いる｡つまり無理数を固有値に持つTが得られることが

必要であることを示 している｡上で示 したようにH77tは

lH,Hm】-0で声るので､こ占盲掛 こ適用する事ができ
るが､Eo77tの未知数が新たに発生するので､問題を対角化

するのと同 じことに結局なって しまう｡別の対称性で議

論されることが望まれる｡

最後に一般の Nについて今の浅論を用いるときの注

意に触れる｡詳 しくは論文 (SolidStateCommumに掲載

予定)を参照されたい｡一般のNの場合自明でない対称

也 (並進､回転等)を常に得る保証は定かではない｡しか

し､境界条件を適当なものに設定すると多 くのTが得る

ことは､できそうである｡例えば､2×Ⅳ/2の境界条件は
常にその様な対称性を持っている｡一般の洗剤はまだ得

ていない｡2･次元の厳密な解への挑戦として典味のつき

ない話題である｡
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