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素数と概素数の 3乗の和について．

Joint work with Lilu Zhao (Shandong University). 

Koichi KAWADA (川田浩一）

Faculty of Education, Iwate University 

（岩手大学教育学部）

1. 序,.._.,Waring-Goldbach問題の3乗の場合

Waring-Goldbach問題とは，自然数を素数のべき乗の和で表すことに

関わる様々な問題の総称だが，その基本的な問題意識の 1つは，例えば

「10個の素数の3乗の和」などと形を指定したとき，“その形"で表せない

自然数はこれこれですべて，それら以外は全部“その形"で表せる，とい

うことを決定したい，という欲求である.3乗数のWaring-Goldbach問

題の場合，その方向に寄与する歴史上初めての結果は次の定理である．

定理 1十分大きい奇数はすべて 9個の素数の3乗の和で表せる．

筆者は， Hua[4]がこの定理を証明した，という記述をどっかで見た気

がして，自分自身も論文や過去の数理研講究録等でもそう書いたことが

あったが， Briidernさんに指摘されて確認したら， [4]にはその定理は記

されていなかった．すいません＊．

ただ，十分大きい奇数が3つの素数の和で表せることを証明したI.M. 

Vinogradovの有名な仕事(1937年）と， Waring問題における基本的な道

具の 1つである Huaの補題(1938年）があれば， circlemethodによって定

理1が証明できることは自明と言ってよい．そのため 1938年の論文[4](タ

イトルもいかにもそれらしい）でHuaが定理1を証明してるんだろう，と

いった誤解も生じたんだろうし，筆者が探してもその定理1を証明した

論文を見つけられなかったのは 1938年より後にはそれをわざわざ論文と

して壽く意義がなかったからなのだろうと思う．その証明が記された初

めての文献は，筆者が調べたところ， Huaがロシア語で書いて 1947年に

＊謝って済む問題ではないかもしれませんが…・
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当時のソビエト連邦で出版された本だったようだ．筆者はその本自体を

実際に見たことはないが， 1965年にアメリカ数学会から出版されたその

本の英語版[5]には定理1の証明が曹かれている t.
さて，定理1により，ある自然数C以上の奇数は9個の素数の 3乗の

和となる．すると自然数nが(C+ 27) 以上なら， n- ザも n —炉も C 以

上でどっちかは奇数だから，どっちかは=pf+・..+p~ と9個の素数の
3乗の和として表せるので（本稿を通して文字pは添え字の有無にかかわ

らず常に素数を表す），

n = 23 + pf + ... + p~ または n = 33 + pf + ... + p~ 

ということになって，つまり (C+ 27)以上の自然数はすべて 10個の素数
の3乗の和となることがわかる．あとはそのCの値を計算して（原理的に

はできる…実際にやんのはすんごく大変だろうが）， (C+ 26)以下の有限
個の自然数について調べれば（これも原理的にできるのは自明，もちろん

現実的には別問題だが）， 10個の素数の 3乗の和で表せない自然数を完全

に特定でき，「10個の素数の3乗の和」については上記の“欲求"が満たさ

れることになる.10個でできれば， 11個，あるいはそれより多い個数の

素数の 3乗の和についても同様のことができることは言うまでもない．

ということで，定理1が本質的に得られた 1938年以降， 9個の素数の

3乗の和で表せない自然数を特定することが， 3乗数のWaring-Goldbach

問題に関する次の大きな目標の 1つとなった．もちろん定理1により奇数

の方は本質的に解決してるから，偶数の方を考えるわけだが，偶数nが

9個の素数の3乗の和となるとすると，その9個の素数が全部奇数という

わけにはいかないから， 9個のうちの少なくとも 1つの素数は偶数でなけ

ればならない．が，偶数の素数は2しかないから，結局n-23という偶

数が8個の素数の 3乗の和になるかどうかを考えることになる．そして，

次の予想を証明することが，実質的に 1938年以後，大きな目標の 1つと

なっている；

予想1. 十分大きい偶数は8個の素数の 3乗の和として表せるだろう．

十分大きい奇数だって恐らく 8個の素数の 3乗の和だろうが，前段落

の考察と同様に，奇数nが8個の素数の 3乗の和であることはn-23が

t [5], Chapter VIII, §5, Corollary 3が本稿の定理 1. その本 [5]のoriginalformが
ロシア語で書かれ1947年に出版されたことはFORWARDにあり，さらに PREFACE
ORIGINALLY INTENDED FOR THE RUSSIAN EDITIONの脚注には， 1941年に
原稿は編集部に送られていたが戦争の影警で出版が遅れた，との記述もある．
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7個の素数の3乗の和であることと同値で，明らかに一段難しい問題とな

るので，とりあえずは偶数の方だけ考えましょう，ということである．

「C以上の偶数はすべて8個の素数の3乗の和」となるようなCが理論

的に計算可能，という形で予想1が解決されれば， 9個の素数の3乗の和

で表せない有限個の自然数を原理的には決定できることになるわけだが，

この原稿を打っている 2020年5月の時点でも，その予想は証明されてい

ない．しかし，その解決に向けた努力は続けられてきていて，それらの

結果はそれなりの数の論文となっている．そういう研究は大きく 2つの

方向に分けられ，その一方は「8個の素数の3乗の和とならない偶数は非

常に少ない」ことを示そうとする研究である．本稿ではこの方向には深

入りしないが，この方向の仕事については， Wooley[12],Zhao[13]等を参

照されたい．とくに，その方向で現在最も良い結果は，「X以下の偶数の

うち， 8個の素数の 3乗の和にならないものの個数は高々O(Xl/6+c)」と

いう Zhao[13]の結果である（本稿を通し eは任意に固定した正数を表す）．

その個数は本当は0(1)だ，というのが予想1に他ならない．

本稿で報告する結果が属す，もう一方の方向の研究は，「8個の素数の3

乗の和」は無理でも，できるだけそれに近い形の和で十分大きい偶数が

表せることを示すことで予想1の主張に近づこうとするもので， 1951年

にRoth[9]が証明した次の結果が端緒となる；「十分大きい自然数nは，

n = Pi +・ ・ ・+ P~+ x3 (1) 

と， 7個の素数と 1つの自然数xの3乗の和で表せる．」 8個全部を素数に

して予想1の解決，とまではいかないが， 8個中7個までは素数に限定で

きる，というわけである.1995年にはBriidern[2]がこの問題に箭の方法

を適用して， nが十分大きい偶数なら，自然数xを凡に限定しても (1)

の表示が可能であることを示した．こんなものをお読みくださる方はご

存じでしょうが，且とは，高々 r個の素数の積を意味する．

Briidern[2]はweightedsieveを使ったが，その代わりにreversalroleと

かswitchingprincipleと称される簡の技術を使って，自然数xを凡に限

定しても十分大きい偶数nに対して (1)の表示が可能であることを筆者

[6]が指摘した．名古屋大学に移られる松本耕二さんの後任として筆者が

岩手大学教育学部に採っていただいて，盛岡に住んで初めて書いた論文

がこの [6]であった.[6]の原稿を名古屋の松本さんにお送りしたら，参考

文献中のタイプミスを「Rothって F.K. じゃなくて K.F. じゃない？」と

指摘してくださったことをよく覚えている．そのころも電子メールはあっ

たが，それに拠らないやり取りもまだよく行われていた時代で，松本さ
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んからもブルーブラックのインクの万年筆で手書きされたお手紙でその

ご指摘をいただいたものである．

いずれにしろ飾を使って (1)のxを凡にはできたので，次は凡を目指

したいわけだが， xを飾って凡だけにするのは難しく，今でもできてい

ない．ところで， Briidern[2]にしろ筆者[6]にしろ， (1)のnを偶数に限定

しているのは， (1)の右辺の各項が全部奇数の場合を考えるからで，右辺

のどこかに2という素囚子をくっつければ，証明を実質的に変えることな

く大きい奇数nの表示が得られることは容易にわかる．具体的には，例

えば筆者[6]の方法で，十分大きい奇数nがn=Pi+・・・+ P~+ (2p7)3十x3
（ただし xはP3)と表せることが証明できる．つまり，十分大きい自然数

は，偶奇によらず，「6個の素数と，凡と P3が1個ずつ」の計8個の数の

3乗の和で表せるから，従ってとくに，

十分大きい自然数は， 8個の凡の 3乗の和となる. (2) 

この (2)の主張の形でなら，凡をAに替えることはできないか？この問
いについて Briidernさんと議論した．それほどの困難なくできるだろう，

という見込みで始めたが，ちょっとした思い込みに嵌っていたことが原因

で，思いのほか時間がかかった．結局できてみれば[6]と同じくらいの手

間で済むことだったが， Briidern-Kawada[3]は，十分大きい偶数nは

n =pf+ ... + p~+ 砂 +y3 仇は素数， xとyはどちらも P2)

と表せることを示した．例えば右辺のP6を2p5に置き換えることにより，

十分大きい奇数nも表せることが示せるので，これで偶奇によらず十分

大きい自然数は「5個の素数と 3個のA」の3乗の和で表されることが
わかり， (2)において凡をAに置き換えた主張が示されたことになる+.
さて，本稿で報告する結果はこういう流れの中にあり， Kawada[6]や

Briidern-Kawada[3]の改良と言えるものだが，予想1の解決ではない．と

すると，結果としては (1)のxを凡にするしかないが，上でも書いた通

り，それは今でも飾ってできることではない．証明の概要は後回しにす

るが， Zhao[13]の方法により箭を使わない別のアプローチが可能になり，

(1)のxをある特殊なタイプの2つの素数の積に限定して，その表示が十

分大きい偶数nに対して可能であることを， Zhaoさんと共同で証明する

ことができた．

中7個の 3乗数の和についても同様の研究があり，筆者 [7]は十分大きい自然数は7個
の凡の 3乗の和で表せることを示した．
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定理 2(Kawada-Zhao[8]) +分大きい偶数nは，

n = pf +・ ・ ・+ P~+ (PsPg)3 

のように， 7個の素数の 3乗と， 2つの素数の積の 3乗の和で表せる．

もちろん，定理中のp7を2p7に置き換えて，十分大きい奇数nも同様

に表せる．

2. 序の続き,,...__,4個の3乗数の和について．

まだ「序」を続けたいが，既に長くなったので節を新たにする．前節

では主に 8個の 3乗数の和に関する結果について記したが，そういった

結果が， 4個の 3乗数の和で表せない自然数がほとんどない，というタイ

プの結果と密接に関係することは， circlemethodが開発された初期のこ

ろから知られていたと思われる．

例えばRoth[9]は，前節 (1)周辺に書いた結果と同時に，ほとんどす

べての自然数はP{+~+p~+ 砂の形(「3 つの素数と 1 つの自然数」の 3

乗の和）で表せることを示した．正確に言えば，任意に固定した（いくら

でも大きい）正定数Aに対し，「3つの素数と 1つの自然数」の 3乗の和

で表せない， x以下の自然数の個数はO(X(logX)-A)であることを示し
ている.Briidern[2]はその xを几に限定， Kawada[6]はxをP3に限定，

Briidern-Kawada[3]はP{+p~+ 企＋炉 (pj は素数， x と y は A) という

形の 4つの 3乗数の和について，それぞれ同様の結果を示している．

ということは，定理 2 を証明した Kawada—Zhao[8] が 4 個の 3 乗数の和

についてどういうことを示したかは，かなり明らかであろう．ただ，上

では4個の3乗数の和に関する [2],[6], [3]の結果について雑に書いたが，

これらの主張を正確に書くには，合同式に関する初等的な考察から生じ

る制約に触れなければならない．

2でも 3でも 7でもない素数pについて，簡単にわかることだが，

p3 = 1 (mod 2), p3 =士1 (mod 9), p3三士1 (mod 7) 

なので，そういう素数の 3乗を 4つ足した和は偶数で，かつ， 9および7

を法として 0,土2,土4のどれかに合同でなければならない．そこで，こ

れらの制約を満たす自然数の集合をNとしよう；

N = { n EN: Vq E {2, 7, 9}, n三 0,土2,土4 (mod q)} 

={nEN: n三 0(mod 2), n季土1,土3(mod 9), n芋土1(mod 7)}. 
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このNに属さない自然数が4つの素数の 3乗の和になったとすると，そ
の4つの素数のうちの少なくとも 1つは2か3か7のどれか，ということ

である．こういう事情で， 4つの素数の 3乗の和による表現を考えるとき

は， Nに属す自然数だけを対象とするのが普通である．
今の話で素数を概素数に懺き換えると，どれか 1つの概素数が特定さ

れるとまではいかないが， Nに属さない自然数が4つの概素数の 3乗の
和なら，そのうち少なくとも 1つの概素数が特定の素因数(2か3か7)を

もつという制約は受けるので， 4つの概素数の3乗の和による表現を考え

る場合でもやはりNに属す数に限定するのが自然なのである．こういう
わけで， Briidern[2],Kawada[6], Briidern-Kawada[3]は， Nに属す数に
限って，上記のそれぞれの型の4つの概素数の3乗の和で表せないものは

少ない，という評価を与えている．これに関して今回報告する結果は，こ

こまでお読みくださった方は既にお見通しであろうが，次の通りである．

定理 3(Kawada-Zhao[8])任意の正定数Aに対し， Nに属すx以下
の自然数nのうち， n= pf + P~+ P~+ (p4p州のように3個の素数の3乗
と， 2つの素数の積の3乗の和で表せないものの個数はO(X(logX)-A). 

少し脇道にそれるが，集合Nについて補足させていただ＜．自然数s
に対し，「全ての自然数qに対して，合同式

n三吋＋吋＋・・・十叶 (mod q) 

が，どの Xjもqと互いに素であるような整数解X1,四，．．．，叩をもつ」と

いう条件を満たす自然数n全体の集合をNsと表せば，先に定義した集合
NはN4に他ならない．
上述の話において 4個を s個にすれば， Nsに属さない自然数nに対し
ては，ある素べき qを法として上の合同式が(x心2,,,Xs, q) = lなる解を
もたないわけだから，そのnがs個の素数の 3乗の和なら， s個の素数の

うちの少なくとも 1つがそのqの素因数だと特定される．つまりNsに属
さない自然数がs個の素数の 3乗の和で表せるかどうかを論じることは，

実質的には高々(s-1)個の素数の3乗の和を扱うことになる．このため，

s個の素数の 3乗の和による表現を考えるときは， Nsに属す数に限定す
るのが自然というわけである．そして，次のように予想される．

予想2. 4以上の各sに対し， Nsに属す十分大きい数はs個の素数の 3
乗の和で表せるだろう．



145

各sに対してNaを，前々頁最下行のように具体的に表示することは初
等的な作業であり，とくに s~8 なら， Ns は単に s と偶奇が一致するす

べての自然数の集合となる．言うまでもなく定理1は予想2のs=9の場

合を意味し，それにより s~10 の場合は自明だから，予想 2 の s~9 の

部分は解決している．予想2のs=8の場合が予想1であり，定理2など

が偶数に限って主張を述べるのは， Nsiが偶数の集合だからである．

8以下の sに対して予想2は未解決だが， 5:::; s :::; 8なら， Naに属す
x以下の数のうち s個の素数の 3乗の和にならないものの個数はo(X)
(X→ oo)であること―雑に言えば，ぷに属すほとんどすべての数はs
個の素数の 3乗の和になることーが示されている見これにあたること

すら s=4の場合には示すことができていないので，予想2よりずっと弱

い主張だが，予想として記しておく.N4=Nに注意されたい．

予想3. Nに属すx以下の自然数のうち， 4個の素数の3乗の和で表せ
ないものの個数はo(X)(X→ oo). 

それがo(X)どころか0(1)だ，というのが予想2である．いずれにし

ろ，我々の定理3は，この予想3を意識したものである．

なお， x以下の自然数nがNに属さないのに 4つの素数の 3乗の和に
なれば，それら 4個の素数は全部Xl/3以下で，そのうち 1個は2か3か

7ということになるが，そういう 4個の素数の組の個数は

o((x叫logX)―1ド） = O(X(logX)-3). 

これが， Nに属さないX以下の自然数のうち 4つの素数の3乗の和にな
るものの個数の上界になるから，この意味で， Nに属さないほとんどす
べての自然数は4つの素数の3乗の和にならない．蛇足だが．

3. 補足 "-'8個の 3乗数の和と 4個の 3乗数の和の関係．

ここまでに紹介した結果達を見比べると，ある種の集合A1,A2, A3, A4 
に対し，次の2つの命題の間には密接な関係があることに気付かれよう．

命題A.十分大きい偶数は， Pr+砂 +p~+p~+吋＋吋＋吋十x~(巧 EAり
の形で表せる．

命題B.N に属す x 以下の自然数のうち，吋＋吋十 x~+ x~(巧 E Aj) 

の形で表せないものの個数はo(X)(X→ oo). 

§この方向の最新の結果は Zhao[13]を参照されたい．
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これら 2つのタイプの結果を circlemethodで証明しようとすると，本

質的に必要となる minorarc上の積分の評価は同じもの，というのが現在

の常識的な感覚で，一方が証明できれば他方も同時に証明できるだろう

と思われている．実際， [2],[6], [3], [8]のそれぞれにおいては，命題Aの
タイプの結果と命題Bのタイプの結果が同時に示されているし， Roth[9]

の結果だけは概素数に限定しない自然数の 3乗を 1つ含むため合同式条

件が関係しないが，同様である．予想1と予想3も同じこと，と現状では

思われるのである．

今書いたのは， circlemethodで証明しようとする立場から見ると命題

Aと命題Bは同じに見える，という話だが，その 2つの命題は論理的に

も直接関係している．この関係を見るため，自然数nに対して，

{ n -Pi -P~- P~-Pi : Pjは素数}nN

という集合に含まれる自然数の個数をT(n)とする．関係する合同式条件を

処理するのは簡単なことなので， T(n)の値を調べることは， n未満の数の

うち 4つの素数の3乗の和で表せる自然数の個数を数えることと実質的に

同じであり， Huaの補題（後出の (8)参照）を基に，この分野で古典的に知

られている方法により，十分大きい偶数nに対して， T(n)≫n(logn)-A。
となるような絶対定数A。の存在が示される．例えば定理3の主張中の定

数AはこのA。より大きくとれるから，引き出し論法により命題B型の

定理3から命題A型の定理2が導かれる．さらに現在では，十分大きい

偶数nに対して T(n)≫nであることが示せる可ので，一般に命題Bか

ら命題Aが導かれる．逆に命題Aから命題Bを論理的に直接証明するこ

とは，たぶんできないであろう．

4. 本質的な評価．

前節に書いたように，定理2は定理3から得られるが， circlemethod 

で証明する場合はどちらもある積分評価から同時に得られる．その積分

評価が Kawada—Zhao[8] の本質的な結果であり，それを定理 4 として記す

が，まず，そのために必要な記号の定義から始める．

十分大きい実数Pに対し，

Q = p3/4, L = logP 

可この証明を書いた文献を筆者は知らないが，本質的にはBriidern[2]によると言って
いいと思う．
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とおく．とくに，以下においてはlogPをLと略記することは強調して

おきたい．さらに， e(a)= e21riaとし，実数Xに対し，

fx(a) = L e(p3a) 
X<p:::;2X 

とする II.実際にはXがPかQのどちらかの場合しか使わない．また，区

間(Q,2Q]に含まれる自然数のある部分集合Aに対し，次のようにおく；

g(a) = g(a; A)=ど (x3a),
xEA 

1 

I。=!属(a)2g(a)4lda. 
゜

次に， Bを適当に大きく固定した正定数とし，

a LB a LB 
IJt= u u [--'—+ q p3 q p3]' n=胃，1+~:) ¥沢
1さq'.'::LB l'.'::a'.'::q 

(a,q)=l 

と定義する．こういう汎 nはそれぞれmajorarc, minor arcと呼ばれ，

major arc上の積分は大抵それほどの困難なく計算できるので， minorarc 

上の積分に対する十分な評価を得られるかどうかが要点となる．そして，

次の評価がKawada-Zhao[8]の本質的な結果である．

定理 4今定義した記号の下，次の不等式が成立する；

j lfp(o:)況(o:)2g(o:)4ido:≪pi+e: l。+Q145/48+e: 炉+Q6 p-1 L-B/5_ 

まず，この定理の意味について記したい.SB c [O, 1)に対し，

暉） = j lfp(a)甚 (a)2g(a)4lda 
'!3 

(3) 

とおけば，定理4はI(n)の評価を与えている．指数和が1を周期とする

ことから I(SJ1)十I(n)= I([O, 1))だが，一方， lfx(a)ド=fx(a)fx(-a), 
lg(a)ド=g(a)2g(-a戸ということと，整数mに対し，

m # 0ならJe(ma)da = 0で， m=Oならこの積分の値は1, (4) 
゜11[8]ではlogpの重みを付けた指数和を fx(a)としたが，本稿では話し易さを優先し

て外した．後の I([O,1))を(5)の「解の個数」と端的に言える，という程度のことで，
本質的な差はない．
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ということから， J([O,1))は，次の不定方程式の解の個数に等しい；

pf+ p~+ 吋十 x~= p~+ p~+ 吋＋吋，
P < Pi,P,'.o 2P, Q < p,,p,'.o 2Q, 巧 EA (1'.o j'.o 4), } (5) 

その等式の両辺は戸の定数倍程度の大きさだから， 8個の変数pゎ Xjを

それぞれが指定された条件の下で勝手に選んだとき，その等式が成り立

つ確率は：：：：：：： p-3と予想される (X:::::::yは， X≪YかつX≫yを意味

する）ので，集合 A に含まれる数の個数を ~A と表せば，

J([O, 1)) ::::::: (P/L)2(Q/L)2(~A)4. p-3 ::::::: p-1Q2(~A)4L-4 

と期待される．例えば予想1に挑戦することを考えると， Aを区間(Q,2Q]

内の素数全体の集合としてうまくいったらいいなと思うわけだが，そう

いった場合は以：：：：：：： Q/Lだから， J([O,1)) の大きさは Q叩—1 に L の負の

何乗かが掛かった程度の大きさであろうと予想される．そして実際，＂

の寄与J(91)は正確に計算出来て，その期待される大きさと一致する．

従って， Aが(Q,2Q]内の素数の集合とか，そうでなくてもそれと似た

ようなものであるときに，定理4の不等式の右辺が最後の項Q6p-1£-B/5

だけで抑えられるくらい I。が小さければ，我々はJ([O,1))を，即ち不定

方程式(5)の解の個数を，（主項）＋（誤差項）の形に表示できるという意

味で正確に計算できる これが定理4の直接の意味である．

さて， I。も (5)と似たような6変数の不定方程式の解の個数と理解され

る．そう考えれば明らかなように I。が一番大きいのはA=(Q,2Q] nN 

のときだが，そのときでも真実としてはI。≪Q3であろうと予想される．

そこで， I。の評価を，

I。=!贔(a)2g(a)4lda≪Q3H
゜

(6) 

という形で曹いてみて，ちょっと計算してみると，定理4によれば，

J(n)≪Q6 p-1 L-B/5 {=:::::} 6 < 7 
24 

ということがわかる．

Aが(Q,2Q]内の自然数から成るどんな部分集合であっても 6=0とで

きるだろうと予想されるわけだが，例えばAを(Q,2Q]内のすべての素

数の集合としたときに現時点で得られる一番いい結果は， <5= 1/2にすぎ

ない．従って今のところ定理4は予想1を解決するものではない．
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Briidernや筆者は， [2],[6], [3]において，飾を使って予想1に近づく結

果を示したが，飾って素数のみを残すことはできない (parity現象と呼

ばれる）ことが知られている．つまり，これまでの手法では，予想1に近

づけても，その解決に至る道筋を見ることはできなかった．しかし今回

の定理4は，例えばAを(Q,2Q]内のすべての素数の集合としたときに，

本当はc5=0で成立するであろう (6)を， 7/24よりほんのちょっとでも小

さい6に対して証明出来たら，予想1が解決する，という道筋を見せた．

このことも定理4の意義であると言えよう．

5. 定理4から定理2, 定理3を導くには．

前節の説明だけでは不十分かもしれないが，実際定理4は，次の2つの

条件を満たすような自然数の集合Aに対してのみ有効な評価を与える；

(i) 7 /24より真に小さい dに対して I。≪Q3Hが証明できる．

(ii) Ac  (Q, 2Q] だが，ある正定数 c に対して， ~A»QL-c.

現在知られている，これらの条件を両方満たす集合Aは，素囚数の大き

さに都合の良い制限を加えた数の集合，というタイプのものだけで，次

の集合Aはその一例である；

A=  {P1P2 : (2Q)117 < Pl :'.S 2(2Q)117, Q/p1 < P2 :'.S 2Q/p1}. (7) 

この Aに対してはI。≪Q3+2/7+cが示されていて， 2/7< 7/24である．

このI。の評価の形はBriidern[l]にあるが，その評価だけなら本質的には

Vaughan[lO]のTheoremAと言える．いずれにしろ，定理4を(7)のA

に対して使うことで，定理2および定理3が従うことになる．

もし Aを素数だけからなる集合として定理4を使えれば， 8個の素数

変数に関する不定方程式(5)の解の個数が数えられるということになり，

予想1も解決する，というのは納得していただけようが， Aを(7)とする

と， (5)は8変数のうち 4つが凡だから，それが応が1つだけしかない

定理2や定理3と直結することは，説明を要するだろう．

大きい自然数nが8個の素数の3乗の和で表せることを circlemethod 

で証明したいと思うと，まず最初に， 2P= n113くらいに Pを設定し，

/1 fp(a)8e(-na)da 
゜という積分を計算できるか，ということを考える．この積分は(4)により，

n = pf +・ ・ ・+ p~(P < Pj :'.S 2P)という形のnの表現の数を数える．その
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積分に対する majorarc mの寄与は今では容易に計算され，

nが十分大きい偶数なら j fp(a)8e(-na)da~P⑰ -8 
1)1 

となる．よって，対応する minorarc nの寄与がo(P⑰-8)だともし証明

できれば十分大きい偶数は8個の素数の和となり，予想1が解決する．

一方， Huaの補題により，ある正定数Cに対して，

11 lfp(a)lsda≪p5ぴ (8)

゜である．普通はこの (8)の右辺を p5+cとした形がHuaの補題として引用

されるが， Hua[5]のTheorem4にある (8)の形にできることも古くから知

られていた．さらにVaughan[lO]により， (8)における Cの値は0どころ

か負の値(ICIは小さめだが）にできることも示されている．そして， (8)

の左辺の積分区間をnに制限したら Cをー8より小さくできる，ともし証

明できれば，予想1は解決するのである．そういう意味では，元々Lのベ

きの話にはなっていたわけで，予想1の解決まではそもそもほんのちょっ

と足りないだけ，とも言えるのかもしれない．

もっと雑な，違う言い方をすると， (5)において集合Aを素数だけから

なる集合にして 8個の素数変数の方程式にすると，その解の個数を正確

に計算することはできていないものの，（真の大きさと比べて Lの何乗か

の分だけ大きい，という意味で）わりと正確に近い上からの評価は得られ

ている，ということである．こういう事情があるため， (5)においてAの

元は 1個以上あるなら何個でもあまり関係はないのである．

具体的には，定理4から定理2を導くには， (7)のAに対し，例えば

f 1 fp(a)6 JQ(a)g(a)e(-na)da 
゜

(9) 

を計算する．この積分は n=Pi+・・・+ P~+ 丑 (p1,.. ・,P6 E (P, 2P], 

p7 E (Q,2Q], XE  A)という nの表現を数える．その積分に対する沢の寄

与は問題なく計算でき， nの寄与に対して十分な評価が得られれば定理2

が従うことになる．そこで，まずHolderの不等式を使って，

J fp(a)6 JQ(a)g(a)e(-na)dcx≪(1'い）い）5/'x 
n ([  IM,)l4lfq{a)l'da) l/B (11Ma)況(a)2g(a)4lda)114 
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とすると，右辺の 1番目の積分には (8)を使えばいいし，右辺2番目の積

分もまあ似たようなもので，どちらに対しても上記のように真の大きさか

らLの何乗かの分だけ損した形の上からの評価が得られる．そして， (7)

のAに対しては (6)が6= 2/7 + c (< 7 /24)で成立するから，最後の不
等式の右辺の 3番目の積分には定理4そのものを使えば， Bの値を大き

くとることで，必要な評価から Lのべき乗ならいくらでもへこませられ

るので，全体として (9)の積分に対する nの寄与は，引の寄与に比べて十

分小さいことが示される．このようにして定理4から定理2が導かれる．

定理3を示すには， Nを大きい実数として p:;:::::Nl/3と設定し， (7)の

Aに対し，

/1 fp(a)況(a)g(a)e(-na)da

゜という積分を考える．これはn=pf +p~+p~+ 企 (P < Pi, P2 ::::; 2P, 
Q < p3 ::::; 2Q, X EA)という nの表現を数える．その積分に対する沢の

寄与は， nENn (N,2N]に対してやはり大きな問題なく処理できて， n
の寄与については， Besselの不等式により，

ぶ 1fp(a)況(a)g(a)e(-na)da2≪1 fp(a)況(a)2g(a)2da, 
さらに Holderの不等式によって

1 1/4 
≪(11Ma)l'da) ([  lfp(a)l4贔(a)l4da)114 x 

(j1Jp(o:)況(o:)2g(a)41do: 
n 

) 1/2 

とすれば，先程と同様に定理4によって十分な評価が得られ，定理3の

主張中の Aに応じて Bを大きくとることにより， nの寄与が引のそれに

匹敵するくらい大きくなってしまう nE Nn (N,2N]の個数がO(NL-A)
という評価が従う．このようにして定理3は定理4から従うことになる．

6. Vaughanの方法と Zhaoの方法．

最後に，定理4の証明において重要な役割を果たす2つのアイディアに

ついて触れて，本稿を終える.1つは， minorarc上に制限されたVaughan

のdiminishingrange methodと呼ばれるもので，その方法はVaughan[ll]

がG(6)さ31を証明する際に初めて使われている．もう 1つは， Zhao[13]

のアイディアである．
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まずは前者の話をするために，定理4を書いた直後に (3)で定義した記

号I(SJ3)を思い出していただ＜．定理4はI(n)の評価だが， I([O,1))は(5)

の解の個数であった．その (5)の等式を

pf-p~= p~+ 吋＋叶―砂ー吋ー吋 (10) 

と書いて，各変数の大きさの条件に注意すると右辺の絶対値は24Q3を越

えず，一方 IPf-P~I = IP1 -p3l(Pi + PlP3 + PD 2°: 3P2IP1 -P叶だから，

IP1 -P31 < 8Q3 p-2 (= H とおく）．

よって，積分I(n)に現れている lfp(a)ドを

F(a) =ここ e((pf-p~)a) 
P<p1,p3'.S2P 
IP1 -p3区H

(11) 

(12) 

という，条件 (11)を込みにした指数和で置き換えてもいいだろう，とい

うのが基本的な思想である．区間 (P,2P]内の2つの素数PI,p3の組の個

数は ~p化—2 だが，そのうち (11) を満たす組は O(PHL-2) しかないか

ら， lfp(a)ドを F(a)で置き換えられれば得することが期待できる．

そこで ~C [O, 1)に対し，

履） = J F(a)IJQ(a)切(a)41da
ぉ

とおいてみると，まず今の観察からI([O,1)) = J([O, 1))である．ここでは
計算には深入りしないから雑に書くが，引と nの定義における p3をQ3

で謹き換えたものを叩， mとし， J([O,1))を計算するときのmajorarcと

minor arc はこの碑 m とする．これは， (10) の両辺の大きさが ~Q3 で

あることが影響しているのだが，いずれにしろ，

I(n) = I([O, 1)) -1(91) 

= J([O, 1)) -1(91) = J(m) + J(洲）ーI(沢） (13) 

と書く．やはり majorarc上の積分1(91),J(洲）は計算できて，どちらも

同じものを数えているわけだから両方の主項は一致し，それらが打ち消

し合うのでJ(飢）ー1(91)は小さいことが証明できる．そのため， (13)に

より， I(n)の評価が実質的にJ(m)の評価に帰着されることになる．この

意味で，定理4の不等式の左辺の積分において， lfp(a州を F(a)で懺き

換えられた (nはmに変わったが）．これがVaughan[ll]の方法である．
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F(o:)に置き換えてはみたが， aがminorarcに入るときに F(o:)自身に

対して何らかの自明でない評価を示すことができるとはとても思えない．

F(o:)の定義(12)は素数P1,P3についての2重和だが， p3についての和を

内側とみると， p3はPl周辺の非常に狭い範囲の素数を動くわけで，そう

いう状況で充分な打ち消しあいの効果を引き出せるとはとても思えない．

その際ネックとなるのはpぃp3が「素数」ということで，それらが素数と

いう制約なく指定された区間内の自然数を全部動いて良ければ話は違っ

てくる．その素数という制約を，もちろんただで外せるわけではないが，

次のような手順でわりと簡単に，しかも効果的に外すことができる，と

いうのがZhaoのアイディアである．

まずF(o:)をその定義に戻して， J(m)を，

J(ml~I~ 旦五!'ie((pi -pj)a) Iん（叫(a)4lda
と書いてみる．この右辺の 2重和の内側の積分に絶対値を付ければ，そ

れは IJ(m)Iの上界になるし，その状態でならPi,P3が素数という条件を
外しても問題ない．つまり，

IJ(m)I :'.S LL J e((mf -m~)a) It心）2g(a)41da , 
P<m1,m廷 2P m 
lm1-m叶_'.".'.H

ここでm1,m叶まもはや素数でなく，示された条件を満たす奇数としてお

＜．さらに，叫＋叫 =2m,叫—叫= 2hとおけば，

IJ(m)I~ ここ Je((6hm2 + 2炉）a)Iん(a)2g(a)41da. 
lhl::c'.H/2P<m翌 P m 

ここでh=Oの寄与は単純にO(PI0)で， h>Oの場合の寄与は， Cauchy

の不等式を使って，そのあとで積分の絶対値の 2乗を展開して，

~(PH五五 f:((6h厨 +2が）a)lf如）2g(a)4lda 2 }/' 
= (PH j j F(a -f3)1t叩）2g(a)4t氾）2 g(f3)4 I dad(3 

m m 

) 1/2 
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となる，ここで，

恥） = L L e((6h記 +2が）,) 
l:Sh:SH/2 P<m::;2P 

である．今はh>Oの方だけ書いたが， h<Oの方も同じことで，

IJ(m)I≪Pl。+

(PH 11 F(a-/3)1ん（叫（喜（叫(/3)4dad/3) 1/2 
このようにして，いわばF(a)を，その定義 (12)における Pl,p3が「素

数」という制約を外した指数和F(a)で箇き換えることができる 途中

でCauchyの不等式を使うから無償で置き換えたわけではないが，それで

も結果として得るものがはるかに大きいーというのがZhao[13]のアイ

ディアである．

指数和F(a)はVaughan[lO]が扱っていて，わりと良い評価があるので

それを使うのだが，この先の計算も実際には相当に長い．ここでは，定

理4の証明には本節で紹介した Vaughan[ll]の方法と Zhao[13]の方法が

重要な役割を果たす，とだけ言うに留め，さらなる詳細は論文 [8]をご覧

いただくこととし，本稿を終えることとする．

最後に，本稿の締め切りに関して非常に寛大なご対応をしてくださっ

た，研究代表者の鈴木正俊氏に深い感謝の意を表する．
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