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1 はじめに

位相変数を量子力学的演算子として取 り扱おうという試みは ,Dirac【1】やHeitler【2】によ
る電磁場の量子化の仕事に遡ることができる .しかし ,量子力学的位相演算子が積極的に

用いられ始めたのは最近のことである .特に ,量子光学の分野における光子数スタ イ-ジ

ング 【4,51や光子数の量子非破壊測定 【6】の解析において ,位相演算子は重要な役割を果
たす .

まず初めに ,位相演算子の従来からの取 り扱い 【3】とその問題点を簡単に纏める 【7,8】
古典電磁気学において電磁場の複素振幅を位相と振幅に分けたように ,位相演算子を調和

振動子の消滅演算子αの "polardecomposition"によって定義する .

a-e-i付万, d̂≡ e一対- (1 )

ここで ,〟-αIαは光子数演算子である .以下では ,位相変数¢そのものではなく位相因′ヽ
子dを単に位相演算子と呼ぶことにする .このように定義された位相演算子は次のような性

質を持っている .

d̂tTn)-恒+1),d̂fn)-in-1),d̂TO)-0.

このように定義された位相演算子葺の定義における問題点は次の2点である【7,8巨

●Nと動ま正準交換関係を満足しない .t4･,N】≠i

●演算子 dは非ユニタリー演算子である .

d̂d̂I-1, d̂Td̂-110)(01

(2)

(3)

第1番目の問題点は物理量の位相に関する27r一周期性によるものである .これは位相演算子

として¢ではなく∂を用いることによって回避できる .重要なのは第 2の問題点である .位′ヽ
相因子の意味を考えれば演算子dはユニタリー演算子であるべ きである .また ,演算子d-め,･

ユニタリー演算子でないために ,

.dLd-t . d̂+d̂f
s=%T , C=T

で定義されるsin,cos演算子は

闘 ニーiIO)く0(, ∂2･32-1一言lO)(Ol
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なる性質を持っ .sin,cos関数の意味を考えれば ,【6,31-0と∂2+32-1が満たされるべ
きである .これらの原因は粒子数演算子 Ⅳのスペクトルに下限が存在することである .即

ち ,d̂lO)-0なる関係式に原因がある .これは ,エネルギー演算子に共役な量として時間
演算子が存在しない理由と同様である .

以下では ,この数学的困難を克服し,ユニタリー演算子として位相演算子を導入できる方法

論を展開する【9巨 さらに ,この方法論の有用性を量子光学【101とTbermo丘eldDynamics【11,

12】において議論すると共に ,時間演算子-の応用についても議論する【9巨

2 相対粒子数状態と位相演算子

一般に ,2っの調和振動子から構成される糸を考える .2つの振動子をA(a,at),B(a,bt)
と表わす .これらの調和振動子の意味は後で考えることにする .全系A+Bに対するFock
空間は次の完全正規直交系で張られる .

SA+B-(Lm,n)-回 A⑳回Blm,n-0,1,- ,∞),
0000
∑∑1m,n)くn,ml-1, くnl,mltm2,n2)- ∂mlm,6nln,･1n=On=O

ここで ,lm)Aと回βはそれぞれの調和振動子の粒子数固有状態である .

状態Im,n)を用いて次の状態を定義する .

恒,m))-0(n)lm+n,m)+0(-1-n)lm,m-n). (8)

ここで ･n≧0に対して0(n)-1であり･n<0に対して0(n)-0である八･このようにし
て定義された状態は ,調和振動子AとBの粒子数差 (相対粒子数)演算子N-ala-btbの
固有状態である .

NIn,m))-nln,m)). (9)

以下 ,状態 In,m》を相対粒子数状態と呼ぶことにする【9].定義から明らかなように ,nは

-∞ から+∞ までの整数値をとる･また.･相対粒子数状態 恒'm))は完全正規直交系を張る

SR-(恒,m)Hm≧0,-∞ <n<∞ ,m,n∈ZL (10)

00くX)
∑∑In,m))くくm,nI-1, くくml,nlJn2,m2))- 6mlm36nln,･ (ll)m=On=-㈲

相対粒子数演算子N-ala-btbのスペクトルには通常の粒子数演算子のような下限は存

在しない .従って ,相対粒子数演算子に共役な演算子として位相演算子を定義すれば ,先′ヽ
に述べたような数学的問題は起こらない .そこで ,位相演算子βを次のように定義する .

00 (X)
A-∑ ∑ In,m))《m,n+11･Tn=On=-oo
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このように定義された演算子は

bbt-btb-1, (13)

bln,m))-恒-1,m)), bfEn,m))-恒+1,m)), (14)

を満足する .従って ,位相演算子Dはユニタリー演算子であり,相対粒子数の"displacement

operator"である .また,β とⅣの間には ,次の交換関係が成 り立つ .

lD,N]-D･ (15)

位相演算子Dは次のように表わすこともできる .
く)0 00

b-∑(d̂l)n(d̂A)n'1㊨ln)BB(nI+∑ In)̂ (̂nl㊨(d'L)n'1(d̂B)n･ (16)n=O n=0
ノヽ

ここで,dAとdBはそれぞれの調和振動子に対する"polardecomposition"による位相演算
子である .

d̂A-(aat)-1/2a, d̂B-(bat)-1/2b. (17)

このようにして定義された位相演算子βをRNS位相演算子と呼ぶことにする.RNS位相
演算子の物理的意味は以下の節で議論する.
RNS位相演算子βの固有状態は次の式で与えられる.

00

匝p ))-去 =SJn"》e-inQ,
(18)

位相車の定義域は,40-7T≦¢<Qo十打である.ここで,¢Oは大きさ27Tの定義域を定める
パラメータである.この任意性は位相の27r周期性に起因する.実際,(14)から(18)がDの
固有状態であることは明らかである.

b励m))-e-ム佃,m)),btl車,m》-eiQIQ,m)). (19)

相対粒子数状態(恒,m)))が完全正規直交系を張る こ とを用 いれ ば ,位相固有状態の集合
(励m》座0-7r≦4･<4,0+7T,m_>0)が全空間(A+B)で完 全 正 規 直交系を張ることが導
かれる.

く(-1,帆 -2))-6-1-,6(41-42), m! ./:_': - -))くく-,QI-1･ (20)

位相固有状態を用いるとRNS位相演算細 ･cosine演 算 子C - 響 ,sine演算子
.刀-顔S=i二一一二2は次のように表わされる.

b-m!o/:_I:- -))e-iQ((柵
｡-m!.I:_':榊 ,-))cos柵 ･拙
含-m!./:二:- -》sin柵 一軒
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CとSは次の関係式を満足する .

le,葺】-0, 62+32-1, (24)

le,N]--iS, lS,N]-ie. (25)

また ,A-exp(-i壷)を満足するエルミート演算子壷は ,位相固有状態を用いて次のよ
うに定義される .

㊨-m!./II:- -))柵･軒
このとき粒子数一位相交換関係は

… -i(1-2打m!.椀I打,-))《-,¢o

(26)

-可 , (27)

となる .右辺第2項は位相の2汀一周期性に起因するものである .このことについては後で

議論する .

演算子N,D,a,Sの間に成 り立つ交換関係を用いると,次の不確定性関係が得られる
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+(△S)21≧盲,

･Nt△S≧喜I(a)I, △N･△C≧主潮 ･
ここで注意しなければいけないのは ,通常よく用いられる粒子数一位相不確定性関係

△N.△◎>圭一2' (31)

は厳密には成立Lないということである .この関係は ,平均粒子数兎が ,兎≫ 1を満たす

準古典領域においてのみ近似的に成り立つものである .

3 量子光学における位相の量子力学的取り扱い

3.1 RNS位相演算子の量子光学への応用

前節で導入されたRNS位相演算子bを量子光学の問題に応用する 【10,131.この場合

RNS位相演算子を用いることによって ,信号モードの光子の非古典的性質の解析が可能に

なる ･以下の議論を簡単にする為に ･注目+̂る物理系を単一モードの光子系A(a,aI)である
と仮定する .ところで ,RNS位相演算子Dを定義するためには ,相対粒子数状態tIn,m)))
を導入しなければならない .このために ,仮想的な光子系Bを導入する .信号モードAと

仮想モードBを用いることによって ,相対粒子数状態を定義することができ,RNS位相演

算子bを導入できる .注目する信号モードAを全系 (A+B)の部分系として取 り扱う.こ乙コ
のように仮想モードの導入によって ,量子光学系に位相演算子βを定義することができる

物理的な結果を得るためには ,仮想的な光子系を導入することによって増えた自由度に

対してある種の条件を課さなければならない .この条件として次のものを採用する .
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･光子系Aの状態は注目している信号モードの物理的状態砂)Aとする .例えば ,コヒー
レント状態やスクイーズド状態等である.

●仮想的な光子系Bの状態は常に真空tO)Bであると仮定する.

従って,物理量の期待値を計算する場合の全系の物理的状態仲》として ,次の形の状態ベ
クトルを用いる.

匝))-冊A⑳IO)B･ (32)

ここで,悼)Aは注目する信号モードの物理的状態であり,lO)Bは仮想モードの真空状態で
ある.この仮定の-正当性は,以下の考察,及び例題から確かめられる .以下 ,(32)を物理
的状態と呼ぶことにする.

物理的状態(32)における演算子b,a,3等の期待値は次のようになる【10,13】.

((bn》-(亀), ((btn》-(d̂in),

《∂))-く8.4), 《3))-(3.1),

((62))-くai)･去IAく0肌 2,

((32))-(Si).喜IA(0闘 2･

(33)

(34)

(35)

(36)

ここで,((･･･))-《叫･-仲)),(-)-A(軒 ･･14,)Aであり,JO)Aは信号モード(A系)の真
空状態である.また,dAは従来の"polardecomposition"による信号モードの位相演算子

であり,aAとgAlまd̂Aを用いて定義5̂れるcosine演算子とsine演算子である ･(33卜 (36)か
らわかるように,RNS位相演算子Dと従来の"polardecomposition"による位相演算子dA
との差は,物理量の揺らぎに現れる.この差は,信号モードの物理的状態に占める真空成
分の割合に比例して大きくなる.従来の単純な"polardecomposition"による位相演算子の
定義では,このような真空の揺らぎが考慮されていなかった為に ,dが非ユニタリー演算子
になる等の不都合が生L:たのである.従って,真空の揺らぎが無視でさるような準古典的■ヽ ′ヽ
領域ではDとdAの差は無視できるので,"polardecomposition"による位相清算子の導入が
許される.

3.2 Pegg-Barnett位相演算子

以上の結果を,PeggとBarnettによる位相演算子t14日18】と比較してみる ,まず ,Pegg

とBarnettによる位相演算子理論を簡単に纏める .PeggとBarnettは ,無限次元空間であ

るFock空間引0),Il),...,rn),…)を(a+1)一次元空間 (lO),ll),...,回)に制限し,この有限

次元空間上で位相演算子を定義した .彼らの方法は ,すべでの物理量を(S+1)一次元空間上
で計算し ,最後に8- ∞ という極限をとるというものである .PeggとBarnettによる位

相演算子 (以下 ,PB位相演算子と呼ぶ)は次のように定義される .

8-1
哩 )B-∑ln)(n+1巨e叫 +1)(Qo-N)Is)く0ト
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ここでは注目する信号モードのみを考え ,添え字Aは省略した .このように有限次元空間

上で定義されるPB位相演算子はユニタ_リー演算子であり,次の関係を満足する .

尊)Bfs)-fs-1),･･･,尊)B回-Jn-1),･･･,確 )Bfl)- lO),
埠)BLO)-e-i(S十1)(40-q)Is)･ (38)

このように ,PeggとBamettの定式化においてはS+1個の状態を周期的に結び付けるこ

とによって ,"polardecomposition"による位相演算子の場合のようにd̂IO)-0という下限

が現れないようにしている .(38)からわかるように ,このことが可能になったのは(37)の
右辺第2項の存在による .そして ,有限次元空間においてのみ(37)の右辺第2項が意味を
持つ .

PB位相演算子の固有状態は次の式で与えられる .

1 a
帆 )-荷 n!oe-inQLfn)I (39)

ここで 戒 -¢O- ･慧 (--071,･･･,S)T･ある ･有限次元に制限したために位相は
有限個の離散的な値しか取れない .この位相固有状態は(S+1)一次元空間において完全正規

直交系を張る.PB位相演算子の固有状態を用いると尊 )B-eXPl-i埠)B]を満足するエル
ミート演算子埠 )Bを次のように定義できる .

8
埠)B-∑鶴 瓶 (拙 ･m=0

(S+1)一次元空間においては物理系の任意の状態 匝)は

∫
座,)-∑anJn)n=0

と展開できる .このとき,物理量は次のように計算される .

(I(4))-3liimJV,lf(埠)B)冊･

(40)

(41)

(42)

ここで ,極限β一 〇〇はすべでの計算の最後で取られる .このようにして計算される物理量

は ,RNS位相演算子を用いて表わされた物理量を ,物理状態 I甘))-悼)⑳tO)を用いて期
待値を計算した結果と一致する .このことは以下で `̀probabilityoperatormeasure"を用い
て証明する .ここで注意しておきたいことは ,PB位相演算子理論では明らかに可換でない

演算操作の順序の入れ替えを行っているということである.可換でない演算操作とは ,期

待値の計算とβ→ ∝'という極限操作である .本来 ,Fock空間は無限次元空間である .一

方 ,RNS位相演算子理論ではこのような数学的に正当化されない操作は行っていない .ま

た ,以下の節で議論するように ,相対粒子数状態に基づ く位相演算子理論は量子光学以外

の分野でも有効な方法であることが理解できるであろう.
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3.3 位相確率密度分布

次に ,RNS位相演算子Dの固有状態 (励m)))を用いて "ProbabilityOperatorMea-
sure(POM)"を導入する【19ト 位相卯二対するPOMは次のように定義される ,

B(A)-/"A榊 (鉦 瑚 -m!.帆 -))((-,QI･ (43)

ここで ,△⊆IQ-[40-7T,車｡+7r)である .このとき,丘(△)は次の性質を満足する .

丘≧O, 丘(zQ)-1, 氏(め)-0, (44)

B(nhAh)-nfl(△h), 氏(uh△h)≦∑ 丘(△h). (45)A A

最後の開%̂式において等号は△in△'･-0(iij)の場合に成 り立つ ･
POMIl(△)(or弁(4))を用いると,物理的状態 IQr))-[車)糾O)における位相変数に対す
る確率密度分布P(¢)は次の式で与えられる .

瑚 -《晒 榊 ))-去In;.e叫伸 )
このとき,物理量の平均値は

(i(a))-《W(a)Lg))-/:o::dQf(4)P(拙

(46)

(47)

となる .例えば ,D,C,S等の乎均値は次のように計算される .

･bn,-/:_':die-inQp(4,, (i(inn,i)-/:-I:dQ(Cs?nSnnQQ)p(¢) (48)
また ,位相一粒子数交換関係(27)の平均値を計算すれば次のようになる .

(匝,N])-i(1-27'P(車｡-7r)) (49)

右辺第 2項は ,系の位相の値が定義域の境界値 (¢-¢0-7T)を取る確率を表わしている

裾 よ任意に選べる基準値であるので ,位相の値の分布の広がりが27Tに比べて十分に小さけ

れば ,く匝,N])FYiと近似でき,準古典的な描像が成 り立つ .
ところで ,Pegg-Barnett位相演算子の理論において物理量の平均値は

(I(4))-無 く棚 (埠)B)冊

2汀rn

孤 -¢O-q+討て ー ¢ (Sー∞)
2打

孤 .1- 孤 -㌻百 一 dQ (S十∞)
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であることを用いれば ,(50)は次のようになる .

(I(4))-/:_':射 (4)P(4)･

1
ここで ･P(¢)-茄

00
∑einQ(乃座)
n=0

(53)

である .これは ,(47)と同-である .従って ,RNS位

相演算子理論とPB位相演算子理論は代数的構造等の数学的性質は全 く異なるが ,物理量
の期待値に関しては同一の結果を与えることがわかる .

次に ,RNS位相演算子理論におけるdynamicsの計算方法を説明する .注目する信号

モードのHamiltonian71が与えられたとき,信号モードの時刻 まにおける状態 14,(i))Aは
Schr6dinger方程式より,

回(i))A-eXp卜iml冊A,

となる .一方 ,仮想モードは仮定により常に真空状態であると仮定されるので ,

(54)

lQ(i))B-[0)B, (55)

である .従って ,RNS位相演算子理論において物理量を計算する時刻tでの物理的状態は

次の式で与えられる .

lQ'(i)))-悼(i))㊨lO)･ (56)

ここで ,添え字A,Bは省略した .この状態を用いてPOMの期待値を計算すれば時刻 tで

の位相確率密度P(4,i)は次のようになる .

p(棉 -封n;oe叫 く棚 ))
また ,注目する信号モードの状態が密度行列で表わされる場合 ,

p.4(i)-expトim]pAeXPtim 】,

(57)

(58)

となり,仮想モード密度行列は IO)BB(0[となるので ,全系の物理的状態の密度行列は次の
ようになる .

W(i)-p(i)㊨lO)(OI･

従って ,時刻tでの位相確率密度は次の式で与えられる .

p(棉-TrlW(i)a(刷-去m!.n!oei'--n'4く-刷 n)･

(59)

(60)

以上のことから,RNS位相演算子理論におけるDynamicsの計算の困難さは ,通常の量子

力学または統計力学のそれと同じ程度である .仮想モード導入によって自由度が増えた影

響が計算に及ぼす影響は殆どない .通常の枠蔽みで問題が解けていれば ,その結果をその

まま用いて ,RNS位相演算子理論における位相に関するdynamicsの問題を扱うことがで
きる .
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3.4 応用

以下では ,例として非線形振動子と減衰振動子を考える .まず初めに ,非線形振動子を

考えよう[19仁 このモデルは ,光Kerr効果による自己位相変調を記述する .非線形振動子
のハミル トニアンは

71-uata･喜g(ata)2, (61)

で与えられる .相互作用定数.9は3次の非線形感受率に比例する .初期状態としてコヒー

レント状態 回 を仮定すると,時刻tでの系の状態は次のようになる .

t"i),- e-h'2n! o芸 e-1'n8-igin3pLn)･ (62)

ここで ,α-J亮e~iOと置いた .従って,(57)の位相確率密度P(車,i)は次の式で与えられる .

p(棉 -封n;.蒜一元′2･ei'nQ-n4-9in3P' (63)

まず ,免≫1の場合を考える .このとき,P(樟)は次のようなガウス分布で近似できる .

P(卯)FY7rll+(2g続)2】eXp[
-2兎(¢10-gth)2
1+(2g続)2] (64)

ただし,兎gi≪ 1とした .一般に ,時間七のオーダーは光子が非線形媒質を通過する時間

(i ;3L/C,L:試料の大きさ ,C:光速)であり,また3次の非線形感受率は非常に小さいと考
えられる .従って,gtは非常に小さく,2っの条件兎≫ 1と兎gt≪ 1は両立すると考えてよ
い .このとき,位相と粒子数の揺らぎ ,及び位相一粒子数不確定性関係は次のようになる ,

･願 主十h(gt)2, △ni～～ 兎 , (65)

･齢 願 主十(hgi)2･ (66)
この場合は ,̀準古典的な不確定性関係△¢△n>_圭が 成 り立っている .
一方 ,兎≪1のとき位相確率密度P(緑 )は次のように近似できる .

p(梱～～去【1+2Jkcos(卜 8-9i/2)･海 sin2(卜 0-gi)]･ (67)

このとさ,位相の揺らぎは次の式で与えられる .

･願 誓 -4Jicos(o十gt/2)+喜hcos2(0十gt), (68)

ここで ,簡単のために¢0-0と置いた .また ,位相が完全に不確定な状態での位相揺 らぎ
の大きさは

△¢2=空3'
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である .このとき ,△nは十分に小さくてよいので埠古典的な不確定性関係△4,△n≧ 圭は
明らかに成 り立たない .

次の例として ,減衰振動子を考えよう .減衰振動子に対するLiouviue-vonNellmann方

程式は

孟p(i)--iwla†a,p(i)]十 Kh(la†,p(i)al･latp(i),a])
+申 +1)(【ap(i),a†一+la,p(i)at]) (70)

で与えられる .従って,(60)から減衰振動子の位相確率密度P(¢,i)に対する運動方程式は
次のようになる .

孟p(刷 ニーui p(棉.芸mi=oe… (-Ip(i)In)

×【(兎+1)(ヽ信一∨局)2十両(石持7-何 て)2].(71)

特に ,平均粒子数兎が十分に大きい準古典的な場合 (兎≫ 1),P(4,i)は次のFokker-Planck
方程式を滴足する .

孟 p(柿 -ui p(棉 +D; p(") (72)

ここで ,位相拡散係数はD-喜rccoshPuで与えられる .また ,免≪ 1の場合は方程式は
閉じた形にならず ,数値計算に拠らなければならない .

4 位相演算子のThermo丘eldDynamicsへの応用

第2節で導入したRNS位相演算子理論をThermo鮎ldDynamics【20日23】-応用する【9】

【11,12].第2節で相対粒子数状態を定義する為に ,2っの調和振動子を考えた .第3節で

はRNS位相演算子理論を量子光学へ応用した際 ,2つの調和振動子のうちの1つを注目す

る信号モードとし ,もう1つの調和振動子を相対粒子数状態 (恒,m)))を導入するための仮
想モードと仮定したが ,位相演算子をTb.ermo丘eldDynamicsへ応用する場合は ,調和振動

子B(bt,a)が調和振動子A(aI,a)のtilde共役であると仮定する .

b- aI bI- af･ (73)

ここで ,tilde共役は次のように定義される .

(AB7-AB, (A)I-(AI了, (17-A, (aA+bB)-a*A+b'B. (74)

この場合に注意しなければならないのは ,振動子Bは決して仮想的なモードではないとい

うことである .従って ,摂動子Bの状態はハミル トニアンによって時間発展し,第3節の

ように常に真空状態であるとは仮定しない .Thermo丘eldDynamicsの詳細については文献

【20日23】を参照されたい .
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Thermo丘eldDynamicsでは ,系の状態の時間発展は次の方程式によって決定される ,

£lo(i))ニ ーiAlo(i))･ (75)

ここで ,〟 -〟 -γであ り,γは系のハミル トニアン ,γはそのtilde共役である .調和振

動子の場合 ,71=LJalaであるので

71-LJN, N-ala一轟 , (76)

となる.
演算子Ⅳは ,物理系とそのtilde共役系での粒子数の差を表わしている .従 って ,第 2節

で行ったように動 二共役な演算子 として位相演算子β を定義することができる .更に同様

にして,1gとBの固有状態の作 り,2つの完全正規直交系 (In,m》)ど(励m》)を構成する
ことがで きる .これ らを用いると ,任意の状態仲(i))は次のように表わすことがで きる .

00 (:〉○
仲(i))-∑ ∑ I(i;n,m)In,m))･ (77)m=On=-oo

IQ(i))-m!./:_':dig(棉 -)14,-))･ (78)

ここで ,I(i;n,m)とg(棉 ,m)はそれぞ_れの展開係数である ･従 って ･(75)ど(76)か ら展
開係数に対する運動方程式は次のようになる .

(嘉一玩U)I(i;- )-07 (芸 一端 )9(棉 -)-0･ (79)

特に ,定常状態では ,

f(i;n,m)-6n,of(m), g(i;¢,m)-a(m)･ (80)

となる .これは ,定常状態では粒子数状態に関 して密度行列が対角化され ,位相が完全に

不確定であることを表わ している . !=!
ThermofieldDynamicsにおけるRNS位相演算子Dは ,量子光学の場合のようにある種

の量子の位相を表わすのではな く,系のコヒーレンス (密度行列の非対角成分の情報)を表

わしている .従って ,Thermo丘eldDynamicsの枠観ろでRNS位相演算子のdynamicsを調
べることによって ,系の時間発展に伴 うコヒーレンスの変化を調べることができる .

簡単な例 として ,減衰振動子を考えよう.ThermofieldDynamicsにおいて減衰振動子の

状態 陣(i))の時間発展は次の方程式で記述 される .

£棚 )-一両 (i))
′ヽ
71-H-H+in
H=LUata

白-一可(2兎十1)(ala+轟)-2haIaL 2(兎+1)a丘+2司.

ー 1 13-

ー
れu
F
nHt
p
hu
11hu

1

2

3

4

8

8

8

8

円lLHU
R
Hr
iZ!
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ここで ,K･-ataf･KJ aa,KO-を(a†a･ata十1)と置けば ･(82卜(84)は次のよう
になる .

71-wN･2iKl(叫 1)KJ hK･ (2兎+1)∬o十三ト
1

2]･ (85)

(K+,K+,K｡)はSU(1,1)Lie代数のgencratorである .また ,【N,K土]-【1g.Ko]-0であ
る .よって ,SU(1,1)Lie代数に対するBaker-Housdorffの公式を用いると解は次のように
表わされる .

悼(i))-eKト ùNexplA+(f)K+]exp【lnAo(i)IKo]exptA_(i)K_掴(0)), (86)
2兎sinhFCt

coshFCt+(2兎+1)sinllJd
2(兎+1)sinhrci
coshpct+(2兎+1)sinhrct

coshJtt+(2兎+1)sinhJCt

この結果を用いて位相演算子の平均値を計算すると次のようになる .

000000
(A(i))-e~iwi+尺寸∑∑∑A-(i)hAo(i)7n'1A+(i)t《m+刷 4(0)〉h=01=07n=0
(m+k)!(m+I)!
k!l!m!(m+1)!

[(m+k+1)(I+k+1)]1/2

特に ,FCi≫ 1の場合 ,次のようになる .

(A(i))符COnSt･e-t'uトルt, △b(i)2《り -const･e~2㍍i

(87)

(88)

(89)

(90)

(93)

従って ,系のコヒーレンスは指数関数的に減表し,(D(∞))-0と△D(∞)2-1となる .
これは平衡状態では位相が完全に不確定であることを表わしている .

位相確率分布関数P(¢,i)を用いて.,情報エントロピーS(i)を

S(i)-亮 ':dip(4,i)lnP(棉

と定義すれば ,次の式が成 り立つ ,

孟S(i)-托/:_':dQ(
∂hP(卯)
∂¢

≧0.

(94)

(95)

ここで ,位相の 27,周期性P(¢0-7T,i)-P(¢o+〟,i)を用いた .平衡状態 (i--)では ,

･(-)-maxとなり,瑚 -)-左 が得られる ･即ち ,位相が完全に不確定であることが
わかる .

- 11 4 1



｢非平衡系の統計物理｣(その1)

5 連続スペクトルへの応用と時間演算子

RNS位相演算子のThermoaeldDynamicsへの応用を引き続 き考える .これまでは ,離

散スペクトルを扱ってきたが ,この節では ,系のハ ミル トニアンが連続スペクトルを持つ

場合を考える .そこで ,IE)をハミル トニアンHの固有状態とし,lE)のそのtilde共役と
する .

HIE)-ElE), hJE)-ElE). (96)

そこで ,匿1,E2)-tEl)⑳檀 2)と定義し ,相対粒子数状態に対応 して ,次の状態を定義
する .

IE,e))-0(E)IE+E,e)+O卜E)IE,e-E)･ (97)

ここで ,e>_0,-∞ <E<∞ であり,0(E)は通常のステップ関数である .このとき,隻
令([E,i)He≧0,-∞ <E<∞)は完全正規直交系を張る .

((el,EllE2,C2))-6(el⊥e2)6(E1-E2),/.抑derwdEIE7e》((E7EI-1･ (98)
また ,LE,E))はThermoaeldDynamicsの時間発展 generatorである演算子71-H-kの
固有状態である .

71LE,e))-EIE,e))I

以下 ,状態 JE,e))も相対粒子数状態と呼ぶことにする .

相対粒子数状態 fJE,e)))を用いて ,ユニタリー演算子b(i)を次のように定義する

(99)

b(E)-r d亡rwdElEIE,E))((i,EI･ (100)

この定義から明らかなように,A(E)Lよパラメータ ELニ対する変位演算子 (displacement
operator)である .このとき,次の関係が成 り立つ .

lb(i),殉 -Eb(E), b(i)iE,e》-lEIE,e》. (101)

集合tb(E)tE∈R)を考えると,この集合は ,"one-parameterunitarygroup"となり,A(i)
はEに関して強連続でる .ここで ,強連続 とは ,ノルム位相に関して連続であることを意味

する .このとき,関数解析で有名なStoneの定理が成 り立つ .Stoneの定理によって ,

b(i)-exp(-if子), (102)

を満足するエルミー ト演算子子の存在が保証される.(101)ど(102)により,fLよ次の交換
関係を満たす .

拝,珂 -i. (103)

これは ,演算子fが時間発展のgenerator兎に共役lJ:演算 子 で あ る こ とを表わLている.ま
た ,演算子Tの固有状態は

棉 )-去蔦dEIE,e))e-iE,7
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で与えられ ,集合 (IT,e)Dは完全正規直交系を張る .
次に ,演算子Tに時間発展を考える .ThermofieldDynamicsにおいて ,演算子の時間発
展は

iA-ilA,A],

で与えられるので ,(103)より次の式が得られる .

孟子-il72,f]-1･

この式から ,次の関係式が成 り立つ .

dTt-di.

(105)

(106)

(107)

ここで ,T.1よ演算子子の期待値である .Jrt-く子(i)).この関係式は ,時間七の進みdtと,チ
の期待値の時間間隔dtのにおける変化分dTiが等しいことを表わしている .また ,時間の

原点 (或は ,初期状態)を適当に選ぶことによって ･Ti-tとできる ･以上のことから･演
算子勤ま時間演算子の意味を持っていることがわかる .さらに,(103)から不確定性関係

ATAE,-;, (108)

が得られる .この関係式は時間-エネルギー不確定性関係に対応している . ′ヽ
以上のことから,連続スペクトルに対する相対数状態を用いることによって時間演算子γを′ヽ
定義することができた .時間演算子Tは系のエネルギー演算子ではなく,時間発展generator

に共役な演算子として定義された .この点に開Lてこの節で展開した理論は ,Prigogine-

Misraの理論 [24,25]と同等なものであり,演算子勤ま彼 らの言 うところの内部時間であ

る .我 々は ,相対粒子数状態を用いて時間演算子の具体的な構成方法を示したのである

Prigogine-Misraの理論に従えば ,エントロピー演算子等も導入することができる .ここで

強調Lておきたいことは ,量子光学における位相演算子 ,Thermo丘eldDynamicsの枠蔽み

におけるコヒーレンスの時間発展 ,そしてPrigogine-Misraの理論における時間演算子 ,こ

れらすべてが相対粒子数状態という共通の基礎の上に構築できるということである .

6 まとめ

本報告では ,相対粒子数状態に基づ く位相演算子理論の基礎的な事項を説明し ,量子光

学における位相変数の量子力学的取 り扱いの問題やThermo鮎ldDynamicsへの応用 ,更

に時間演算子の定義に関する問題を取 り扱った .RNS位相演算子理論の応用としては ,光

子数の非破壊測定や光子数のスクイージング,更に干渉計における光子の非古典的状態の

解析等の量子光学の問題や ,Thermo丘eldDynamicsにおけるコヒーレンスの減衰の解析等

【26】が考えられる .また ,微小接合容量を持つJosephson接合における位相変数の量子化

も問題にも応用できる【27巨 これらの問題は現在進行中であり,別の機会に報告したい .
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