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トロイダル群上のコンパクト台付きのコホモロジ一群について
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Graduate School of Science, 
Osaka Metropolitan University 

1．導入

トロイダル群のコホモロジ一群について，小池貴之氏との共同研究の結果[8]を踏まえ
て紹介する．トロイダル群の研究は，複素可換Lie群の分類 [10]や，複素可換Lie群のStein
性についての研究 [9]に始まる特に [10]では， 2次元の連結な複素可換Lie群の分類がさ
れている．今回は2次元のトロイダル群に注目し，そのコホモロジーについて述べる．

まず一般次元のトロイダル群について，基本的事項を述べる．トロイダル群とは，非定
数の正則関数を持たない連結な複素可換Lie群である．またトロイダル群は一般に，複素
Euclid空間Cnを離散部分群rで割った商群cn;rの形で表せる．トロイダル群の（ドル
ボー）コホモロジーについては， KazamaやAbeの結果がある． Kazamaはトロイダル群

Xについてが(X,Ox)を特定した [5]．その結果によると，離散部分群rの生成元たちに
よる無理数論的な繊細な条件でH勺X,Ox)の構造は大きく異なる．この Hk(X,Ox)の次
元によって，すべてのトロイダル群はいずれかに分類され，すべてが有限次元のとき Xを
テータトロイダル群，無限次元non-Hausdorff空間になるものがあるときワイルドトロイ
ダル群というただし， H勺X,Ox)の位相には広義一様収束に関する位相を考えている．
そして， Abeは平坦直線束Eに係数をもつコホモロジー H勺X,E)を特定した [2]．この
が (X,E)の次元は，rの生成元たちと Eのホロノミーに関する条件で特徴づけられ，その
条件はより複雑な無理数論的条件である．

これらのKazamaとAbeの結果に対し，［8］は2次元のトロイダル群のコンパクト台を持
つコホモロジー HJ(X,E)が消滅する条件についての結果である．この主張は， H1(X,E) 
が無限次元non-Hausdorff空間になる場合でも， HJ(X,E)が消滅するという主張を含んで
いる．本文では，この結果を中心に2次元のトロイダル群のコホモロジ一ついて紹介する．

まず， 2次元のトロイダル群の特徴づけや分類についてはMorimoto[10]の結果がある．
この分類によると，コンパクトな 2次元トロイダル群は2次元複素トーラスであり，コン
パクトでない 2次元トロイダル群は次のような具体的表示ができる．コンパクトでない2
次元トロイダル群をX とすると， Xは離散部分群

(1) r =〈（『） 9じ）＇（；）〉
を用いてCりrと書ける．ただし， Tは上半平面1H1の元で，（p,q)E配＼ Q2である．このよ
うなXと，そのX上のユニタリ平坦直線束の組を考えたいそのユニタリ平坦直線束と
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して，実数仇と的に対する次のユニタリ表現p:1r1(X, *) = r→ U(l)に対応する直線束
Eを定める．

(2) p (（『））＝1, p(G)) :=e27rv「二101, p (G)) := e27ry二102

そして，このような (X,E)の組に対し，［8］では次の定理が得られた

Theorem 1.1 ([ 8]）．上記の（1)と(2)から定まるトロイダル群とユニタリ平坦直線束の
組を (X,E) とする．各n€ Zごとに，仇十np茫Zまたは02+ nq rf-Zのうち，少なくとも
一方が成り立つと仮定する．このとき， Ht(X,E)= 0が成り立つ．

Remark 1.2.上記のTheorem1.1の主張において， Xがトロイダル群である必要はない
ことが判明している [8]．つまり，上半平面の元 T €lH1 と実数の組 (p,q) からなる (1) のよ
うなrに対して定まる複素曲面Xと，そのX上のユニタリ平坦直線束Eとの組(X,E)に
対して主張が成立する実際に， X=Cりrがトロイダル群であることの必要十分条件は，
pまたはqが無理数であることが知られている (Lemma2.1)．また， Theorem1.1の仮定の
もとでは，直線束Eは正則に自明な直線束とはならずH0(X,E)= 0となる．

§2では， 2次元のトロイダル群についての基本的事項や，そのコホモロジ一群について

判明している事実を具体例とともに述べる．

§3では， p= 01 = 0の場合において， Theorem1.1の状況の観察を行なう ([8]参照）．主
に，証明の中で用いる Hormanderestimateがどのような点で有効であるのかを紹介する．
証明の概略は以下のとおりである：条件p= 01 = 0のもとで，豆方程式の解を直接構成
することによって証明した具体的には，0-方程式をXの被覆空間(C予上でHormander
estimateにより解く．さらに， X上の解を誘導できるようにするため，その (C*）2上の解
にある周期条件を満たすための補正項を加えることで (C予上の解を構成する．ここで
得られる補正項は形式的幕級数として得られるのだが， Hormanderestimateによる解を
選んだことで，その級数は収束するようなものとして構成されていることが確かめられる．

このように構成した解はコンパクト台を持っており， Theorem1.1は示される．

一般の場合には， Theorem1.1は次のように示される ([8]参照）．まず， Serre双対定理
により Ht(X,E)= 0の証明は，位相双対空間(H尺X,E)tの消滅を示すことに帰着され
る．この (H1(X,E)tの消滅は， Cech-Dolbeault対応と， BO,l(E)がzo,1(E)のなかで桐密
であることから従うただし， X上のE値coo級 (p,q)-form全体の集合“翌(E)に対し
z0,1(E) := Ker(万:&{足↓(E)→“塁（E))とし， B0,1(E):= Im（う：“農塁(E)→ク翌(E))
としており，広義一様収束の位相で考えている．

2. 2次元のトロイダル群についての基本的性質

この節では， 2次元のトロイダル群について既に知られている基本的性質を述べる．

Morimoto [10]の分類によれば，次元2のトロイダル群のうちコンパクトなものは複素
トーラスである．一方，コンパクトでないものは，z生成のrank3のある離散部分群rで
c2を割った商の形で表せる．複素曲面X:= Cりrがトロイダル群になるために必要十分
な離散部分群rの条件について，次の補題で判明している．
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Lemma 2.1.上半平面の元TEHと，実数の組(p,q) E配に対し，（1）のrで定まる複
素曲面をXとする．このとき， pもしくは qのどちらか一方が無理数であることは，複素
曲面Xがトロイダル群であるための必要十分条件である．

このLemma2.1は，次のLemmaを用いれば簡単な計算から得られる．

Lemma 2.2. [1, Theorem 1.1.4]離散部分群rを上半平面の元TEHと実数の組(p,q) E 
配からなる（1)と定める．このとき，次は二つの条件は同値である．

(i) Cり「はトロイダル群である．
(ii)任意の'YErに対し，内積が〈び，1〉EZとなるび Een¥ {0}が存在しない． ロ

この (ii)のような条件は，トロイダル群の無理数的条件と呼ばれる．

以降では， 2次元のトロイダル群についてのみ注目する．つまり，（p,q)E配＼Q打こつい
て，（1）のrで定まるトロイダル群Xを考える．トロイダル群Xは次の条件によって，テー
タトロイダル群とワイルドトロイダル群のどちらか一方に分類される ([6]や [7]参照）．

Condition 2.3.次を満たすような正数Aと0<8<1が存在する．任意の正整数nに
対し，

dist((np, nq), Zり2A閃
が成り立つ．ただし， distはEuclid距離である．

この Condition2.3は，有理数近似の悪さに関する条件である． Condition2.3が満たさ
れるとき， Xをテータトロイダル群という．逆にCondition2.3が満たされないとき， Xを
ワイルドトロイダル群という． Kazamaの結果 [5]を用いると，これらのトロイダル群を
が (X,Ox)によって特徴づける次のPropositionを得る．

Proposition 2.4. ([5, Theorem 4.3], [8, Proposition 2.3]）上半平面の元TEHと，実
数の組(p,q) E配に対して定まるトロイダル群をXとする．このとき，次の (i),(ii), (iii) 
は同値である．

(i) Xはテータトロイダル群である．
(ii)すべての k2lに対し， dimH勺X,Ox)< oo. 
(iii)任意のm= (m1,m2，叫） €かに対し，次を満たす正数a>O が存在する：

e―a•max{|叩|， |m2I}

sup 
mEか＼｛O}IT叫＋tm2-m叶

< 00. 

ただし， t:= q-PTとしている．

一方，上記の同値条件を満たさないとき， H尺X,Ox)は無限次元non-Hausdorff空間とな
り， Xはワイルドトロイダル群である．

Proof. [8, Proposition 2.3]を参照せよ． ロ

Remark 2.5.このProposition2.4は一般のトロイダル群に対しても成り立つ．これによ
り，一般のトロイダル群Xもが(X,Ox)の次元によって分類される．すなわち，すべての
k 2 1に対しが(X,Ox)が有限次元であるとき Xはテータトロイダル群であり，そうで
ないときワイルドトロイダル群である．
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以降では，（1)と(2)から定まる組(X,E)を考える．この組(X,E)に対し Abeの結果を

用いれば，平坦直線束係数のコホモロジー H勺X,E)も特定できる．さらに限定的な状況
のもとでは， H勺X,E)は消滅するか，無限次元non-Hausdorff空間になるかのどちらかに
なる．

Proposition 2.6. ([2, Theorem 9.1], [8, Proposition 2.4]）組 (X,E)を(1),(2)から定
まるもので， p= 01 = 0かつ Eは正則に自明でない直線束とする．ある正数A>Oと
0<8<1が存在し，次を満たすと仮定する．任意のnEZ>。に対し，

(3) dist(nq -02, Z)2 A8n 

を満たす． このとき， H1(X,E)= 0が成り立つ．一方で，仮定が成り立たないときは，
が (X,E)は無限次元non-Hausdorff空間になる．

Proof. [8, Proposition 2.4]を参照せよ． 仁l

以下では， Proposition2.6の状況で， H1(X,E)が消滅する場合と無限次元になる場合の
具体例を紹介する．

Example 2.7. ([12])組(X,E)を(1),(2)から定まるもので，次を満たすものとする：

(i) p = 01 = 0 かつ T= ✓コ，
(ii) 202 = q, 
(iii) 02がDiophantineである．すなわち，任意の整数mとnヂ0に対し，ある正数Aと
aEZ>。が存在し，次を満たす：

02 m A ＿ァミ戸

このとき，が(X,E)は消滅する．

Proof.写像1r:X→C := C/〈1,T〉を第一射影C2う (z,w)f----+ z E (Cが誘導する写像
とする．楕円曲線Cの十分小さい Stein被覆｛防｝を取る．写像Tでの引き戻し VJ:= 
戸 (U]）竺 UJx C＊は XのStein開被覆｛じ｝を定める． このとき直線束Eは平坦直線
束 EeのTでの引き戻しがEeとみなせることに注意するただし，直線束 Eeは表現
p:1r1(C,*)=〈1,T〉→ U(l):

p : 1 f----+ e0 = 1, T f----+ e21ri02 

に対応する平坦直線束とする．

さて，［｛（Vjk,A叫｝jk]E H0・1(X，がEe)=f[0,1(｛り｝，Ox(1r*Ec))をとる．このとき， A沐
たちはそれぞれじk竺UjkX (C* J::のがEeの切断である．ただし， vJK:= VJ n vKとし，
UJK :＝ UJn仏としている．直線束EeのujJ::の局所自明化eJに対し，変換関数t1kE U(l) 
でUjk上e1= t虹 Kとなるようなものが存在するまた，切断Ajkに対し V沐上のある正則

関数心(z1,Wj)で， Ajk=ふK(がeJ)を満たすものが存在する．以下では，ふK（がeJ)のこ

とを単にふkejと書く．正則関数ふパz1,W]）のWjについてのLaurent展開

00 

心(zから） ＝L ajkn(zj)('J 
n=-oo 
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を考えるただし， ajknはUjk上の正則関数であり，ら：＝ e2,riw1をC*の座標としている．

すると，｛Ajk}の1-cocycle条件から，

0 = Ajk + Ak□-A切
=A凸＋A絨繹＋A灼釘

＝ （心＋tkふ＋t入）巧

（4) ＝ （文句K凸）＜］＋ミ柘嘔（叫ば＋文 t勾％n（噂l)匂
n=-oo n=-oo n=-oo 

がVJK［上で成り立つ．ある正則関数Sjkでら＝ Sjk(kなるものが存在するので(4)より，

00 

(5) 〇＝ 区 (ajk凸） ＋t幻虹（叫Sら＋t砂 J凸）s；J）
n=-oo 

が成り立つ．ここで，次のような表現u:〈1,T〉→ U(l)から構成される平坦直線束をFeと
する：

び： 1f-t e0 = 1, T→e2mq_ 

直線束Feの防上の局所自明化e]をとると，各Ujk上でEj= SjkEkが成り立つ．等式 (5)
の両辺にejR汀を掛けると， 1-cocycle条件

ajknej Q9汀＋ak砧 kR咋十acjn匂R芍＝ 0 

を得る． したがって，｛（V応句knejR吟）｝ €か({½},Ox(E R F門）と分かる．ただし，
F:=1r*Fcとしている．さらに，｛（V応句kn巧Rげ）｝で{(V応句kn（がej)R（が吟））｝を表し

ていたので，｛（Ujk巧 kn匂R吟）｝ €が（｛じ｝， Oc(Ec R F,各））と分かる．仮定の (ii)と(iii)
より，任意のnezに対し楕円曲線C上の平坦直線束EcRF0は正則に自明でない．こ
れより，すべての n€ Zについて H0,1(C,EeR Fe) = 0であることがわかる．したがっ

て，各n€ Zについて，｛（Uか句kn匂R汀）｝は8-primitiveを持つ．すなわち，ある正則関数

ふ： uj→Cで

8{(Uj,/3jn匂呼）｝ ＝ ｛（U応句kne占）｝

となるものが存在する．

さて，次のように形式的べき級数を係数に持つ Bj;を定める：

(6) B,:=（文 f3J凸）(j)も・
n=-oo 

このべき級数の収束性について議論するいま仮定 (iii)より次のような Lemmaが成り
立つ．

Lemma 2.8.任意のnEZ直に対し，ある正数Aとaで

d(llc,Ec R F名） 2:A(lnl + 1)―a 

を満たすものが存在する．ここで， dはPic0(C)をトーラスとして見たときの Euclid距離

としている．
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Proof.仮定(iii)のDiophantine性より，任意のn€ Z>。に対して，ある正数BとbE Z>o 
で

d(][c,E名） 2".B • lnl-b 

なるものが存在する．仮定 (ii)より Fe=Eもであることに注意する．すると，任意の
n € Z>。に対して，

d(][c,Ec RFも） ＝d(][c,Eもn+1)

2". B • l2n + 11-b 

> B ・ (2lnl + 1)-b 

> B ・ (2lnl + 2)-b = (B ・ 2―b) ・ (lnl + 1)-b 

が成り立つ．したがって， A:=2―bB, a:= bとすれば主張を得る．

このLemma2.8より，次のような正数AとaEZ>。がとれる：

(7) d(][c,Ec@F苔） 2::A(lnl + 1)-a_ 

口

相対コンパクトな部分集合瓦 esujをとり，これを改めてじと書くことにする．任意の
R>Oに対し，

叫：＝ Sup|心(z心） ＜ oo 
ZjEUj,Ji<|ら|＜R

が成り立つ． Cauchyの評価式より，任意の R>OとnEZに対し，

sup lajkn(zj)I ~ 
MR 

ZjEUj 
-R|n| 

を得る．上田の補題 [13,Lemma 4]と(7)より， Cと{Uj}のみに依存するある正数K>O
で

max sup叫 (zj)< K ・ mipcsup lajkn(zj)I 
J z叫― d(][c,Eご＠F各） j，K 句EU3

＜ K.竺
-d(][c,Eご＠F名） Rini

なるものが存在する．実数R>Oを任意に固定し， XECで

（互）―1< IXI <（亙）
なるものを取る．このとき，次の不等式が成り立つ：

n立(Sド3p|9口）炉さnt00d(][e,E:1 @均):n[ （互）In|
~ nf;oo >(|n| ＋1)a・晨（互）lnl

00 

三
2KMR 

A 

どn+1)a
2n 
< 00. 

n=O 
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任意にR>Oを取っていたので，

戸OO(閉JP|知|） X"E C[[X]] 
は収束半径ooの収束べき級数であると分かる．したがって，凡はい上のがEの正則切断
であると分かる．

ここで，［｛（VJk,A叫｝jk]に対し，

B]―屈＝（エOO/3心）幻ー（エOO/3kn〈:）仇
=L(/3jn('J -tkj/3knS~心）． eJ
n 

=L((3四―t切(3kn迅）＜J. ej 
n 

=L句kn('/・巧＝心・巧＝ Ajk
n 

がV沐上で成り立つ．したがって，6｛（VJ,BJ)｝＝ ｛(VJK,A叫｝と分かる．すなわち，が(X,E)= 
0である． ロ

一方で， qをDiophantineでないような数，つまり Liouville数と仮定することで，が(X,E)
は無限次元non-Hausdorff空間となる．

Example 2.9. [2, Example 10.3]組(X,E)を(1),(2)から定まるもので，次を満たすもの
とする：

(i) p =仇＝ 0 かつ T= ✓言，
(ii)的＝ q,
(iii) 02がLiouville数である．

このとき，が(X,E)は無限次元non-Hausdorff空間になる． 口

Remark 2.10. ([8]) Example 2.7はTheorem1.1の仮定を満たし， 2.9は満たさない
Theorem 1.1の仮定のもとでは， H1(X,E)は消滅するか，ハウスドルフでない無限次元空
間になるかのいずれかであることが判明している．これは， Theorem1.1の仮定のもとで[2]
の記号における Zがかと一致することと，［2,Theorem 9.1]から従う．逆に， Proposition
2.6の仮定を満たす組(X,E)は， Theorem1.1の仮定を満たす．

3.限定的な状況での THEOREM1.1の証明

この章では，［8]における観察とその考察を述べる．

3.1.記号と設定．この節では，この章で用いる記号や設定について述べる．以降では， p=
01 = 0として議論する．つまり，組(X,E)をTEH, q E股＼Q及び島 E股＼Zに対し，（1)
と(2)から定まるトロイダル群Xとユニタリ平坦直線束Eの組とする．
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層巧ば(E)を， X上のE値coo級(k,£)-formがなす層とする．座標について，での座標

を (z,w) とし，（C予の座標を (C,n) とするただし，~ = e27f...;=圧'T/= e21fy'=Iwとしている．
作用ぴを (C予の作用であって，入：＝ e27f✓コT とµ := e27f✓コq に対し， u(~,TJ) :=（入<,μn)で
定まるものとする．この作用 oによって誘導される商写像(C予→ (C*)2/Zをpとする．
次のユニタリ表現P,p'から構成される平坦直線束をそれぞれ順にEe,Feとする：

p:〈1,T〉→ U(l);1 f-t 1, T→ V := e加v'=I02'

p':〈1,T〉→ U(l);1→ 1, T→μ. 

このとき，作用バこよる商 (C＊)2/ZはXと見なせることに注意するまた，第一射影
で→ C;(z,w)→ zが誘導する写像1r:X → Cによって， EはX上の平坦直線束がEe
と見なせる．

3.2.観察．この節では， Theorem1.1の状況の観察と，その証明の概略について述べる．詳

しくは，［8]を参照せよ．

はじめにHl(X,E)の様子を観察するために，fE f(X,“塁(E)）でコンパクト台を持ち
私閉なものをとる．このとき， fの引き戻しf:＝がfは，周期条件aプ＝叶を満たす(C*）2
上の(0,1)-formである．いま，（CデのStein性と 0(C*pの連接性から， H川(C*）2,0(C*）2)＝ 
0が成り立つ．したがって］の注解0が存在する．この9が周期条件a*g=vg満たすとき，
0からfの私解gE f(X,“塁塁(E)）を構成できる．実際に [8]では， Hormanderestimateを
用いて8ー解を得て，さらに周期条件を満たすように修正することで9を構成した

さて，以下ではHormanderestimateを用いる利点について観察するまず， Hormander
estimateを用いなかった場合を考える上のようにH1(（C*）2,0(C*）2)＝ 0により得られる

『の私解iをとる．この§i_が周期条件を満たすように修正するために，凡：＝］切＊§i_―§i_
という (C予上の正則関数を考える．関数Fは， §i_が周期条件を満たす関数からどのくら
い離れているかを反映しているこのとき，周期条件を満たすために伝に加える補正項と

して，（C＊）2上の正則関数G:(C＊戸→ Cで，がG-vG三叶］を満たすようなものが構成

したいなぜなら，このような Gを用いて[ii:=§i_ -Gとおけば，iは周期条件を満たす
00 

『の私解となるからである．いま，凡のローラン展開Fl（ふT/)= L an,m~mT/n により，
n.m=-oo 

補正項として

G心，77):= 文炉μ:-V.an,m茫が
n,m=-oo 

が形式的に得られるところが，この佑の収束判定は難しく， fに対する X上の万ー解の
構成には至らなかった

一方で， Hormanderestimateを用いた場合を考える．適切に計量と weightfunctionを定

め， Hormanderestimateにより得られるfの私解五をとる．同様に，的：＝ U―1(J"＊五一如とい
う(C予上の正則関数を考える．同じ理由で， O"*G-vG=以らとなる正則関数G:(C＊戸→

C を構成するために，凡のローラン展開 F2(~,TJ)＝区:m=-oobn,m茫がを考える．すると，
Hormander estimateによる面のび有界性などから，凡（ふTJ)= L:=-oob。,m茫と書ける
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ことが判明する．これにより， Gとして
00 

闊）：＝区
1 m 

入mu-l-1. a。,m~
m=-oo 

が形式的に得られる．こちらは囚く 1であることから，広義一様絶対収束することが容易

に分かるこれにより，五：＝五ーGバま周期条件を満たす］の豆解となる．したがって， f
のりー解を導くことができるのである．
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