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概要

DW不変量は有向閉三次元多様体の位相的不変量であり、その値を常ホモロジーにもつ。本研究では、

DW不変量の構成を模倣することで、 K ホモロジーに値を持つ位相的不変量を新たに定義した。これを

KDW不変量と呼ぶ。加えて、いくつかの Brieskornhomology sphereとPSL2(1Fp)の組に対してKDW

不変量の計算結果を与えた。これは基本群が非ベキ零な多様体に対する DW不変量の初めての計算例で

ある。

1 導入

Dijkgraaf-Witten不変量（以降、 DW不変量）とは、 DijkgraafとWittenによって定義された鼠である

[DW90]。DW不変量DWa(X)は有限群Gと有向閉三次元多様体Xを与えるたびに定まり、特に Gを固定

したときにXの位相的不変量として振舞うことが知られている。 DW不変量は、大まかな解釈として、基本類

[X] E凡 (X;Z)を用いて Homに(X),G)を重みづけし足し合わせた量である。さて、 DijkgraafとWitten

は、 DW不変量を三角形分割を用いて表現し、 TQFT-likeなtoyモデルを構成している。そのため、 DW不

変量の豊富な計算例はTQFTを理解する一助となる。しかしながら、 Gや1r1(M)が非ベキ零群である計算例

は多くない。

本研究では、この DW不変量を模倣した不変量、 KDW不変量を提案する。 KDW不変量の定義では、常

ホモロジーの華本類の代わりに、 Kーホモロジーにおける“基本類’'［X]KE K1(X) [Rud98]を用いる。このた

め、 KDW不変量はその値を K ホモロジーにもつ。本研究の目的はこの KDW不変量の計算例を示すことで

ある。そのためには Kーホモロジーの構造を定量的に理解する必要がある。そこで本研究では Knapp[Kna78] 

によって構成された Kーホモロジーの複素表現環R(G)への埋め込みに注目した。 KDW不変量の複素表現環

への埋め込みを a-KDW不変量と呼んでいる。

本研究で得られた計算結果は以下の三つである。いずれも一般ホモロジーに値を持つ DW不変量の初めて

の計算例である。

1. G = Z/kにおけるレンズ年間じ(k渇）の a-KDW不変量

2. G = PSL2（恥）におけるレンズ空間 L1(k;£)のa-KDW不変量

3. G = PSL2（恥）におけるブリースコーンホモロジ一球面I:(k1,k2, k3)のa-KDW不変量

最後の計算結果においては、有限群G= PSL2（恥）と基本群町（I:(k1,k2, k叶）のいずれもが非ベキ零群であ

ることに注意する。
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2 準備

この節では、主定理を述べるための準備を行う。 Gは有限群、 Xは有向閉奇数次元多様体を意味する。

2.1 K-理論と KDW不変量

まず初めに Kーコホモロジー K*(X)とK-ホモロジー K.(X)について復習しよう [HROO,BHS07]。X

の複素ベクトル束全体の集合は、ホイットニー和〶によって可換なモノイドを成す。このモノイドから

得られるグロダンディーク群を K0(x)と表し、 K-n(X):= K0(En X)で定める。ここで EXは約懸垂

(Xx [0,1])/(X x {O} LJX x {1} LJ {xo} x [0,1]）を意味する。こうして定義される K*(X)はK-コホモロ

ジーと呼ばれている。

次に K亦モロジーについて復習しよう。 K-ホモロジーの定義は複雑であるため、このレポートではそ

の詳細には立ち入らず、二つの基本的な性質を述べよう。（詳細な定義については、 [BHS07]を参照）。一

つ目は、 Bott周期性K.（X)竺 K,-2(X)が成立することである。このため、 Ko(X)と凡(X)のみに着

目すれば十分である。二つ日の性質は、 Kーホモロジーにおいても、常ホモロジーと同様の手段で“基本

類”[X]KE K1(X)を定義できることである [Rud98]。具体的にその定義を述べれば、任態の点 XEXにお

いて粕(X)→氏(X,X¥ {x})空 Zの像が生成元をなす氏(X)の類を [X]Kとして定めている。以降では

[X]KをK基本類と呼び、 K 基本類が定まる多様体のことを K 向き付け可能であると言う。注意として、

常ホモロジーの基本類は正負を除いて一意に定まったが、 K—基本類は正負を除いても一意に定まるとは限ら

ない。

KDW不変量はK基本類を用いて次で定める。

Definition 1. Gは有限群とする。加えて、 XをK 向き付け可能な閉奇数次元多様体で、 [X]Kをその K-

甚本類とする。 KDW不変量とは、以下で定まる形式和である。

KDW叫X]K):= こ lz(Bf oい(X)).[X]KE Z[K1(BG)]. 
JEHom伍 (X),G)

ここで各記号は次を意味している。 BGとB7r1(X)はそれぞれ G と7r1(X)の定める分類空間である。

伝 (x):X→ B7r1(X)は分類写像を意味し、 Bf:B7r1(X)→ BGはfE Hom（町（X),G)が誘導する連続写

像である。

Remark 1.有限群Gに対する K.(BG)の構造は [Eke20]によって、次式のように与えられている。

凡 (BG)竺｛ z, if*= o, 
rr臼 (G)（Z/p°°)m(p), if * ＝ 1. (1) 

ここで、 P(G)はGの位数を割り切る素数全体のなす集合、そしてrc(P)は位数がpの幕になる元が代表する

共役類の個数、 Z/p°° はプリューファー p群を表す。

2.2 Knappの如と a-KDW不変量

次に [Kna78]から単射準同型載；を導入し、 a-KDW不変量を定義しよう。ゆG は以下で説明する準同型

咤と μ8によって構成される。

まず aザを復習しよう。 Yを群 Gが自由に作用する向き付けられた奇数次元多様体とする。 Gの位数が有

限であったから、その有向ボルディズム群!1,(BG)は捩れ加群である。このことから、ある nyENとGが
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作用する (dimY+ 1)次元多様体W が存在して、 i切 Y=DWを満たす。ここで unYYはny個の Yの連結
和であって、 8WはW の境界を表す。この状況の下で Gの指標XYを次で定義できる。

XY(9)：=｛古Sign(g,W)，ifg#1, 
古Sign(W), otherwise. 

ここで、 Sign(W)はW の符号数を、 Sign(g,W)は[AS68]における G符号数Sign(G,W)が定める指標であ

る。 Knappは、 Q/Z係数有向ボルディズム群n.(BG;Q/Z)に考察を加えることによって、 X・が次の準同型

を誘導することを示した（詳細は [Kna78,p.108]）。

吃： O.(BG;Q/Z)→R(G)RQ/Z 

次に写像いを復習する。 Knappは symbolclassに着目することで、 [X]sE K1(X) R Z[l/2]を構

成した。この [X]sは、 Xが K向き付け可能である場合に、ある K基本類 [X]KE K1(X)が存在し

て [X]s= [X]K E K1(X) R Z[l/2]となる性質を持つ。 Knappはこの [X]sをもちいて、準同型 μs: 

n.(BG;Q/Z)→K1(BG) R Z[l/2]を、

凡((X,f:X→BG)):= J.[X]s 

で定めた。

最終的に、 Knappは°'iR ldz[1/2]がμsとある単射準同型

如： K1(BG)R Z[l/2]→R(G) R恥）／Z

の合成写像と等しくなることを示した。ここで、 Z(2)はzの素イデアル（2)による局所化を意味する。
恥）/Z竺 Q/ZRZ[l/2]が成り立つことに注意する。本研究では、この載；を用いて a-KDW不変呈を次で

定める。

Definition 2. Xを閉奇数次元多様体とする。 a-KDW不変量とは、次で定まる形式和である。

a-KDWa(X) =区 lz如 o(Bf o l,r1(x))[X]s E Z[R(G) R Z(2)/Z]. 
Hom(,r1(X),G) 

Remark 2. XがK詢き付け可能であると仮定する。このとき、 Kー基本類 [X]Kで[X]s= [X]K E K1(X) R 

Z[l/2] を満たすものが存在するのであった。この K—基本類による KDW([X]K) の 2-捩れ部分以外は、

a-KDWc(X)から復元できることが如の単射性からわかる。

この小節の最後に収］の性質とそれから導かれる補題を述べる。 f:H→ Gを単射な群準同型としよ
う。このとき、 fによって H をGの部分群として見倣すことで、加法的準同型 f1:= IndりRIdz(2)/z: 
R(H) R Z(2J/Z→R(G) R Z(2J/Zが定義できる。ここで、 In咋は誘導表現である。 Knappはf！と叡；の間
で次が成り立つことを示している。

f! 0砂＝如 0(Bf,R I<lz11/2J) 

この性質を応用することで次が得られる。

Lemma 1. [Y.] Xを閉奇数次元多様体とし、 G竺1r1(X)とする。この時、

a-KDW瓜X)= こ lz(/1 o (ai@ ldz[1/21)(X)). 
fEHom(1r1(X),G) 
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2.3 例：レンズ空間L1(k;JJ,)のZ/k値 a-KDW不変量

この小節では記号の導入もかねて、レンズ空間じ(k;£)のZ/k値a-KDW不変量を求める。 kENとし、£

をKと互いに素な整数とする。

表現p:Z/k→ CXをp(m):= e加m✓コ／k と定めよう。このとき、 R(Z/k) は {po,pl,..., pk-1}で張られ

るZ自由加群である。以降では、 R(Z/k)を次の対応でZKに同一視する：

k-1 
R(Z/k) 3 La;/ ←+ (ao,a1,...,aい）transposeE左 (2) 

i=O 

特に、 (aザRldz11/2])(L1(k;C))E R(Z/k) R恥）/Zに対応するベクトルを{(k;C) E (Z(2)/Z)kと表そう。加

えて、 hE Z/kに対して懺換行列pt)E Qkxkを

(Pt)の(i,j)成分） ＝ ｛ 1， ifj三 hi mod k, 
゜
otherwise 

とおく。このとき、 Lemma1によって対応 (2)の下で次が成り立つ。

k-1 

a-KDW a(M) = lzo十ど1z(P只(k;£))E Z[(Zc2J/Z)門
h=l 

となる。ここでoE (Z(2)/z)kはゼロベクトルである。

よってC(K;£)E(Z(2)IZドの値を求めればa-KDWa(M)もまた従う。実は、 [Kna78]によって任意の Kと

£における aザ(L1(k;£))の指標が計算されている。このことから、 e(k;£)は具体的に計算可能である。実際、

[Yan23]において kE {3, 5, 7, 11, 13}における e(k;£)を具体的に示している。

3 主定理

主結果を述べよう。 pを奇素数とする。 G= PSL2（応）は位数pの有限体がなす射影特殊線型群とする。

k,k1,k2人はp3-pを割り切る互いに異なる奇素数とする。更に、 tはKと互いに素とし、釘，£2，伶は

柘k2伶十 k1£2知十 £1k2朽€ ｛土1}

を満たすようにとる。さて、 Gの構造に考察を与えることによって、位数k，の巡回部分群は共役を除いて一

意に定まることが分かる。この位数k;の巡回群を一つ固定し、 Hk,と表そう。以降では、 Ind尻RIdz(2)／z: 
R(HkJ R恥）/Z→R(G)R恥）厚を加法的準同型Z[R(HkJR Z(2)/Z]→Z[R(G) R Z(2)/Z]と自然にみ
なす。

Theorem 1. [Y.] a-KDW瓜じ(k;C)）は、 Ind尻RIdz(2)／zにおける次の元の像と一致する。

(1-叫）o+ mk a-KDW a国（k;C))E Z[R(Hk) R Z(2)/Z]. 

ここで

叫ー ff+=,~::［ロ
次の二つのTheoremを述べるにあたって、

3 3 

〶R(Hk,) 畔B炉
i=l i=l 

(3) 
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であることに注意する。

Theorem 2. [Y.] p (/4 { k1, k2ふ｝とする。 a-KDW瓜E(k1,k2ふ））は、写像

もInd炭RId知）／z:Z［ffiR（瓜）R恥）厚l→Z[R(G)ISi恥）/Z]
i=l i=l 

による
(k,-1)/2 (k2-1)/2 (ks-1)/2 

〇＋4IGI区と区 lz(Pt'ほ（K凸），P炉ほ(k凸），P；:3)e(Kぶ伶））．
m1=l m2=l m、3=1

の像と一致する。

さて、 pE {k1, k2，灼｝の場合、 ~(k1,k2, k3) = ~(k2, k3, kリ＝ ~(k3,k1, kりによって、 k1= pの場合のみ

を考えればよい。

Theorem 3. [Y.] k1 = pとし、△ EZ/p は Z/p において二乗数ではないとする。 a-KDW瓜~(k1,k2ふ））

は、 3

〶Ind炭 ®Id知）／z:Z［① R(HkJR恥）厚l→Z[R(G) R恥）/Z]
i=l i=l 

による

(k,-1)/2 (ks-1)/2 

〇＋2IGI 区区 lz(P}1)<（p；化），Pi:2)<（K凸），P；:3)e(K凸））
m2=l m、3=1

(k,-1)/2 (ks-1)/2 

+ 2IGI L L lz(~；△ほ(p山）， Pしm)e(K凸）， P；3叫ぽ(k凸））．
m2=l m、3=1

の像と一致する。
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