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1 introduction

二つの平行板間に静止した流体を入れ、下部から –様に熱するときに現れるベナール

対流は、熱平衡系から離れた系に対する非線形現象の理論の面から、あるいは宇宙・地球

物理学や工学への応用の面から興味が持たれている。ベナール対流に対する安定性解析.

は、Raylcigh(1916) に始まり、理論実験の両面から多くの研究がなされてきている。な

かでも、 Busse(1985) [2] は水平方向に周期的境界条件を課した系に対する平行安定ロ $-$

ルの線形安定性解析を行ない、平行ロールの安定性の Raylcigh 数 $Rc\iota_{\text{、}}$ Pralldtlc 数 $P-’\cdot\text{、}$

およびロールの波数の違いに依存する種々の不安定性を見い出している。

アスペクト比 (容器の高さに対する水平方向の長さの比) の低い直方体容器中のべナー
ル対流については、側面の境界による制約が強いため、系に現れ得る空間パターンの自

由度がそれほど大きくないものと考えられる。そのため、系の遷移の低次元力学系のカ

オス理論による説明が期待される。

常温の水に対するベナール対流の実験の –例として、Sallo, Sawada(1984) [3] によるア

スペクト比 $\Gamma_{x}=3.0_{\text{、}}\Gamma_{y}=1.0$「の系に対する実験があげられる。彼らの実験の結果、 $R(\downarrow$

を上昇させるにつれ、定常ロール、単周期振動ロール、準周期振動ロール、 更に Phasc-
$\mathrm{L}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{i}_{\mathrm{l}\mathrm{l}}\mathrm{g}$ を経て非周期振動へと遷移したこと、また、単周期振動において、-つのロ $-$

ルに対して–対の温度の高い塊、低い塊がロールの軸の回りを循環する BE1 プロップ不

安定性が起きたこと、が報告されている。

低アスペクト比の直方体容器中のべナール対流の振動状態からカオス的な状態までの遷

移の道筋については、解析的、数値的にも確立されているとはいえない。 そこで、 Sano,
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Sawada の実験系にあわせた数値シミュレーションを行ない、容器の上下間の温度差を変

化させることによる系の時空間構造の遷移について考察を行なった。また、水の動粘性

率の温度依存性を考慮した系の数値計算についても最後に触れる。

2 支配方程式と数値計算法

流体系の速度場 $u=(x, y, z)\text{、}$ 温度場 $\theta_{\text{、}}$ 圧力場 $\gamma_{1}$ を支配する方程式として、次の

Boussincsq 近似した流体の運動方程式と熱輸送方程式を用いた。

$\nabla\cdot u=0$ (1)

$\frac{\partial u}{\partial t}$

. $+(u\cdot\nabla)u=-\nabla_{\mathcal{T}1}.+p_{r}$
.

$\triangle u+P?\cdot\cdot\theta e_{\sim}|\sim$ (2)

$\frac{\partial\theta}{\partial t}+(u\cdot\nabla)\theta=\triangle\theta+R\mathrm{C}l\cdot u$’ (3)

ここで系の鉛直方向を $\nearrow\vee$ 軸にとっている。無次元量 $Ro_{\text{、}}.\mathrm{p}_{7’}$ \iota よそれぞれ Raylcigll 数、

Prandtlc 数である。境界条件は、速度に関しては、全ての境界に対しては固定境界、温

度に関しては、上面、底面については等温条件、側面については断熱条件を課した。

乃 は、常温の水を想定して、 6.0とした。容器のアスペクト比は、Sano Sawada [3] の

系に従い Fx $=3.0,$ $\Gamma_{y}=$

.
$1.5$ とした。ただし、容器の高さは 1.0とした。これらの流体の

基礎方程式を、MAC 法 (Marker and Ccll nlcthod) と呼ばれる –種の差分法を用いて数

値計算を行なった。

各変数の定義点は、

$\{$

$n=v_{i+^{\underline{1}}j,k}..,,arrow U=U(I, J, I^{\nearrow}\iota);0<I<L,$ $1<J<\mathit{1}\backslash /I,$ $1<K<N$
$v=v_{i,j+\frac{1}{\underline{\eta}}},\kappa,$

$arrow l/^{\Gamma}=V(I, .J, I\mathrm{i}^{\vee});1<I<L,$ $0<J<\mathit{1}\backslash /I,$ $1<K<N$
$\mathrm{t})=w_{i,j,k+}..\frac{1}{\sim)}arrow W=\mathfrak{s}/\mathfrak{s}/(I, J, I^{-}\acute{\mathrm{c}});1<I<L,$ $1<.J<\Lambda/I,$ $0<K<N$
$I^{J=}\mathit{1}^{J}i,j,k,$ $arrow F=\Gamma(I, J, I_{1}^{\nearrow});1<I<L,$ $1<J<l\mathrm{t}l,$ $1<K<N$
$\theta=\theta_{i,j,k}$. $arrow H=H(I, .J, I\acute{\mathrm{t}}^{r});1<I<L,$ $1<.J<l\backslash /I,$ $1<K<N$

(4)

である。 ここで、 $L,$ $l|^{\ovalbox{\tt\small REJECT}},I,$ $N$ は、 それぞれ $x,$ $y,$ $/\sim$. 方向のきざみ数である。
空間差分は中心差分、時間差分については前進差分、 また、圧力の Poissoll 方程式につ

いては、陰解法の–つである ICCG $(\mathrm{I}111\mathrm{C}\mathrm{o}1111)1_{\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{c}}$ Cholcsky dccoinpositioll $\dot{\mathfrak{c}}\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{d}$ Colljugate

$\mathrm{G}_{\mathrm{I}}\mathfrak{N}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{u}\mathrm{t})$ で計算した。各ステップの計算において定義されていない点については、その

点の回りの点で相加平均の値を用いた。
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(d)

図 1: $Ru=3.0\cross 10^{4}$ のときの (a) $y=0.7_{-}$’断面の速度ベクトル図、および $(\mathrm{t}_{\mathrm{J}})z=0.48$ 断面の鉛直方向

の速度翠 $?\mathit{0}$。ここで (}) $)$ の等高線の実線、点線はそれぞれ上昇流、下降流であることを示す。

格子点数は、 $z$ 方向に $16_{\text{、}}.’\iota_{\text{、}}J^{\prime\iota}$ 方向には、一様等方メッシュになるように、それぞれ、

$48_{\text{、}}24$ とした。

3 Boussinesq 方程式で記述される系

3.1 初期条件

初期条件として、 $R(\iota=3.0\cross 10^{4}$で現れた $y$ 軸方向に平行な軸を持つ二つの平行ロー

ルを用いた。その系の、 $y=0.72$ 断面の速度ベクトル場、及び $z=0.47$ 断面の鉛直方向

の速度場の等高線を図 1に示す。以後、この状態を初期条件として、 $R(\iota$ を 5000ずつ

上昇させて計算を行なった。

3.2 定常ロールパターン間の遷移

$RCl=3.5\cross 10^{4}$ と $R.c\iota=4.0\cross 10^{4}$ の間でクロスロール不安定性によるものと思われ

る空間パターンの遷移が起こった。 図 3より $R_{\mathrm{C}l}=3.5\cross 10^{4}\text{、}$ $Ra=4.0\cross 10^{4}$ それぞ

れの $\sim-/=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場 (図 2) および渦度ベクトル場 (図 3) を図に示す。

$R.a=3.5\cross 10^{4}$では、渦度の向きが $y$ 軸方向に平行であったのが、 $R(\iota=4.0\cross 10^{4}$ では蛇

行している渦度を持つ系に遷移した。 $Ra=4.\mathrm{o}\mathrm{X}10^{4}$ で y軸方向に新しく横向きのロー
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$\cap\backslash \wedgearrow’-.z=\mathrm{t}\mathrm{I}.47$ 断面の鉛直方向の速度: $RCl=(_{\dot{\mathrm{e}}}\iota)3_{0}^{r}.\cross 10^{4},$ $(\mathrm{T}))$ $4.0\cross 10^{4}$

図 $3:\sim\sim=\prime 0.47$ 断面の渦度ベクトル図: $Ra=(_{\dot{c}}\iota)3_{\iota}.\overline{)}’\cross 10^{4},$ $(\dagger))4.0\cross 10^{4}$

ルのモードが現れたと見ることが出来る。対称性の観点から見ると、この遷移は鏡映面

を 2つ持つ $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\underline{‘)}_{U}$ (yyrrrt2) 対称性から鏡映面を 1つだけ持つ $C’\iota’ l(’;n.)$ 対称性へ、対称性が低

くなる遷移であるとみることができる。

3.3 定常ロールから単周期振動ロールへの遷移、及びプロッブ不安定性

$Ra=5.5\cross 10^{4}$ と $Ra=6.0\cross 10^{4}$ の間で定常ロールから –つの基本振動数を持つ単

周期振動ロールへと遷移した。 $Ra=$ C.O $\cross 10^{4}$ のときの基本振動数 $f\iota$ は 56 $1\mathrm{n}\mathrm{H}’\Delta$ で

あった。ここで、次元を持つ振動数の計算の際、系の厚さ cl=l.O[cul]、温度伝導率 $r_{\dot{\vee}}=$

$0.143\cross 10^{-\underline{)}}‘[\mathrm{c}111^{)}\sim/\mathrm{S}]$ を用いた。この振動の空間パターンの様子を調べる。 $Ra=6.0\cross 10^{4}$

のときの温度 $\theta$ の、時間平均した温度場 $<\theta>$ からのずれ $\delta\theta=\theta-<\theta>$ の時間変化

を図 4に掲げる。図 4 $(\mathrm{a})\sim(\mathrm{d})$ より、系の中央上部にみられる冷たい塊 $(1\supset 10]_{)})$ が下降す

ることにより、系の下部にあった熱い塊が押されて 2つに分離する。また、系上部にみ

られた 2つの熱い塊が中央に移動し 1つに合流する。図 4 $(\mathrm{c}^{1})\sim(\mathrm{h})$ より、 (d) の段階で 1

つに合流した熱い塊が下降し、系下部に落ちていた冷たい塊が 2つに分離する。 これよ

り、 -つのロールについて 2対の熱い塊 $(]_{)}10\dagger\supset)$ と冷たい塊がロールの軸の回りを循環し

ていることが分かる。これは、Boltoll, Busse, Clever [2] の平行ロールの安定性理論での
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図 4: $Ra$. $=6.0\cross.10^{4}$ のときの $y=0.80$ 断面の温度場 $\theta$ の時間平均 $<\theta>$ からのずれ\mbox{\boldmath $\delta$}\theta $=\theta-<\theta>$ 。

実線 ‘ 点線はそれぞれ $\delta\theta$ が正の値、負の値を持つことを示す。

BO2 プロップ不安定性に相当する。 -方、Sano Sawada の実験では、 1対の熱い塊と冷

たい塊がロールの軸の回りを循環する BE1 プロップ不安定性がおきていることが報告さ

れている。 この結果の違いは、Boltoll, Bussc, Clcver [2] より、 $P\uparrow\cdot\sim 6.0_{\text{、}}$ 波数 $a\sim 2$ で

は、 BO2と BE1不安定性は同様に起こり得ることから説明できる。

34. 単周期振動ロール間の空間構造の遷移

$R.a=6.0\cross 10^{4}$ と R.$‘\iota=6.5\cross 10^{4}$ の間で空間パターンの遷移が起こった。遷移前後の

$z=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場を図 5に示す。遷移前にはなかった、容器の端の流体

の下降部分が新しく現れた。系の対称性は、 $C_{\perp\prime\downarrow}$. のままである。 この空間パターンの遷

移の前後のパタ一 $\sqrt$ を区別するためにそれぞれ $C_{1’\downarrow}\mathrm{I}$ 及び $C_{1’\iota}\mathrm{I}\mathrm{I}$ と呼ぶ。

$R‘\iota=9.5\cross 10^{4}$ と $Ra=10.0\cross 10^{4}$ の間で Skewcd-Varicous と思われる空間パターン

の遷移が起こった。遷移前後の $z=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場を図 6に示す。対称性

の観点から見ると鏡映面を 1つもつ $C_{1’\iota}’(7^{-}|\iota.)$ から鏡映面を持たない $C,(1)$ へと対称性の

低くなるような遷移である。
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図 $5:\sim’=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場:Ru $=(_{\dot{c}}\iota)6.0\cross 10^{4},$ $(\mathrm{b})6.5\cross 10^{4}$ ,

図 6: $z=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場:R$‘\iota=(_{\dot{C}}\iota)9_{\mathrm{t}}^{r_{)}}.\cross 10^{4},$ $(\mathrm{I}))10.0\cross 10^{4}$ ,

系の基本振動数 $f_{1}$ の $Ra$ 依存性を図 7に示した。系の対称性が $C_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 1、から $C_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に遷移

するところで、数 $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{H}^{r}z$ の振動数の飛びがみられる。この遷移はヒステリシスであること

が期待されるので、そこで $Ra=10.\mathrm{o}\cross 10^{4}$ から $Ra$ を下降させて計算を行なった。

$R.a=9.5\cross 10^{4}$ と $Ra=9.0\cross 10^{4}$ の間で、空間パターンの遷移が起こった。遷移前後

の $z=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場を図 8に示す。系の対称性は、 $C_{1}$. のままであった。

遷移前後の空間パターンを区別するためそれぞれ $C_{1}\prime \mathrm{I}$ , Cl垣と呼ぶ。図 8より、系の右側

の構造の定性的な変化はみられないが、系の左側にあった流体の下降部分がなくなって

いることが分かる。図 7より、 この遷移によって、基本振動数の飛びが起こり、 もとの

$C_{1h}\prime \mathrm{I}\mathrm{I}$ のときの振動数に戻った。

.
$-\backslash \cdot,.;k-\cdot..\subset$ ’

3.5 準周期からカオスへの遷移 $–$ .
$-$ ... .s.-. . $.-\prime i$ .

$R\mathrm{C}\iota$. $=11.0\cross 10^{4}$ と $R.\ell\iota$. $–11.5\mathrm{X}10^{4}$ の間で–つの基本振動数を持つ振動ロールから

準周期振動ロールへと遷移した。二つの基本振動数は、 $f_{1}=85111\mathrm{H}^{l}\Delta \mathit{1}\underline{‘>}=26\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{H}^{r}\Delta$ で

あった。 -方、Sano Sawada の実験では、 これは $Ra=11.8\cross 10^{4}$ のときの値ではある

が、 $f_{1}=108$ lllHz, $f_{\mathit{2}}\cdot=10$ lllHz であることが報告きれている。我々の計算により、Sallo

Sawada の実験による結果と、 同じオーダーの値が得られたことが分かる。
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$Ra[10^{4}]$

図 7: 基本振動数 $fi$ の $R‘\iota$ 依存性

$[\partial)$

図 $8:\sim-=0.47$ 断面の鉛直方向の速度場:RRRa $=(_{\dot{\mathrm{e}}}\iota)9_{\iota}^{r}.)\cross 10^{4},$ $(\mathrm{I}))9.\mathrm{o}\cross 10^{4}$ ,

(d)
$\mathrm{e}_{(f}+\mathit{2}\tau)$

図 9: 点 (1.47,0.72,0.88) の温度 $\theta$ のトラジェクトリ: (a) $R‘\iota$. $=12.0\cross 10^{4},$ $(\mathfrak{l}))12_{\mathfrak{i}^{r}}.)\cross 10^{4}$
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図 10: 点 (1.47,0.72,0.88) の温度 $\theta$ のボアンカレ写像 (a) $R(\iota$. $=12.\mathrm{o}\cross 10^{4}, (\mathrm{t}))1^{\underline{9}^{r}}..)\cross 10^{4}$

$RCl=12.0\cross 10^{4}$ と $R_{C\downarrow=}12.5\cross 10^{4}$ の間で準周期振動ロールから非周期振動ロールへ

と遷移した。 $Ra=12.0\cross 10^{4}$ と $R_{\mathrm{C}}\iota=12.5\cross 10^{4}$ のときの、 1つの点での温度のパワー

スペクトル、 $H(t.),$ $H(t+T),$ $H(t$. $+2T)$ の相空間上にとったトラジェクトリ、及びボアン

カレ写像をそれぞれ図 $9_{\text{、}}$ 図 10に示す。ボアンカレ写像より、 $Ra=12.0\cross 10^{4}$ では閉

曲面であったのが、 $R\mathrm{t}\mathrm{t}=12.5\cross 10^{4}$では閉曲面でなく点が分散している。これより、準

周期振動より非周期振動へと遷移したことがわかる。

36 まとめ

$R(\downarrow$ を上昇させた時におこる系の遷移は、時系列のみで見た場合は、定常状態、単周期

振動状態、準周期振動状態、非周期振動の順で起こった。準周期振動から非周期振動へ遷

移する際に、 $\mathrm{S}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}$ Sawada(1984) [3] の実験で報告された結果とことなり、Phasc Lockillg
$\iota$.

はみられなかった。空間構造の対称性からみると、 $R‘\iota$ を上昇させるにつれて、系の対称

性が低くなるような遷移が起こった。

単周期振動間の空間パターンの遷移の際、振動数 $R‘\iota$ の関数とみたとき、周波数の飛

びが起こった。振動数は、 0.1 $111\mathrm{H}\prime z$ のオーダーの誤差で元の値に戻った。

4 温度依存する動粘性率をもつ系

以上の Boussillcsq 方程式の計算結果からは、水に対する実験で報告されている Phasc

Locking が見い出されていない。それは、実際の水の動粘性率は温度依存をもっており、

それが Phase $\mathrm{L}_{\mathrm{o}\mathrm{C}}\mathrm{k}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ の起因になるのではないかと考えた。そこで、水の動粘性の温度

依存性を考慮した $\mathrm{N}_{\mathrm{o}\mathrm{l}1}$-Boussincsq 方程式の数値シミュレーションを行なった。次のよう
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な動粘性率 $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の温度依存性を入れる

$l\text{ノ}$ =lノ 0 $[1-b(\tau-\tau_{0})]$ (5)

ここで、 $\tau_{0}$ は両平行板の平均の温度である。300 $\mathrm{I}\backslash \nearrow$ の水の場合、 $\nu_{0}=8.75\cross 10^{-_{\mathrm{c}}\}}[\mathrm{C}1\iota 1^{2}/\mathrm{s}]_{\backslash }$

$b=0.0265[\mathrm{K}-1]$ である。

流体の基本方程式 (Noll-Boussillesq 方程式) は次のように書ける。

$\nabla\cdot \mathrm{u}=0$ (6)

$\frac{\partial \mathrm{u}}{t}+(\mathrm{u}\cdot\nabla)\mathrm{u}=-\nabla\pi-\vdash P^{i}’\cdot(1+az)\triangle \mathrm{u}+P\cdot,$ . . $a\cdot\partial_{\overline{\sim}}\mathrm{u}+P^{J},$ . . $\theta \mathrm{e}_{z}$ (7)

$\frac{\partial\theta}{t}+(\mathrm{u}\cdot\nabla)\theta=\triangle\theta+Ra,$
$\mathrm{t}\mathrm{t}$’ (8)

ここで、

$a=h_{1} \cdot\frac{\mathit{1}la}{(\mathit{1}lcl)1}$.

$/t_{1}=(T_{l}‘)_{C}\cdot b$

$(T_{l}‘)_{\text{。}}$ : 臨界 Rayleigh 数 (Ra)。のときの両平行板間の温度差

Boussincsq 方程式との違いは、運動方程式に新しく 鉛直方向に非対称な二つの項

.P-, . (
$\}$

$..’\ovalbox{\tt\small REJECT}..\text{、}\sim^{\nabla \mathrm{u}}p,\approx.\cdot$ と –つの新しい無次元ベラ $y$

. $- \oint h-!$ が加わっていることであ

る。無次元量 $l\iota_{1}$ は、流体の動粘性率の温度依存性の強さを特徴づける量であると解釈で

きる。

数値計算は、Boussillcsq 方程式で用いたものと同じ手法を用いた。 $h_{1}$ の値は水の物性

値から算出した $2_{\mathrm{t}}.$「) $\cross 10^{-3}$ を用いる。

$Ra$ が、 12 $.600\cross 10^{4}\text{、}12.620\cross 10^{4}$ , 及び 12625 $\cross 10^{4}$ の時の点 (1.47, 0.72, 0.88) の

温度のボアンカレマップを図 11に示す。 $R_{Cl}$ を上昇により、 トラジェクトリが 2- トーラ

スであったものが、 トーラスがぼやけて、 カオスヘ遷移することが分かった。

しかしながら、常温の水の物性値にあわせた系では、 Sarlo Sawada の実験で報告され

た $\mathrm{P}\mathrm{h}\dot{\mathfrak{c}}\mathrm{b}\mathrm{c}$ Locklng は見い出されなかった。

微分方程式の鉛直方向の非対称性な項からの影響に興味があるので、その項から P石\sim se

Lockillg が起こるのかどうか調べるため、今後、 この温度依存性を強くした系の計算を

行なう予定である。
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図 11: 点 (1.47, 0.72, 0.88) の温度 $\theta$ のボアンカレ写像: $Rtl=(\mathrm{a})12.600\cross 10^{4}(1_{\mathrm{J}})$ 12.620 $\mathrm{x}10^{4}(\mathrm{c})$

12625 $\cross 10^{4}$

19



参考文献

[1] S.Nishikawa and H.Yahata: J. Phys. Soc. Jpn., 65 (1996) 935

[2] $\mathrm{E}.\backslash \mathrm{V}.\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{t}_{\mathrm{o}1}1$ , F.H.Bussc, and $\mathrm{R}.\mathrm{M}$ .Clevcr: J. Fluid Mcch., 164 (1986) 469

[3] M.Sano and Y.Sawada ’. $\tau_{\iota}7^{\cdot}bu\iota_{C}nce$ and Chaotic Phenomena $?7l$ Flzlids, $\mathrm{c}\mathrm{d}$ . T. Tat-

sullli (North-Hollalld, Amstcrdam, 1984) p.167

20


