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ク¢-1.84 のときが最適であ

った｡

3.離散空間の一様性,等方性

筑波大学物理工学系 小 川 泰

広く､形の物理学､形の科学一般に興味を持つ者として､DLAは重要な模型と

考えているが､自分では全くいじっていない門外漢である｡この研究会の名を頼

りに､ ｢...その周辺｣の話題として､DLAに現れると言う異方性の間道1)に関連
して､微分方程式の差分化や､連続空間の問題を格子のような雄散空間で扱う場

合の一般的な問題点について論じたい｡

この研究会でも幾つかの発表があるように､DI,Aのlong-run-Slmulationで

は､格子のもつ異方性が反映してくると言うことである｡格子上の酔歩と拡散の

関係は､まず1次元では､二項分布からGauss分布への移行と言う中央極限定理の

問題であり､Stirlingの公式を使う近似と､原点(出発点)に近いところに着目する
近似に基づいている｡2次元正方格子では､指数関数の屑が二次式であるGauss

分布近似の枠内では等方的であるが､4次まで考慮 したときには異方性を免れな

い｡また､原点付近の分布は､何度も行き来した結果である｡ しかるに､DLA

では､凝集体表面に初めて到着 したときに付着するので､この考えの範囲内で

は､異方性が現れて当たり前である｡1度の到着だけでは､単純には付着 しなし千

と修正した模型では､当方性が回復するように見受けられるが､格子を導入して

いる以上､ある程度の異方性は避けられない｡
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｢拡散に支配された凝集 (DIA)およびその周辺の問題｣

正方格子は､4回対称性を持つので､この対称性を持つ最低次の調和関数は4次

Q4=(x4+y4)+ax2y2

式

(1)

である｡(1,0)方向と(1,1)方向が同等ではないことを反映して､α≠2である｡6回

対称性をもつ三角格子では､α=2となって4次部分は円くなり､

Q4-(x2+32)2
(2)

最低次は6次式になる｡8回対称なら8次と言うところだが､それは後で述べる準

結晶では可能だが､結晶格子にはな らない｡ よく知 られているように､

BravaiS格子で許される回転対称性は21,3-,4-,6-回対称性に限られる｡ したがっ

て､すべての格子点を完全に平等にとる限り､最低次は6次以上の高次にはなら

ない｡

さてここで､準結晶2)について若干の説明をしよう｡図1が､いわ-ゆる2次元

penrose格子であるが､局所的な5回対称中心は無数にある｡5回対称性と並進対称

性あるいは結晶格子の矛盾はよく知られているが､禁止されている内容をもう少

し厳密に言えば次のようになる｡ ｢平面全体に対する回転対称性を開削 こする限

り､2-,3-,4-,61回対称性以外の対称中心はせいぜいいずれかの一つに限られ

る｡｣複数存在するとしたとたんに最短距柾なしに複製され､平面全体を胡密に

覆ってしまうことになる｡ Penrose格子における5匝肘称性は､あくまでも有限

域を支配する5回対称であって､無限域を支配する中心は､あっても全体の中心で

あるただ1個に限られる｡

Penrose格子は､巨視的にみれば軸の逆方向も同等で､5回対称ではなく､

10回対称である｡ したがって､前述の調和多項式の最低次は10次式である｡配意

数は3-7に分布 し､結晶格子のような一様性には欠ける｡ しかし､東西や南北で

はまったく遠回りしないのに､斜め方向では近道がないと言う京都のような正方

の条里制に対して､Penrose格子ではどの方向でもまったくの直進は許さないこ

とにより､高度の等方性を実現している｡ 一様性も､結晶の場合のような点ごと

のものではないが､巨視的には勿論一様である｡そのことは､ ｢任意の部分図形

に対 して､そのさしわたし程度の距離に合同な図形が必ず存在する｡｣ という

Conwayの定理によって保証されている｡

図2のように正方形と(450-1350)の菱形を用いて､8回対称な準結晶も可能であ

る｡これは8次式的である｡自己相似性と密接に関係した黄金比が､1辺1の正5角

形の対角線の長さであるように､ごく一般に正多角形の対角線間には同様な美 し

い関係が存在する｡そしてそれぞれにPenrose格子的な準結晶構造がありそうで

ある｡ 角度分割は細 くなるので､ある意味では等方性がよくなるが､タイルの種

類が増え､非常に細長い針状のもの迄動員しなくてほならなくなるので､一様性
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は悪くなる｡ おそち く､離散空間における一様性と等方性の共存と言う観点から

は､5回対称のPenrose格子が理想的と言えよう｡ この上でのI)LAは興味なかろ

うかす 自己相似な離散空間で､自己相似なDLAパーンが現れても､感激が薄い

と思われるかもしれない｡ しかし､Penrose格子のもたらす物理効果を知ること

は､現実に存在する準結晶の性質を導くと言う観点からも有意義である｡

任意のⅣについて正Ⅳ角形が存在する2次元に対 して､正多面体が5種類しか存

在しない3次元では若干事情が異なる｡ 前期の回転対称性の議論を球面上で展開す

ると､5回対称軸については､正12面体の面中心､同じことだが正20面体の12頂

点に対応する6本の配置が可能になる｡2次元では､5回対称性は7回対称性より若

干簡単なだけであったが､3次元での5回対称性の地位は独特である｡正12-20面

体群は120個の対称操作をもち､この数は点群中の最大である｡つまり､120個以

上の点を単位球面上に配そうと思えば､必ず均衡を欠き､同等に配することが不

可能なのである｡網目を細かく､級密にすればいくらでも連続空間に接近しうる

というわれわれの素朴な期待は､このようにして無残にも打ち砕かれる｡

球面上の点配置､あるいは単位ベクトルの集合tei,i=1,...NIを特徴付ける方法
として､Nelsonらによるbond-oriPnhtional-orderと言う考え方がある3)｡球面

調和解析といってもよいし､多重極展開でもある｡Fourtier分解による構造解析

に球面的な境界条件を課 したものと理解してもよい｡適当に極座榛の軸を導入す

る と ､ 球 面 調 和 関 数Ylm(0,4･)が 定 ま る ｡ 各eiに 対 す る【0,○】を ､

lOi,4)i]=[0(ei),4)(ei)]とする｡

Yl.A(ei)≡Yl.A(Oi･Oi)

として､この関数の値を､Ⅳ個の単位ベクトルについて平均する｡

Q,m-Ni圭 Y,れ(ei,

(3)

(4)

QLmのTn依存性は､量子化の軸と言うか極座標の軸の選びかたに依存 している｡

しかし､IQlmJ2を(21+1)個のmについて加え､lで指定される部分空間の球面調

和成分

Q,-[圭lQ,mI2]∽ (5'山]-一り
をとれば､単位ベクトルの集合の座標軸の選び方によらない特徴を抜き出したこ

とになる｡

l=0は配置によらずに Qo-1である｡. 球面上のすべての点を連続的に選

んだ場合のみはすべてのJ≠0に対 して QJ=0 である｡2個の単位ベク トルか

らなる集合の場合､角の2等分線は単位球と2点で交わることに注意を安する｡平

面上の2点の中点が一義的に定まるのに対して､球面上では､その地球の裏側の点
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も同等の資格であることを主張 していることである｡通常の場合､これら2点が

まったくの同等ではないことは確かだとしても､北極 と南極の2ベク トルからな

る集合では､赤道上の諸点は､互いに同等の立場で､代表権 を主張するt･あろ

う｡正多面体頂点のように対称性の高い配置に対 しては､ユークリッド空間と言

うか､線形空間での常識は通用 しない｡

以上のことと関係 して､まず､点対称な配置では､奇数のJに対 して QJ=0

である｡ 対称性のよい点配置に対 して低次のQJは消える｡ 例えば､正4面体対称

をもって配置した点ではJ=1,2に対 して､QJ=0.立方対称の場合は､J=2とす

べての奇数次に対 して QJ=0 である｡ 正20面体対称をもって配置した点の場

合には､ さらにQ4,Q8も消える｡ 球的な回転群と､離散的､正多面体的な点群 と

の関係で言えば､l=4の部分空間は､4本の3回軸の存在 と関連 して､0群あるい

はOh群のAg規約表現を持つこと､6本の5回軸､10本の3回軸､15本の2匝側 をも

つIh群は､l=6,10,15にAg規約表現を持ち､Qt*0となる｡ このように､3次
元では一層､5回対称性が重要な地位を閉めている｡ なお､以上に述べたよう

に､球面調和解析による対称性の判断は､QJ≠0の成分相互間の大小関係よりも､

どのJに対 して QJ=0 あるいはそれの近いかという方にあると言えよう｡
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図3 いくつかの配置に対するQg
一番上が正 20向体約 12方向


