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喜1.Inもroducもion

平衡状態の統計力学は､その基礎_も確立されており.-特にスピン系の平衡状

態の問題は厳密に解かれている場合もあり∃Jその飽いろいろと研究されている｡
しかし.非平衡状態の統計力学は､一般には､その基礎は確立されていないD

平衡状態か らのはずれが小さいユinearな範囲では.美事な理論が展開されて

いる20)最近l-一般の非平衡状態の統計力学の原理を与えようとする試轟がなさ

れている30)ここでは. もっとも簡単な 工sln$lWodelを取 り上げ.系の時間変

化示MarkLlffpTOCeSSに従うという前提の下に､masterequa七ionを書

き下し､それをred.uceして､磁化やcorrelaも土Gn funcもionの時間変化
●

を讃ぺて_みようo一次元modelは,CTla71berによって.厳密に解かれている04)

ここでは､相転移を起す二次元 ,三次元nc)delで､特にその転移点近傍に於い

て､緩和過程が どうなるかを研究するのを目指して.一般の次元で.基麗方程

式をColnPaCtに与え. 七 eT 鞄 ar5), callen6)等によって得られた Sもa塩 c

caseの COrrela揖on funcもiorlについての方程式との関係を議論し.特

に･.一次元では.Gla71berよりも拡張して､帯磁率 2(q.(d)を厳密に求め

るo 二次元 チ三次元では､厳密には解けないので,玉ethe.近似を拡張してt

もilne-deperideritBeもheappTOXimationを提案するo 例として,一次元

で.その方法をd土scussする｡

§2.Sもaもiccaseの CO汁elaもion fllnCもまon

エS土ngmOdelの モ払皿土ユton土an は.

/＼ 寸

注--p讐szf-⊥EJ(f一g)SZfS言2 ('i)

ここに.SZfは･ I-siもeのス ピyCPeratLITで･ (S雪)2- 1/iに規格化され
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ているQ Domanと もer亀 arは. comiiiuもa七erを用いて定義_された二時間

Cireen関数尋こA;B≫ を凝って､

E-≪ A 沌 ≫ -i < lA.B〕_> + 吃 〔A,̂EL .B≫
2/i

(2)

より.GTeen funcもionの hieTaTChyequationを compacもな型に与え

それから. spectTalもheoremを房いて､ COrrelaもまonfunc七ionに対

する歌 の式を得た5g)

1 <fnf)> - <卑 電coth(÷pEg)>2
(3)

但 し. nf-(- 2S掌)/2･fキg-1β- ll/kT三

Eg- 描 + 亨JgfSZf.
callenは､ anti-cojⅡmJ七atofを用いて定義された二時間GraerlfunC一

七ion吃_A;B≫ を優 って.

ノ ＼

E- A.,a- - -i < 〔云 ･.B ]+ > + - lA,礼 ;B≫2jT

より.次 の式を得た60) /

1

くS芸iSZfi･> -- <fSZii- (÷ ?Eg)>2 .】

(凝

(5ll

但し､ 亨キg ,iSZf),inF)はそれぞれ･ g-Fl･ue以外のsi七eのSZf,
rlfq任意の関数を表わすO･従ってt(3)･周 はそれぞれ 無限の連立方程式･tこ

なってお り.全体として.(3)と(5)紘.等鯨であることが容易にわかるQ

夷は.(5)式を.もっと-般にSpiriに拡張する事が出来る70)しかも.次のよ

うに､非常に簡単に.GTeenfuncもio三日'E3:方法を使わずに､一般のClassi･+

caユsystemについて､ COrr申atiLln の公式を導 くことが出来 るO

今､maI〕yCO-TTllPOnentから成るr)las出caコsysもemを考えようG その

statevariahleを SF(■fはIanuicestlaもe耳は､ particleを表わ弟

としようo二_て弓fは･el,弓2'- も のn個の債をIt:るとするQ･冒amilもoniariを
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LF = ∑-Ⅴ(Sf･Sg･- )
f>g･.･

(6)

ここでⅤ臥 三簸 ,四体のinもeTaCもion を含んでもよいc g-Siteの状態

がSgの軌 g-a.i七eと他のsiもe(又はparもicユe)との相互作用のener野~

を一五g(Sg)とお くO 即ち,

Eg(Sg)=⊥∑Ⅴ(Sg･Sf,- )
f,-･

簡単の為に.次の ような記号を用いよう.

Tr … ;n ㌢ ...皆 … eEn
sl=elS2-el SN=el anSf-eユ

･Tg ≡ sgEe-nil_, TrJ -an%f-el(軸 ノ

i.fi=Sg を含まない tSf)の任意uj絹数

Z - Tre耳p(-βd) , β- 与/kT

(7)

さて,そこで.次の-correlaも土on funcも10nを考えよう｡ 但 し.〟 は､〟

の中の Sgを含まない部分を表わすQ叉･p=1.2,3,･･･

く ifi(Sg)P> - ÷ TT〔e-PLF'喝 Sg'ifi(Sg)Pf〕

-÷TT.〔eTTSLU'if)･T･Tgieβ鞘Sg)(sglp)〕

- i Trr〔R:jW'{f,･Trg♂EdSg'･驚 撃 欝 )}

- + Tre-PK〔if,･駕 鰐 〕-
t⊃

･･･｡ f,(-S:i)P, -'<if,x莞 醸 欝 > {L8)

これが､ cla云sical sysも岳inの cOrTelaもj_or).I,C対する一般化された公式で

ある｡

-40-
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例として.スピンSのIsiriglnC)delの場合には

d-.･-÷ 晶 S昌szf

より

<ff)(S芸)p> - < ifTTsLD)(βEg)->j

こ こ で .

Eg- 描 + ∑J(g-f)SZf f
fr′~･

2S
∑
近o j妄o
(近-S)節e通/;Ge虫

tank(÷)∠■

(9)

(1(》

(9)式が､ IsingHi10delに対するもつとも･一般の公式である｡ 巨 〉- 1 とす

ればtDoman の結果が得 られる80)更に..P- 1 とお別,ま･PTaVeCZkiの結

果が得られるgo)そこで.更にS坤 1S主V2 とおくと.Callenの式(6)となるo

この ようにL･(8)式ないしJ g)式は･わざわざ･ Green funcもionを用いる程

のこ.ともなく･簡単な変形にま って導かれる恒等式であるC 従ち て.それだけ

では.なんら.問題の解決には至らず.その利用の仕方が問題である｡ ここで

紘.スピンS.-V2の-次元 ,二次元IriOdelvLついても考えてみ ようo ili-

gherSpinの場合は.一次元でもt(93の右辺が複雑になって. うまくまとま

らないOまず.潮の簡単な応用として.次の問題を議論してみようQ､

(i) 磁場q無い一次元mO且el .

･鞄 - I(SgZ-i + sbUZi-i) ; I - LTg糾 --, &Ⅹ-J均 4kT)､･

琴に.

一敵 性 - こS£l･ Sg;'1)- (2Ⅹ)2

そこで.(5)式より､ 2a- も過h(2Ⅹ)として､

<S芸iSZf)> - a･q SZff(ggZ_1+SgZ.1)>

-4 エ ー
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特に. SZfi-1とお くと･

<S芸> - a(<sgz_l> + < 声g.zl>)

uniform とすると､

<sgz> - o (T>0･)
メ

次に､iSZf)- S芸 とおいて､ COrrelat,･i-｡n funcもitontま､

< szfSZg> - a(く SZfSgZ～1> + く S芸sgz_1> )

･ <szfS芸> - (- 1K)lf-gl
/

摘 磁場の有る一次元modelo

Eg - p-a + ･J(SgZ-i+ SgZ+1)

･･ 加 盟 -- (A+a(Sg三 +S是 1))_2

- Ⅹ+y(sgz-1+ SgZ+1)+zSgZ-l･SgZ+i

但し. A - βpfI/2 , B- βJ/2- 2Ⅹ ･,

･ 主÷{- (A+a)+ taAh(A-B)汗÷taahA
y - ÷ itanh(A+Bト - (A-a"

Z - 海法(A+a)+ta虚1(_A-a)-2由ahA

(1ri)

(13)

(■14)

特に帯磁率xを求める為に､(13)式を磁場iiの一次までの範囲で簡単耽すると

- 苧 - (S品 +sg.zl- hB÷÷ i2-taLh2B-- 曲 ,SgZ～lSg,Bl}
u5)

依って.(5)式より.

-4 2 -
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<S芸> -÷ (- 義)(くSg三1 + Sgb.i>)+

∫7

･÷ 〔2一軸船 <(2SgZJ(2SgZ.i)>tanhZB〕 (16)

(16)の右辺の <(2S品 )(2Sgil)>,を磁場の無い時の値(地 K)2で置きか

え二少し変形して､

r ,I ,,I A

<S芸> - 丁 (<SgZ-1>+< SgZ.1>)+一一 ･2

但し､r-taLh2度 , q.- t弧h瓦

故に. Sもa豆ひな帯磁率 x_(0)紘.

__′〈､ 〟A 1-♂ β2
x(0)- +

4 1 + q2 4kT
exp(2荘)

lLqZ

これは.点 く知られた結果である｡

弼 二次元 Isingmodel(_isotr〇rJicな正方格子)

nofieldでは.容易に次･2)公式が示されろ｡

tanhヱ監 = A∑S,+ B ≡ S･lSmtSTi
2 n.礼 ⊥ rLn.

(17)

(18)

(19)

但 し､ i ,孤 ,nほ. g-siもeの neareSもneigbb(∋urを表わすO ここ

で.A,Bは

A =

B =～

(2+t弧h22K)態mh2K
2(1+tan浮 2Ⅹ)

2taAn32K

1+七弧h22Ⅹ

依って.(5)式 より.

A

- ÷ (- 4Ⅹ+2ianh2K

- tan4K- 2t姐tユ2Ⅹ

義

(20)

⊥_I

<ifiS芸> -号 3<(fiS葺き +す ごくi･fiSZI S孟S毘> (21)

従って.二体のCOrrelationは.四線と､四体は､ニ体と四体と六榛の

correla七ionとつなが り.hierarchy equation になって,簡単には解

- 43-



鈴木増雄

け そうもない｡特に.(21)で ifi-1.とお く_i:t対帝鮭勲 .6眉 易に･瓦毎-

< S芸>とお いてt 22
<sIZIS2雪S3Zl> -

1-2A
2I3

●∫＼
鳴 何 ; /′′′､＼､J'-0--ヽ

臼臼 B3臼
故に.三体のcoTTelaもionは.Ms に対するYanglO)の解を用いて.

㌔=2㌔ より
2-も訊h4Ⅹ - 2t弧h2K

<ql1522031> = 七二七狙h4茨-2tanh2K

〈1-
(tallh2Ⅹ-1)2
t蝕h32K

( - 読 )宜
〟 1

-i(- 諒 汚 衰-)を

依って.Tc近傍のsingularityは

く ol1022031> ≡ (Tc- T)チ

一 方.分子場近似ではl<611･･>～(Tc-_T)βとして

<Ul1022031> 空 く 011><022><03ま>～(Td- T)3β

(22)

(23)

(23)と比較すると. exact SOlutionでは.<6> と くtH-> の singu･-

1ariもyは同じ巾を示すから､分子場近似が.Tc近傍でいかに.悪い近似で

あるかの例証になるC

蛋3.1･i皿e-dependentproblem･の基礎方程式

さて∴一般に. 工sillgmOdelに 旭 rkoffpTOCeSSの仮定を置くと.

施.sterequaもionを直ちに,書き下すことが出来るD今､分布函数を

P'LOl,02･- 翫･七) として,

品 p(qi･････GN･七)-寸 wj(uJ･,P(q l,･.･,UN ･七)

十 盟
J
WiトUJ･)P (o l････,一g.JI･- ･類 ,り (24)∪

♂

3'離 あ spin示 òjあ stateを と る確率 を PJ(a/Jとするとt特に平衡状態

-44-
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では･ Pj(a))とPJトC3･).とのratioは･Boltzman faCもorE･t比弼するか ら

I弓l:(--OLS)
Pg(og)

e耳pトβ(EJgEISZfS言+pfiS芸)〕

r7

L7

雪印 〔β(EJgfSZfS芸+ 沌 S芸)〕

卜 炉 anhβ(E寮qf+
iLfI､
Ij

1+ogbnh･8(轄 qf-

l
･il=I一二▲_∫

(25)

一九 VS･(a))はtCj~SもaLeから･(-oj･ト S七aもCに jumPする確率を表わ10
依って､de七aiユed baユailCPJから､

lPJ･(~qj･)/Pi( Oui) = 甲 53･)/ vJ,･ト03･)

/.(25)と(26)より. aを定数として､

wg(gd -丁{ト鯉 h-2p-(!1-q+"gf(萱 "I
α

- T (lT-Ogtaah÷ Eg)

∫α

そこでこ らorrelaもion funct･阜orlの期待値の運廟方程式を 釣ろうD

･S言>- ⊥ < gti> -÷{5,63･P ( gl････qN,ち)
1

~2

(24)をもっとCOmijac七に書 くと.

品 p(gl･.･･,JN ,ち) ニ ー悪筆 8%UJmwmi,talilJ) x p(Gis････.転 ･･)

(26)-

(27)

この両辺紅 okをか けて. g-VariablerLついて和をとると,

a ,
前 < ok> = ~{5}u ,Iエ}Okam5'm甑 5'm'PrLOl･''',cm':●}

mが, kと異なるところではI qm-VaTiableについての Sum より零になっ

てL.まう｡ 故にm-kのところのみ残 る｡

･･芸<曳>--IE,埠 鍋 (;A)PL6, ,.･･･qi-････'
〆 - 45-
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′
さて.

∑ = ≡ ≡

(霊 tqki回 '

iGi'= qk を含まぬ部分t･

l≡E事

:･前 <態> = ~{星'{Eo晶 %'wk(q去)P(gl･.I.･Ui･''''

右辺の和の申は･ ㌔ を変数として含まぬから･

=~2{雪',長,'OiWk(oi'P(61,'''･αk,●●●)

∫

= ~2品 okWk(ok〕P(ol,''',ON･七)

a

/･言丁 <Ok> = -2<okWk(gk)>

そこで. (27)式′を用 いると,

苫前 くS芸> ニ ー{<S芸> -⊥ <t孤hifB B->

d

2 2

(28)

(29)

これは何次元でも, どんな韓晶構造でも､nearestneighbourだげでなく

ともよいO もつと一般E,C.n本のcorrelaもion functionの運動方程式も同

様にして求めることが出来るo

･f,n -k=SiiSii , {柑 - sfZl･･･Sfl乙iSfZitl･･･S芸

とおくと.

a

訂 < (fh> - -∑[<{fin> 一三 <璃 '血 認 撃 司
土=1 2 2

.̀リ
a n

言 甘 くifin> I -2<ifin〔三 野fi(ofi)]--t>
a

- -2∑<{fh(1-gfi-意見fi〕 >i=i

(3(》

依って (30)式が得られる0滴 に t (fin-SZfとお くと･(29)式になるO晃,

ff)-S呈S昌とおくと･

-461
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a

盲訂 <SZfSZ> - - 〔2くSZfS:U> 二; {<S芸- 3Bi >2

十 <S字励 h旦生 >‡〕2

更に.SPaCialに unifGrmな time-dependent problemならば.

a

雨 読 ,-<SfSZg, - -2(<SZfLO芸>-i <S呈t狙h盤 ,日 31)2 2

(29),(30),(31)式が.今後の議論q)､基礎方程式になるO

蛋4.Staticequationとめ関係
a

(29)･(30)式で∴- 〒 0 とおくとl<S>･<S言szg>に対するCallendt

の式が得られるO -般にJ 30)で∴嘉 - ･Dと し て- れる郎 全体は
Callenの式と等価である｡

蓋5. -次元の X(q,a,)の厳密解

運動方程式は.

a(αも) <Szgか -{<S芸>-⊥ <- 杢 塩 > )2 2

鶴 - Lm git)+J(SgZ_1+ Sell)
T7

Hk(句 - 冒ce-iut･≡e-ikq
q

(32)

(33)

帯磁率 xを求める為に.(31)式を磁場の一次.までの範箆でこ簡単化すると,

(i7)式の変形と同様にしてIll髄も)≡ p<07_{'/Fu)> として･

市 汀 卿 ,ニ ー- け ÷ r(Mk1-1･晦 +1)+碧 ･(- Tq,

･i 1

(34)

これ を､kについて.FollTier変換すると.

岬 )-去 ノ̀棚 eikqdk として.

-47-
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a(α七)瑚 ニ ー(1-γ耶 )中 豊 (卜 rq)e-iu t (34'

β2 +

･岬 )-訂 宝 を･tie一叫 ~rcosq'臣 もり日oe-iuYadも′

故に.帯琴率 x(q,a')はy

2

x(q,可 - 一三- Ikで
1-q17 tL

1+q2 α(1-Tcosq)-iw

qの小さいところでは.

x(q,a,) =～ x(0,3)･
α(1- r)

a(- r)ナ (H )q2--iw

(36)

§6.time-a_ependentBetheapi汀OXj.maもilon

有限温度で相転移を起すmode⊥で､ 七i-me一年pendenもprob土emを議論し

ょうとすると､二次元 ,三次元の場合を扱うことにな り.運動方程式が互に

ccHIPleして.一般に厳密には解けないoそこで.一つの近似的解法として.

-staもicな Bethe近似を拡張して. tilne-depend.enもな 13e七扇 豪 似を考

えてみ ようO ここでは.方法に興味があるので､わざと､ もっとも簡単な一次

元 王singmodelで琴諭してみようO方針としては･一般に.-つのスピン Uo

に着冒して.それとそのneaTeStneighbourのスピン fgi〉とから成る

cluste-Tを考え. clustef内のinterac臣onk厳密にとり入れ. clus七

七er∴外のスピンが･ ioifに与える影響は･ time-d弓Pendenもな分子場 日用

として敬,9.扱う｡ Spacia'tに ,inifor皿な問題ではl この分子場ti,(七)を挟め

I-妄 るのに･-self-coh･siLstepもな条件<oo>(ち)--<oi>用を用いることが出来

るO更に. cldS七er内についてのあらゆ~る組み合せのcOrrelaもionについ

て､運動方程式 (30)を作るO これは､有限個の連立数分方程式 (.一一般にTir)r1-

1ineaT!)になるから.原理的には▲解浸るC 特に. C,i:Tie点より上側では

道場の一次までの範囲では.全体が.lirlearな連立微分方程式になって.必

ず解けるOさて､列として.一次元皿Odelで具体的vl議論してみると:､磁場の

一次の範囲では. tTanSi七ionprC,babillty として､(_27)の代 りに,

-4f).-
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Glauberと同じく､

vg;-wJ(卜 63taTlh(pfi/kT))

を用いても結果は同じになるか ら.簡単の為に これ を用いようo

胃相+1才用 fjI相 矧七汁TIJit)

=臼 Ⅷ R

h - β Li冒(i) ,

il = β LL冒 J 伺 _,

h --Ll十 h

磁場の一次までの範囲で. COrrelaもionの適塾方程式 を作ると.結果 は次の

ようになるO

a b7̀

-電話<oo>- <Uo,>一一一L ←< oi> 十く0-1 > )- h+T (<6cgl>+<o0611>)2 ~
(37)

d

一石 古くol> ± くJユ>-q<oo>- 也+cih<㌔D'l>

a r

一石 肯 くJoOl>一声 2<,J･JUl> 一丁 (i･トくu'16-i> ト h<oi>

hγ

+す (<qo>+㊥ ool生1>ト q亮 功 G>+ 管h<O->

d

(38)

(39)

-石打 <6-1gl> - 2(<0--I61>-i<亘oOl>Jin<打o>+qh<oi->]

a

-- <ooC10～1> = 3<UOulO_1>- (γ+2q)<01>dαも

+ (hr-2h)<oooi>+ (2qh･Thl,< o_i Cl> (41.)

吏に. Self-cc,nsisもenもな条件 <60> - くoi> よ･りt(36)と(37)を周い

て.

(r-q)<oi> 十hH -r<03rgl>)
h - .二

1 - q～'< ooql>
(42)

日の-一次の範囲では_ゝ 上式で･<auヴ1> =≒>くooクエ>0= q と置いてよいか

ら.分子場 t{岡 は .
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hJ(ち)- (㍗-q)(<01> - hq)/(1-q2.1)

一方.(36)より.

d

dα七くU｡> = <O｡> - r<U｡> -也(1--γq)

(43)

これは､前の′(33)式と一致するO-次元では.Bethe近似は. exac七な解を

与えるO これを用いると.分子場 fi,(七楓 外場を鞘 -琶oe-iw七､として

H,(i,弓 等 弓 藷 市 三万二蒜 -堤}扉 扇

α
(44)

これは.､ complexnunberであって､もし. realで欲しければ. fI(q-

誓oco･sa,七として.

打(i,-毒 〔諾

α

aZ(.1-r)2+ uZia(トγ)ceR･tuも+a,sin,i,七トq〕-ti+o(45)

これをみると.外場 Itioと分子場 1割桝ま.phaseがずれているu これは.ス ピ

ンが外場にreSPOnSe して.その方向を向くのに時間がかかる事に対箪 してい

るo同様tt/-i.<U.cl>(+U), <Ul生1>用 , くol6,0_1>用 も.(鍾),(39),(4q)

式を用いて,求める事が出来るが.ここでは省略Lよう｡

二次元 ,三次元mcdelにも､以上の方法を全 く同様にして.適周することが

出来る., 一般にCurie-点 Tcの近傍では.例えば帯磁率は次のような塑Q.C求去

る｡ 高温側と低温側で､

Z｣,I,)-:
dき(W)

A+(T-Tc)+A書(ht)
寝6)

但し. A+7(0)- O,亮 (W),d車 用 血の多項式｡

ここで･勿鼠 もime-a-epend･enもBe馳e近似 こぼ適用琴園があって､あま

り大きなQ,に対しては､近似が悪 くなるo 恐らくもht'Tl凪1な flucも-1atioT主

の frequencyqtより･ Wが小 さい範蕗では･良い近似になるものと思われるO

最後をこlrこの 七ime-dependeni,pTOblemを LquggeSもして下さIj､有意義･

なdiscussionをして下さった久保先生に感謝致します｡
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