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素子と結合1

-非線形物理入門-

大阪府立大学大学院工学研究科 水口毅 2

非線形・非平衡系に特有な散逸構造と動的挙動に着目し，その発生機構に対する数理的な

アプローチを紹介する.特に，葉序，分業，形態形成といった生物に見られるマクロな構

造や現象を通して，現象の(ある側面を切り出す)モデル化とその解析方法を論じる.モ

デルを分類するにはいくつもの方法があるが，本講義では，素子と結合という観点から

分類し，そのいくつかに関する解説を行なう.素子の性質は，たとえば，状態および時間

(空間)連続性やノイズの有無，時間無限大での挙動によってカテゴライズされるが，主

に力学系の観点から得られる非線形微分方程式，解の存在・安定性・分岐等の理論的ある

いは数値的解析を紹介する.また，結合様式に関しても，比較的良く研究されている平均

場型結合，拡散型結合に関する知見とともに，最近注目されているその他の結合形式も紹

介し，挙動の差異についても触れる.

1 第一講:はじめに

1.1 テストケースとしての葉序

葉序という現象を通して「モデル化jということについて考えてみよう.植物の葉や

芽が茎のまわりにどのように付いているかという構造には，一定の規則性があり，葉序

(phyllotαxis)と呼ばれている.互生，対生，十字生などが知られているが，もっとも興味

深いのが螺旋である.ひまわりやサボテン，松などの芽や種子に見られるパターンを良く

みると，中心から時計周りと反時計周りのこ方向の螺旋とみなすことが出来る.この腕

の数が， Fibonacci数列 (α1= 1，α2=1，an=向一1十an-2で構成される数列)の隣り合う二

項になっている…・と言われている 3このような螺旋構造はどのようにして出来るのだろ

うか?

螺旋構造をっくり出す全てのメカニズムは成長先端にある.成長先端付近の拡大図か

ら，その周辺の分裂組織 (meristem)から原基 (primordium)が順番に出現していること

1この原稿は，夏の学校に使用したテキストを抜粋，一部変更したものである.

2 e-mail:思ltchi@ms.osakafu-u.ac.jp
3このように現象の特徴付けが明確になされている場合，問題設定は比較的しやすい.
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がわかっている.成長先端は文字どおり成長して行くので，原基は取り残されるが，成長

先端からみれば，原基が一定の速度で遠ざ、かっているようにみることも出来る.さて，成

長先端の中心と各原基とを線分で結んでみると，ある原基は，ちょうどその直前に出現し

た原基と成長先端の中心に対して開度角と呼ばれる一定の角度で出現することが知られ

ている.そして，螺旋の腕の数が Fibonacci数列のどれかであるという事実は，ゆを黄金

比とすると，この開度角がほぼ2π/(1十ゆ)r-.J 137.50 であることに対応する.

この現象に対して，オーキシンの分布や分化プロセスの解明など生物学的なアプローチ

が盛んである [4]のはもちろんであるが，ここでは Douadyらによるアナログモデル [5]を

紹介しよう.彼らは，次のような巧妙な実験装置を作った.すなわち，鉄分を含んだしず

くを油膜に覆われた円盤の中心に一定時間間隔で落す.円盤には，磁場がかけてあって，

(1)しずくが一定速度で半径方向に遠ざかる力と (2)しずく同士が反発する力を受けるよ

うになっている.その意味するところは，しずく=原基を表現しており，中心から一定速

度で分裂組織から離れてゆくのは成長先端が一定速度で成長することを対応している.そ

して，彼らは，螺旋パターンの生成機構として，たったひとつ，原基同士が反発すること

を仮定したのである.しずくは磁気双極子となり，距離の4乗に反比例して反発する.大

雑把に言えば，それぞれのしずくは中心から動径方向に離れて行くことははなから決まっ

ているが，どの方向に動くかは，しずく同士の相互作用によって決まるとしたのである.

彼らが選んだ，無次元のコントロールパラメータは G= VT/Ro (V:しずくの移動速度，
T:しず、くの滴下間隔，Ro:分裂組織の半径)であり， G = 1.2から徐々に減少させて，滴下

されたしずくのパターンを観測した.Gが大きい(すなわち，滴下間隔の長い)ところで

は，しずくは直前のしずくにのみ大きな影響を受けて，直前のしずくと反対方向に向か

う.その結果，開度角は， 1800になる.では Gを小さくしたら何が起こるか.直前の

しずく以外に，もうひとつ前のしずくも「感じるjようになったしずくは，r横jに弾き出

されてしまう.その結果，開度角は， 1800よりも小さい値をとる.さらに Gを小さくす

ると，あるしずくの「感じるjしずくの数が多くなって，それ以前のしずくの配置に応じ

た方向が選ばれる.そして，Gが小さい極限で，開度角は 137.50 を示すのである 4す

なわち， Gを変えるだけで，開度角。として， 180.00 (互生葉序)や 137.50 (Fibonacci型

螺旋葉序)を再現するのである.他に 99.50，78.00，151.10 も再現している.

無論，様々な“反論"も考えられるが，比較的簡単な要素(中心から一定速度で遠ざか

る点)とその相互作用(反発)からなるこのモデルは，現象を定量的に再現することによっ

て，何から出来ているかに関係なく 5フィボナッチ型の螺旋が表れるためには，これらの

性質を持つだけで十分と言うことを示したわけである.そういう意味で，モデル化による

理解のうまくいった例のひとつではないかと筆者は考える.

物事を理解するための方法として，このようなアフローチを取る時に，どのような道具

4彼らは数値計算も併用しているが，実験の映像 [6]は説得力がある.
5もちろん関係付けられる方がよいが.
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が揃っているのだろうか.本講義はその一部を紹介することを目的とする.

1.2 モデル

発展則を大雑把に分類してみよう.初期条件を決めた時に，その後の発展がユニークに

決定されるもの(決定論的)と，ノイズなどの影響で発展が確率的に決まるもの(確率論的)

がある.また，状態を表す量や発展を記述する時間が連続的か離散的かによっても分類で

きる.オートマトン[状態離散，時間離散J/写像[状態連続，時間離散J/力学系(常

微分方程式)[状態連続，時間連続]である.なお，計算機の中に“飼える"のは，オート

マトンである.モデルを，素子(即ちローカルな発展則)とそれらの聞の結合とみなした

場合，素子の性質は，定常状態(時間無限大に)おける挙動に対して，静止，周期的，準

周期的，非周期的と特徴づけることも出来る.同じ(あるいは同じような)素子の集合を

考えた時に，その相互作用に関しては，大域結合と局所結合がよく調べられているが，そ

れ以外にも，非対称/非局所/ネットワーク型などの結合がある.こういった極めて大雑

把な分類の元で，まずは，素子-特に常微分方程式で表されるものーの性質に着目してみ

よう.

2 第二講:素子

本節では素子(ローカルな発展則)として常微分方程式(力学系)を取り上げる.すなわ

ち，状態変数 X(t)に対する発展則として

X(t) = F(X) 

を考える.これは相空間(Xの空間)でのフローを与える.初期条件，軌道，定常状態を
それぞれ X(O)，X(t)，ι恐X(t)で表す.発展則すなわちフローの制御はコントロールパ
ラメータによって行う.相空間のフローが体積を保存する(例えば，ハミルトン系のよう

に ¥lF= 0が常に成立する)か，平均として縮小させるかで，保存系，散逸系と分類する

こともある.Fは一般に非線形性である.これは，解の重ね合わせが成立しないことを

示すが，解くことを難しくすると同時に，得られる現象の豊かさの源にもなっている.

ここで，スケール変換および本質的なパラメータの数について触れておこう.例えば，

3変数力学系である Lorenzモデル

XニーαX+bY，Y=-cXZ十dX-eY， Zニ fXY-gZ 

は，こう書くとパラメータが仏b，c，d，久f，gの7つあるように見えるが，時間 tと状態変

数 XうY，Zをそれぞれ定数倍(スケール)することによって，係数の大きさを選ぶことが
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できる.乙の場合の本質的なパラメータの数は 3であり，通常は，流体力学でよく使わ

れる無次元数(Rayleigh数， Prandtl数，アスペクト比)が選ばれる.

例題:複素変数 W(t)= X(t) + iY(t)に対する Stuart-Landau方程式

w=μW -gIWI2W， 

(μ，gは複素パラメータ)の本質的なパラメータの数はいくつだろうか?(スケール変換で二

つ消せるが，対称性を用いてもう一つ減らすことができる.) 

なお，スケール変換を用いて，係数を 0にしたり符号を変えたりする場合には注意が

必要である.

2.1 定常状態とアトラクタ

定常状態(ここでは，時間無限大における挙動の意味)による分類を行う.安定な定常

状態に対応する部分集合をアトラクタといい，定常状態，アトラクタ，アトラクタの次元

をまとめると表 1のようになる.

状態 アトフクタ 次冗

静止 固定点 。
周期運動 リミットサイクル

準周期運動 トーラス 2以上

非周期運動(カオス) ストレンジアトラクタ 一般に非整数

表 1:定常状態とアトラクタの分類

安定な定常状態が二つ(あるいはそれ以上)存在することもある.この場合は，双安定

性(あるいは多重安定性)と呼ばれ，時間無限大の時に，どちらの(あるいはど、の)アトラ

クタに達するかは初期条件によって決定される.あるアトラクタに引きょせられる初期条

件の集合をそのアトラクタのベイスン (basin)，あるベイスンと別のベイスンの境界はベ

イスン=バウンダリと呼ばれる.

また，問題の性質によっては，アトラクタ上の振舞いではなく，アトラクタへの緩和過

程に着目する場合もある.例えば興奮性と呼ばれる性質は，擾乱の与え方によって，緩和

過程が大きく変わるという特徴である.この特徴は，結合系(特に空間的にひろがった系)

で重要となる.他にも コイン投げーを決定論的な力学系としてとらえるのであればー

そのアトラクタは，倒れて(あるいは立って)静止している状態，すなわち単なる固定点で

あり，現象そのものはカオスではない.どう投げたらどちらの面が上を向いているかとい

う(いろいろな意味で気になる)問題は，ベイスンの構造に帰着されるが，その複雑さ-
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実際，複雑なのだーの起源は，緩和過程を見なければわからない6

相空間のフローを把握するための指標のーっとしてヌルクラインがある. 2次元力学系

で，アクティベータ(活性因子) インヒビタ(抑制因子)系を例に取ってみよう.力学変

数として，u(t)， v(t) ，パラメータ α，b，c，d>O，eに対して発展則

V-J-3 
合=cu -dv十e

を考える. 2次元相空間 u-vで，也ニ 0，合ニ Oを満たす曲線がヌルクラインであり，大雑

把にではあるが，相空間内の流れをとらえることができる.例えば，ヌルクライン同士の

交点は固定点になる.

例題:アクティベーターインヒビタ系に対して 典型的なパラメータに対するヌルクライ

ンを描き，相空間内のフローを描いてみよう.

反応式から常微分方程式へ

常微分方程式の中には，反応式によって基礎付けられるものがある.遺伝子代謝ネット

ワークを含む化学反応系や，生態系など様々な「反応j系では，基本的には，反応速度を

含めて反応経路が確定すれば，その反応物質の濃度に対する常微分方程式を得ることがで

きる.以下，いくつか典型的な例を挙げてみよう.

・化学反応系

化学反応系において，反応速度は反応物質の濃度の積に比例することから，発展方

程式に非線形性が自然に備わっている.そのため，非線形現象の典型的な例として

古くから取り上げられている.

. BZ (Belousov-Zhabotinski)反応[2]

BZ反応とは，四種類の化合物(金属触媒・酸化剤・還元剤・酸)が作る酸化還元反

応で，中間生成物の濃度の自励振動や，スパイラルやターゲ、ツ卜等のパターンを鮮

やかに可視化する非平衡化学反応の代表的なものである.反応経路は多様で中間生

成物の種類も多い.この複雑なメカニズムをモデル化するために， FKNメカニズ

ムや，オレゴネータ

εu 二 αW-uω十u-U2 

U ニ u-v

Eftb=-αW-UW十 b肌

Keener-Tysonモデル

bv(u -α) 
刊二 u(1-u)一 ， 

U 十 α

6正直に言うと.緩和過程を見てもよくわからない.講義中にこの話をしたら，夜のセッションで，どう

いう初期条件から紙コッフを落としたら立っか?という実験を延々と繰り返していた人がいた.彼はうまい

初期条件を見付けられたのだろうか?
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v u-v 

といったモデルが知られている.

ここで，モデル問の関係にも着目して欲しい.二変数の Keener-Tysonモデルは，オ

レゴネータ(三変数モデル)の特殊な場合である.すなわち，オレゴネータで，ピ =0

とおき，三番目の式を ωに付いて解いたものを一番目の式に代入すると Keener-

Tysonモデルが得られる.これは，異なる時間スケールを仮定し，時間変化の速い

変数を断熱消去することによって，自由度が低減されたとみることができる.スケー

ルの違いによる自由度の低減は，複雑な現象やモデルを簡略化する時の強力な道具

である.

-ブラッセレータ

ブラッセレータは，仮想的な化学反応式

A → X 

B+X → Y+D 

2X十Y → 3X

X → E 

で表される.その反応物質 X，Yの濃度に関する常微分方程式は

X A-(B+l)X十X2K

Y BX _X2Y 

となる.後述する様々なタイプの分岐を実現することから，仮想的であるにもかか

わらず，よく研究されている.

-生態系

-ロジスティック方程式

生態系の populationdynamicsで用いられるもっとも簡単な非線形モデルであり，

個体の増殖と死亡を表す二種類の反応式

A十X 斗 2X

x 土与 D 
k1(X) = α-bX， 

で表現することができる.増殖速度んは，指数成長の部分 αと，個体数密度によっ

て飽和する効果 bからなるとしている.このとき，個体数密度 X の従う発展方程

式は，

x = α-bX)AX -k2X 

口
δ
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スケール変換して，あるいは，

kX(l -XjN) 

と表すことができる.(そして，もちろん，時間を離散化すれば，これまた有名なロ

ジスティック写像が得られる.よく知られているように，時間を離散化することの

影響は極めて大きく，常微分方程式とはまったく異なった振舞いがみられる. ) 

X 

-遺伝子代謝ネットワーク

細胞内で行われている遺伝子の発現とタンパク質の生成は，互いに，活性化因子あ

るいは抑制化因子となって反応ネットワークを構成していることが予想されていた

が，近年になってその実験的検証が可能になりつつある.複雑な反応経路とたくさ

んの中間生成物で構成されていると言う点では， BZ反応などと同じ7だが，複雑さ

の度合いはかなり違うかもしれない.

-酵素反応

酵素反応でも，時間スケールの違いによる自由度の低減によって，よく知られた

Michaelis -Menten型反応速度に関する式が得られる.基質 S，酵素 E，中間生成物

X，反応生成物 P，反応速度定数 k1，k2，んとして，

ム k3 
一一〉 E十PX E+S 

という反応を考えてみよう.S，Eおよび Pに関する濃度の発展方程式として，

-k1ES +んX+んX
-k1ES十k2X

k3X 

-E
・
S
-
P

ES ゃ h+k
が得られるが，E二Oとすると，X二一一・(たたし，krn三一一一三).酵素の総量

krn 
k3EOS 

Eo二E十X を用いると，生成物の生成速度 υ=p=んX=一一一ーという結果が
krn十S

得られる.

-生体時計

ショウジョウバエや晴乳類の生体概日時計に対して，遺伝子代謝ネットワークによ

るモデル化も行われている • [7] 

他の種類の非線形な素子としては，生体膜の興奮現象に関する Hodgkin-Huxley，Fitz-

Hugh-Nagumoなどのモデルもある.また，位相振動子， LIF，など定常状態として周期的

7元々， Belousovの動機は，生物の代謝系にあったとのとと.
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な性質を持つ様々な振動子や， Rossler方程式などカオス的な性質を持つ素子もよく研究

されている 8

2.2 分岐・安定性解析/スイッチ/

コントロールパラメータを変化させると，それにともなって相空間のフローは変化する

が，特に，フローに定性的な変化が起こる場合は，現象の特徴付けには重要な役割を果

たすと思われる.本節ではこの相空間のフロ の定性的な変化に着目する.

分岐・構造安定性

構造安定性とは“擾乱"に対して，相空間の構造が位相的にかわらないことであり，分岐

とはパラメータの連続的な変化によって相空間の構造が質的に変わることとする.たとえ

ば，解が(対)生成あるいは(対)消滅するような場合であり，また，既に存在する解の安

定性が変化する場合である.

安定性解析

例として，固定点x=oを満たす状態を基準状態xsとし，この状態に擾乱 Z を与
えるとする.X=Xs十Z を元の発展方程式に代入すると擾舌Lxに関する方程式

x=Lx十 N2:xx十N3 :xxx十・・

が得られる.ここで，Lは線形演算子であり，N2，N3はそれぞれ 2次 3次の非線形項

である.成分で書けば，

ふ=乞 LijXj+ L N2 ijkXjXk十乞 N3ijk内 XkXl十・
3 j，k j，k，l 

となる.擾乱の大きさが十分小さいとして，二次以上の項を無視したもの

x=Lx 

は，線形なので解ける.これを時間発展を exp(入t)と仮定した時の固有値問題として考え

れば，全ての固有値の実数部分が負であれば基準状態は線形安定，一つでも実部正の固有

値があれば不安定であることがわかる.パラメータを変化させたときに，それまで全て負

(または零)だ、った固有値の実部が正にかわったとすると，そのときアトラクタはアトラク

タでなくなり，相空間の構造に質的な変化が起こることがわかる.

8逆(反応式←ODE)はどうだろう?例えば Stuart-Landau方程式を導くような反応式は存在するのだ

ろうか?
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例題:アクティベーターインヒビタの 2次元力学系での固定点とその安定性を調べてみよう.
すなわち，力学変数u(t)，り(t)，パラメータ仏b，c，d>0に対して

(ルー-u3
ψ(t) = cu -dυ十e

を考え，線形演算子の跡と行列式によって分類で、きることに注意して，相空間でのフローの

変化を図示してみよう.

分岐は，相空間の局所的な性質だけで決定する局所的分岐と，相空間のフローの大域的

な性質で決定する大域的分岐と分類できる.実例としては以下のようなものが挙げられ

る.方程式はそのタイプの分岐点近傍でオーダーパラメータが従う標準形である.

局所的分岐

saddle node 

transcri tical 

pitchfork 

Hopf 

:ゑニco-C2Z2 (zεR) 
:土 =CIZ - C2Z2 (Z E R) 
:土ニ CIZ- C3Z3 (ZεR) 

:Z = C1Z -C31Z12 Z (ZεC) 

大域的分岐

homoclinic connection 

heteroclinic connection 

coalease 

また，新しい状態(解の枝)が，基準状態の不安定側に出るか，安定側に出るかによって

分類する方法もある.前者を超臨界(supercritical)，後者を亜臨界(subcritical)と呼ぶ.亜

臨界分岐の場合，多重安定な領域が存在し，初期値依存性や履歴現象-即ち，コントロー

ルパラメータを上げるときと下げるときで異なる状態が実現される現象ーが見られる.

(超附岐;羽移的/加で日ーパーが連続
-

亜臨界分岐:一次転移的/分岐点でオーダーパラメータがとぶ

例題:分岐ダイアグラムを描いてみよう.横軸にコントロールパラメータ，縦軸にオーダー

パラメータ(力学変数)をとり，分岐点でどのような解の枝が分かれるか，また，それぞれ

の解がどんな安定性を持つか調べてみよう.

2.3 弱非線形解析・標準形

摂動論を高次まで試みると，永年項と呼ばれる項が出て来て摂動論が破綻することがあ

る.この破綻を防ぎ，非線形領域での挙動を記述するために必要な一連の手続きを弱非線

形解析という.ことでは そのために必要ないくつかの概念を説明する.
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臨界モード

分岐点では，安定性が入れ替わる場合でも解の生成消滅が起こる場合でも，その近傍で

ゆっくりした運動が生じる.それは分岐点直上のゼロモードの振幅の運動であり，他の動

的時間スケールに比べて遅いことから，タイムスケールが分離が起こる.

多重尺度展開

分岐点近傍で，コントロールパラメータ，オーダーパラメータ，時間を微小量で、展開す

るときに，異なるスケールが存在すると仮定し，それらの間のバランスを仮定する.微小

量同士の相対的な大きさには任意性が残るが，その決定には物理的な状況などを考慮す

るべきである.例えば， Hopf分岐の場合，時間スケールとコントロールパラメータのス

ケールを等しくおき，オーダーパラメータのスケールをその 1/2乗にとると，次に述べ

る可解条件から Stuart-Landau方程式が得られる 9

可解条件

線形非同次方程式が非自明な解を持つための条件，すなわち，線形演算子の随伴演算子

のゼロ固有ベクトルと非同次項とが直交しているという条件である.具体的な手続きは，

内積を定義し，随伴演算子を求め，そのゼロ固有ベクトルを決定し，非同次項との内積を

計算することになる.

標準形

弱非線型解析の手続きは，多重尺度展開を行い，微小量の同じべきで整理することに

よって一連の線形非同次方程式群を得る.スケールの大きな方から，順次解いて行き，得

られた解をよりスケールの小さな方程式の非同次項に代入する.得られた線形非同次方程

式に対して可解条件を適用することによって，臨界モードのゆっくりした運動を記述する

方程式が得られる.この分岐点近傍で得られる普遍的な発展方程式を標準形という.

3 第三講:結合

同じ(あるいは同じような)素子Xiの集団が相互作用する状況を考えてみよう.と三三

の素子が，どのように相互作用(あるいは結合)するかを決める必要がある.素子数 Nに

関して言えば，N= 2，3といった少数の場合から， N>> 1や，無限大の極限を取る場合

9二つのゼロモードが共存する場合，異なるスケーリングに従うとともある. [8] 
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などがある.相互作用の仕方も，よく知られた大域型(global)，局所型(local)の他に，非

対称型，非局所型，ネットワーク型など様々なタイプがある.

着目するべきは(単なる重ね合わせでない)何が起きるかであろう.例えば，クラスタ化，

パターン，引き込み，乱流といった様々な現象が典型的に考えられる.冒頭の葉序に対

する Douadyらのアナログモデルでは，しずく一滴一滴が「半径方向に一定速度で動く j

という性質を持った素子であるが，それらを単純に集めただけでは，螺旋というパターン

は生み出されない.しずく同士が「遠方で減衰する反発相互作用jした結果として，螺旋

パターンが再現できたわけである.以下，いくつかの典型的な結合形式と，それによって

表される現象を見ていこう.

3.1 大域結合/分化・分業/

N 

大域型結合の場合，素子は位置情報を持たない.なかでも，平均値支三玄XdNを

介して他の全てと相互作用する場合を平均場結合という.この場合，仮定した場の中にあ

る素子がっくり出す場の平均が，仮定した場と一致するというセルフコンシステント条件

を満たすことが必要となる.大域結合で，主として解析の対象となるのは，素子の状態の

分布関数である.よく研究されているのは，振動子の引き込みなど素子の状態空間でのク

ラスタ化や乱流現象であるが，ここでは，その一例として，分業や分化現象と状態間個体

数の比率に関する制御に注目してみよう.

分業と比率制御

再びアクティベータ=インヒビタ系を考える.平均量 a三LUj/N，匂三 LVj/Nを通

じて，

Ui αUi -b叫 - u~ + K1 (U -Ui) 
Vi 二 CUi-d叫十K2(v一叫)

という形で平均場結合している N 個の同一の素子集団を考える.ここで， α，b，c，d，K2

は，非負定数とし， α-dく 0，ad -bc < 0かつ K1= 0としよう.相互作用が無ければ

(K2 = 0)，単独個体は，原点という唯一の安定状態に落ちる.相互作用を強くしていく

と，何が起こるだろうか.相互作用が弱い場合は，全ての個体が (0，0)という同一状態を

とるいわゆる 1-クラスタ状態(一様状態)が実現される.ところが，相互作用がある値を

越える (K2> K2c)と， 1-クラスタ状態は不安定化し，各個体は (U(l)，V(l))か (u(2)7υ(2))

かどちらかの状態に「分化jし，いわゆる 2-クラスタ状態を作る.この 2-クラスタ状態

は，二状態間の個体数の比率(例えば，状態 1にある個体数 N1の全個体数 Nに対する

比率 p三NI/N)で特徴付けられるが，比率 pという値を持つ解の安定性を計算すると，

K2で決まるある一定の範囲Pmin(K2)く pくPmω(K2)の間で安定であるということがわ
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かる.すなわち，この系では二状態問の素子数の比率が一定の範囲に調整されるという一

種の制御機構が働いていると考えることができる. [9]このことは， 2-クラスタ状態にあ

る系に対して，比率を変えるような擾乱一例えば，一方のクラスタに属する個体を取り除

くとかーを与えてみるとよくわかる.与える擾乱が安定性に対する pの範囲を越えなけ

れば，系はその擾乱を受け入れるが，安定性に対する pの範囲を越えてしまえば，系は

バランスを失なう.このとき個体は平均場を通じてそのことを“知り"その結果，集団

としては二状態間の素子数の比率が適当な範囲にまで回復する.

想像を豊かにすれば，たとえば，同じ種類の個体からなる集団から00好きなものば
かりを選んで取り除くと，残された集団は， (00しないものばかりだったにもかかわら
ず， )やはり00をするものとしないものに分かれる10 (00には「仕事J， r掃除J， rサ
ボりJ， r勉強jなど適当なものをいれて下さい.r犯罪jは違うか?)といった一種の分業
と比率の自発的な調整という現象との対応が思い浮かぶ.その場合，それぞれの個体が自

分の行動を決める際に感じとる全体の「雰囲気Jが平均場であり，個人はそれを通じて全

体の状況を知るわけである.こういった現象では，元来00好きな個体とそうでない個体
がいるという「性向jの分布も系全体の振舞いを決める上で重要な要因になると思われる

11が，分業機構をそれだけで説明するには難しい.ちなみに，このモデルでは個体の性

向を必要としない(あってもよいが).初期条件の違いだけで十分である 12

一様状態(1-クラスタ状態)の不安定化は，インヒビタの分配がアクティベータの分配

に比べて速いときに起こるが，この傾向は，次の局所結合でも見られる 1314 

3.2 局所結合/パターン/

素子が空間的に分布している場合，発展則は次のように拡張される.

X(x， t) = F(X; {マ})

ここで xは位置を， Vは空間微分を表す.空間微分の入り方にはい.V)や V4など，

様々な種類があるが，特に，次の式で表されるものを反応拡散方程式とよぶ.

J主(x，t) = F(X)十 DV2X

10取り除かれた集団の方はと言うと，やっぱり00をするものとしないものに分かれる…はずである.
11蜜蜂で遺伝的に均一なーすなわち父親が一匹の コロニーを作ってみたところ，父親が複数である

通常のコロニーに比べて巣内温度制御が不安定であるという報告がある.[10]これは，集団が素子の多様性
を積極的に利用している一つの例かも知れない.
12実際の蜜蜂でも，従事している仕事によって遺伝子の発現が異なっていることを示す報告もある. [11] 
とれは，行動が遺伝子の違いではなく，発現という内部状態にコードされていると解釈できる.

13このモデルが，分業および比率制御を行うためのミニマルモデルかと言われるとそうではない.たとえ

ば K<0のように平均場から離れたがるという相互作用を導入すれば 1変数でも可能である.
14講義で行った三状態以上への分業の話は割愛します.
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「第49回物性若手夏の学校 (2004年度)J 

Dは各成分毎に値を持つ.(より一般的な拡散項の表式はマ(DVX)である.)あるいは，

その離散版として，空間的な位置を表す離散変数 jを用いて，

Xj(t) = F(Xj)十D(Xj十1-2Xj十Xjー1)

もある.これは，空間的に並んだ素子の隣同士が結合していることに対応する.この場

合，主として解析の対象となるのは空間パターンあるいは時空間パターンである.よく研

究されているものとしては，周期構造，螺旋パターン，ターゲットパターンの他に，樹枝

状構造，キンクやパルスなどの局在構造，乱流構造，時空間欠的な構造などが挙げられ

る.ここでは，単純な例として，拡散が引き起こす一様状態の不安定性としてTuring不

安定性に着目しよう.

Turingパターン

生物の発生における形態形成のモデルとして， Turingは，化学物質モルフォゲンの拡

散が非一様性を生み出すモデルを提唱した.ここで みたび アクティベータ=インヒビ

タの二次元力学系を考えよう.その一次元空間への拡張版を以下のように考える.力学変

数 U(x，t)，り(x，t)，パラメータ α，b，c，d，の他に，拡散係数 D，D'> 0を導入し，簡単のた

め e=Oとする.

(…-bvーがゅの
心=CU - dv 十 D'θ3u

境界条件を適当に決めた後，原点 (US，vs) = (0，0)での一様状態という自明な解に関する

安定性解析を行えば，擾吉LOU，OVの Fourier成分 OUk(t)，OVk(t)に対して

(叶=(α-m2 -b )(似た)
OVk) ¥ c -(d + D'k2) ) ¥ OVk 

が成立する.全ての波数 kに対して安定であるためには， Tr = (α-Dk2) -(d+ D'k2)く O

かつ Det=-(α-Dk2)(d + D'k2) + bc > 0であれば良い.前者は常に成立するが，後者
は，D'が大きい時破れうる.このとき，一様状態は不安定化し，正の固有値を持つ波数

成分が成長しはじめる.特に， 0でない有限の波数 kのモードが最初に不安定になる場

合を Turing不安定性と言う o インヒビタの分配が速い (D'が大きい)と非一様性が生じ

るという点は，大域結合の場合と同じである.乙のTuring不安定性は実験的にも確認さ

れている. [12] 

3.3 その他の結合/ネットワーク/

前節で紹介した大域型と局所型以外にも様々な結合が考えられる.相互作用の強さが，

素子の相対的な位置に依存するようなケースでは，単純な平均場では表せないし，大域型
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と局所型の相互作用が同時に存在することも考えられる1，番目の素子が j番目の素子に

与える影響と j番目の素子が t番目の素子に与える影響が違う場合も有り得る.ネット

ワーク型の結合や，結合の強さのダイナミクスなど拡張の方向はいくらでもあるわけだ

が，そこには何が隠れているのだろうか.

非局所型

重み付の平均場左(x，t) = J G(lx' -xl)X(ピ)dx'を通した結合モデル
X = F(X)十K(X-X) 

は，重み関数 G(x)の選び方で，局所結合にも大域結合にもなる.その意味で，局所結合

と大域結合をつなぐものであり，両者の“間"をシステマティックに調べることが出来る.

実際，近傍にある素子の状態の連続=不連続転移や，特異な分散関係など，奇妙な特徴を

持つことが報告されている.なお，この形の相互作用は多変数反応拡散方程式から断熱消

去によって導出することができる.

ネットワーク

より一般的な結合アーキテクチャとして，ネットワーク型が挙げられるであろう.ネッ

トワークについては，ランダムネットワーク (Erdゐ&Renyi)，ニューラルネットワーク

などの既に様々な分野で研究されてきたが，近年，スモールワールド (Watts& Strogatz 

1998)とスケールフリーネットワーク (Barabおi1999)という二種類のクラスの発見によっ

て再び注目を集めている. [13] 

つなげられる点をノード(あるいはパーテックス)，つながりをエッジとよぶ.平均(ある

いは最長)距離の素子数依存性 (r-.Jlog N)とクラスタリング係数に着目したスモールワー

ルドと，度数(ノード毎のエッジ数)分布のべき則によって特徴付けられるスケールフリー

ネットワークは，映画俳優とその共演関係，ウェフ、サイトとリンク，空港と路線7遺伝子

代謝系の物質と反応関係，学術論文と参照，神経系など様々なところに遍在することが報

告されている 15

いずれも，まず注目されたのは，つながっているかいないかというネットワークの構造

の特徴であり，隣接行列 (adjacencymatrix) Aijの特徴である.特徴付けには，直径(ネッ

トワークのノード問の距離の最大値)，クラスタリング係数(Ci三 2Ei/ki(ki-1)，ムは

ノード tのエッジ数，Eiはノード tとつながっている (ki個の)ノード間のエッジ数)，度

数分布，グラフスペクトル (Aijの固有値スペクトル)といった量が知られており，様々な

ネットワークで調べられている.

構造の発展 Aij(t)や要素の増減に関する拡張はもちろん，こういった構造のネットワー

クにどういう種類の素子をノード(あるいはエッジに?)にのせ，どのように結合させ，ど

15 Kevin Bacon数)Erdos数といった「特定のノードからの距離Jをはかつてみたところ，それが意外に
小さいという事実は知られており，スモールワールドという構造を予感させる話は昔からあった.

円。
ハ
叫
U

-lhd 



「第49回物性若手夏の学校 (2004年度)J

んな現象を見るか，という問題は，様々な方向への発展が期待されるテーマである.ま

た，他のクラスのネットワーク 16にも興味深い世界がひろがっていると思われる.
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