
研究会報告

複素力学系 Z･n+1-1nZn+Cの分岐
岡山大学 理学部 川部 健

1.研究の発端

1988年3月24日付けの朝日新聞記事に,'定積分の公式に ミス' という見出 しで [0. 1 〕 区
間の 1/ 1n llnx Iの定積分が0ではな く.-0.15447- であることが.200年ぶ りに斎

藤基彦氏によ?て指摘 されたことが掲載 されていた･ その約 2年後にこのことを知 って･特

に目的 もな く,ただ数値計算のお遊びで2個以上の 1mの重なりを もつ披積分関数の [0.1]区

間の定積分を求めた. n垂の lnの定積分値 Ln'A'とその逆数の定積分値 Ln ~̀.'は, nを

大 きくしていくと,共にある一定値に近づいていくが,その変化の様子は定積分Ln 山 につい

て,図 1に示すようにセルフ ･アフィンなフラクタル変化を示す. 1' 定積分値Ln'-.'につ

いて も同様な変化が見 られる.

被積分関数は 1次元対数写像 x ト- 1n (aIxl)の a- 1 に関係 している. この

対数写像の分岐は図 2に示すように, e~1<a<e の範囲でカオスになり, a- 1は正にカオ

スの領域にある. n垂の Inをもつ披積分関数は, n回写像を繰 り返す ことに対応 している

が,実際の積分計芽では1回の写像毎に広がったxの値を 〔0.1]区間に閉 L+込める変換を実行

していて, この繰 り返 し変換が積分値のセルフ ･7フィンなフラクタル変化 に反映 されている･
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

この1次元対数写像は a-e~l でフリップ分岐, a-e で接線分岐を示す. 従 って,それ

ぞれの近傍のカオス領域でタイプⅢおよびタイプ Ⅰの間軟性カオスを示す. 2) この単純な対

数写像関数は, 1つの分岐パラメータで2つのタイプの間軟性カオスが現れるという他の写像

関数にない特徴をもつ. この 1次元対数写像を拡張 した対数関数の複素力学系は, どんな興

味深い分岐を示すのだろうか.

2.マンデルプロ集合

複素力学系がもつその多様な構造は,代表的な力学系 Z I.･Z2+C について詳細に紹介

されているが,8)超越関数は指数関数について R.Devaneyの研究.)があるだけで,対数写

像はまだ調べられていない. 対数関数は指数関数の逆関数であるが,多価性,発散などを考慮

して得 られるマンデルプロ集合は全 く異なった構造を示す.

対数写像 Z - 1n (Fzl)+ C によって作 り出されていく点列の座標 (XA,Yn)

は,次の差分方程式に従って決められる.

Xn+1-lm(Rn)十cc

Yn+1-On+Cy

ここで, Cx, Cy は実数で, RA,anは次式を表す.

Rn-IZnl- Xn2+Yn2 , .On-Tan-1(yn/xn) (3)

(3)式により Zn は周期 277の多価関数である. 多価関数の分岐は任意に選ぶことができ

るが, ここでは (I) 0 ≦OA< 277, (Ⅱ)一方/2≦OB< 377/2, (班)-2T ≦On<
7T の3つの場合に限って考察する.

最初にこの写像関数の固定点,周期点について考えてみよう. 写像関数を f (Z)とす

るとき,固定点は I∫-(Z)l< 1 か ら

f(Z)-Z

IZl-R<1

を満たす領域に限られる. また,k周期点では

Zj+1-I(Zj) (i-1,2,･･･,k-1), Zk-Zl

及び Ff'(Z.)E<1 より
A
'rIIZ,･I-Rl･R2･････Rk>lj=1
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を満たしていなければならない.

固定点領域と周期点領域の境界は, (4)-(7)式によって固定点 と周期点が競合する場合が起

こるが,初期値によってその境界が決まる･ 固定点領域は(4)･(5)式によって･R-1に対 し,

cc-cose)cy-sinele (8)

で定義 されるサイクロイ ド曲線,及び (Ⅰ) 0 ≦0< 227 の場合には Cx>1 に対 して･

R>1となる境界

Cy-07-27r (9)

によって限 られる. 初期値Zo- (1.0.1･0)に対して, (Ⅰ)の場合の固定点 と周期点領域の

数値解析の結果を図3 (a)の実線によって,また(8)-(9)式で与えれる境界線を波線で示 した･

初期値 Zoによって境界線は,多少 の変更を受けるが大体波線から大きくずれることはない･

図 (b), (C)はそれぞれ (a)Cy

のA, Bの部分を拡大 したもので

2周期点,3周期点が固定点の領 -1･

域に侵入 しているが,その規則的 _2.

な境界線の変化が(6),(7)式から
-3.

導かれるものか, これを解析する

のは容易でない. 力学方程式(1) -4･

-(3)は対称性を欠 く形であるが, -5.
(Ⅰ)o ≦o<277の場合にはl
つの対称性を容易に兄いだすこと

ができる. 初期値 (Ⅹ ｡,-Y｡)
によって与えられる時系列は,

Cy- -Cy-27T

-6.
-1･5 -1･0 -0･5 0･ 0･5 1･Ocxl･5

Cy

-0.8

-0.9

-1.0

-1.1

-1.2

-050 -0･46 -QA2 -Q38 -0･34cx-Q30

-1･10 -1･08 -1･06 -1･04 Cx-1･02 図3
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

とするとき常に時系列 (ⅩA,-YA)をつくるから,初期値 (Ⅹ｡.-Y｡)のマンデルプロ集合

は初期値 (Ⅹ｡,Y.)のマンデルプロ集合と直線 CY=- 3T に関 して対称となる. 図 3 (a)

の点 pは固定点の境界線 (サイクロイ ド曲線)上の点で3.でこの近傍の分岐について触れる.

(Ⅱ) - 2T/2≦On< 377/2及び (Ⅲ)-2T ≦On<77 の場合のマンデルプロ集合は,

(Ⅰ)の場合と全 く異なる. (Ⅱ)の場合には図5に示 しているが, (班)の場合には周期点

領域はない. いずれの場合にも1次元対数写像で見たようなカオス領域が存在 しない.

3.周期加算別とホップ分岐

図3で示 した周期点領域を詳細に調べてみる. 初期値Zo- (1.0.1.0)について周期解

の領域を図4 (a), (b)に,更に (Ⅱ)の場合を図5に示 した. 図4の (b) は (a)

の一部を拡大 したものである. この図より右の方から,例えば2周期と3周期の問から5周

期,更に3周期と5周期の間か ら8周期, 3周期と8周期の間か ら11周期が ･･･というよう

に大きな周期点が生成されていく. そこには m周期 + n周期 - (m+n)周期加算別が

図4

成 り立っていて,図 4 (b)の中に 3k+2の周期

列やその他の周期列が固定点との境界に向かって

生成されていく様子を観察することができる.

例えば,31k+27のような大きな周期列 も見つか

っている. 図5においても 2k+3,3k+4,4k+

5,- の周期列が存在する. このような周期加

算別は結合 ロジスティックマップ, 8) サイン･サ

ークルマップ8)やファンデルポール振動子系 7)な

どで兄いだされているものである.
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それでは周期点の生成に関する分岐パラメータに対するスケーリング則はどうなっている

のであろうか. 周期生成に関 しては,図4 (b)の例の 3k+2の周期列について3周期点領

域が3周期点領域と接 している境界線'の長さ (Akとする)がkを大きくするとき,何らかのベ

キ別でスケールされると思われる. 結合ロジステイ･yクマ･yプやサイン･サークルマップで

はAk が k~Iでスケールされている. そこで, もっと大きな周期点が現れる領域,図 4

(b)の上端で3周期点領域が固定点領域と接 しているように措かれている部分を数値計算の

精度と繰 り返 し回数を上げて調べると図6のような結果が得られた. 3周期点は不連続的に

3k+2周期点領域と按 しているが,計算の

精度を更に上げることによってこれらの周 一1.26

斯境界線は互いに交わると予測される.

左側の固定点との境界線は,滑 らかな曲線

と異なり, ぎざぎざしていて右側の境界線

との間には複雑な構造をもつ周期加算別に

従 う 3k+2以上の周期点領域が存在する

と考えられる.

図3 (a)のサイクロイ ド曲線上のP

点 (-0.56,-1.3366895)のごく近傍の点

Cxニー0.56,Cyニー1.33669では,初期

-1.27

-1.28
値 Z｡- (-1.0.1.0)に選んだとき,最

初q)10B個を捨てた後の点列がつくる時系

列変化のx成分,y成分を図7に示す.

完全な周期性を示 しているように見えるが･実 ,

際には約107 個の時系列の後に1361周期の周期 Xn

性を兄いだす. 従って,サイクロイ ド曲線上

に準周期性を示す点が存在すると考えられる.

次にP点の近傍を水平に横切って,左から

右へ Cxを変化させていったとき,初期値Z｡

- (-10.,-10.)に対する(1ト(3)式によって

与えられる最初の100個を除いた1000個の点列

を図8に示す. 図8ではCyニー1.337に固定

して, Cxニー0.60から -0.555まで変化さ

せていくとき, a)-0.60からd)-0.561

.2

2≠
t

図6

CX=一･0.56 CY=-I.33669

0 20 40 60 80 100 120 140m 160

図7

までの間は固定点を表 し, e)の29周期, f)の61周期を経て3周期点に至る. 写像関

数の固有値 とその積は,固定点 (Ⅹ'.Y')において,それぞれ
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

a) cx=-0.60
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Et-
X*士iY'

R'2 1

1
E･E-=哀話<1 (10)

で与えられるから安定なフォーカスになっているが,その状況は 図 a)～ d)によって理解で

き,境界に接近するに従い R●は 1 に近づき,固定点に達するのに時間を要することが分か

る. 29周期点 と61周期点の近傍には周期加算別により32周期点の存在が予測 される.

この図か ら分かるように境界線上でホップ分岐が起 こっている.

4.おわ りに

多価関数の分岐をここで定義 した (Ⅰ), (Ⅱ)の場合には,固定点 と周期点が, (Ⅲ)

の場合には固定点だけが現れて,カオスを示す領域が存在 しなかった. また, このような 2

77の範囲の分岐を与えるとき, 1次元対数写像 x ･- ln (a lx l)を含む表現を与えるこ

とができない. 分岐の幅を狭 くとる (折 り畳む)ことによって,カオス領域が現れると考え

られ,そこにはタイプⅡの問軟性カオスをみることができるだろう.

図 7の周期加算別に関連 して,その分岐パ ラメータに対するスケー リ㌢グ別は, この図の

不連続的に並んだ境界の長さだけでその目安が得 られると考えてよい. その間の部分には非常

に幅の狭い領域を隔てて更に大 き周期点領域が続いていて, これがどの部分について も同 じ構

造で起 こっていると考えられるからである.

複素対数写像 Z I- 1n (Iz l)+Cによって得 られるマンデルプロ集合や リアプノ

フ指数のコンピュータ ･グラフィックスを他の文献に示す. 8)
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