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指数型Riemannゼータ母関数について

On exponential generating functions of the Riemann zeta-function 
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00 1 
Riemannゼータ関数s(s)= I, ーの母関数としては様々な関数が知られている。

n=lが
00 1 

最も基本的な例として Hurwitzゼータ関数s(s,x)= I, sは関係式
n=O (n+x) 

00 I'(s+m) 
如 1+x) = I 如 +m)(-xr

I'(s)m! 
m=O 

により二項級数型の母関数とみなせる。この事実を 1917年に Ramanujan[Ra]が

Glaisherの定理

y=l-2(凰塁塁．．．
3.4 5-6 7-8)  

の一般化において利用し(yはオイラーの定数），r>s>Oに対して次の等式を示した。

1 I'(2r)I'(r-s) 00 = L (shk-l (rhk-l 
2 I'(r)I'(2r-s) k=l (2k-1)! (2rhk-l 

s(s+2k-1). 

ここでI'(s)はガンマ関数， (s)n=「(s+n)/I'(s)はポッホハマー関数（昇幕）である。

上記の結果の類似と一般化は当然ながら現在にいたるまで広くなされていて，例えば

Srivastava-Choi [SC]には関連する膨大な結果が記載されている。

本報告では同じく基本的なRiemannゼータ関数の指数型母関数について歴史的

な経緯と先行研究をはじめに紹介する。報岩者によって得られたHankel型積分表示

とそこから従う関数等式•関数関係式について述べ，モジュラー群上の正則 Poincare

級数との関係を示す。非正則型などへの一般化の可能性についても述べる。
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以下Jv(z),Yv(z)はそれぞれ第一種，第二種Bessel関数とし，Iv(z),Kv(z)はそれぞ

れ第一種，第二種変形Bessel関数とする。

2. 指数型母関数のDirichlet級数表示

指数型Riemannゼータ母関数として，sEC¥{1,0,-1,-2,…}と入 >0に対し，次

のようなDirichlet級数が定義できる。

00 exp{—入/n} 00 (—入）m
I, = I, 如 +m). (1) 
ns ml n=l m=O 

より一般に次のDirichlet級数を定義する。

定義 1複素変数sE (Cと入 EC¥{O}に対して

Sexp.I(s; 入；z) := I. 00 exp{—入/(n+z)}

n=O 
(n+z)s 

(2) 

を定める。ここでzE(Cであり， 0< Re(z):::; 1を仮定する。

一般に関数Sexp.r(s;入；z)はs=lにおいて極を持つ。歴史的にはTauberian型定理に

関する問題意識から，Hardy-Littlewood[HL]により次のような関連する精密な結果

が得られている。

定理 1(Hardy-Littlewood, 1936) 2つの関数

X 1 
P(x) = L -cos-, 

n<;x n n 
Q(x) = I 

n<::x 

はx→ooのとき発散する。さらに次の評価が成り立つ。

1 . X 
-sm-
n n 

P(x) = Q(loglogx), Q(x) = Q(JI両面面．

積分平均に閲して，Segal[Se](1972)はBessel関数を用いる次の展関式を与えた。

Jx 00 I 1 . t 冗 l 冗 2 I 

O n=l訂m;;出 =2x-2+い） n苫nzJ0(2⑫五i).
上記の結果 [Se]に示唆され，鹿野健氏 [Kn]は指標付きの場合に Voronoi型和公式を

示した。

定理 2(鹿野，1976)法Kの原始的Dirichlet奇指標xに対して次が成り立つ。

f x~n) s叶＝ーや(x)~苫加）｛幼(2y'2冠可）+ iYo(2y'2盃草） • (3) 
n=l 

｝ 
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鹿野氏は偶指標の場合，cos(x/n)の場合などにも同様のBessel関数を用いる展開式を

与えている。証明にはBemdt[Be]による Poissson和公式のxー類似を援用している。
等式(3)はオリジナルのVoronoi和公式の見事な類似であるので，よく知られた結

果であるが比較のため挙げておきたい。

定理 3(G. F. Voronoi, 1904)約数関数d(x)に対して次が成り立つ。

L d(n) 
1 2 00 冗

n:s;x = xlogx+ (2y-l)x-4―元xi~苔d(n)n―2杯(4冗fax)十2Y1(4冗fax)}-

3. 指数型母関数の漸近挙動

一方，指数型ゼータ母関数という視点・文脈において Chowla-Hawkins[CH]は次

のような評価式を得た。

定理 4(Chowla-Hawkins, 1962)級数

00 s(m) 
Go(x) = L (-xr (lxl <十00),

m! m=2 

はx→十ooのとき，次の漸近公式を持つ。

1 
Go(x) = xlogx+ (2y-l)x+ — +O(e―A嘉）．

2 

ここでAはある正定数である。

誤差項の研究が進められる中で，Buschman-Srivastava[BS]は実パラメータ，桂田昌紀

氏[Kt]は一般の複素パラメータを含む次のような級数を導入した。

定義2(Buschman—Srivastava, 1993. 桂田， 1997)複素パラメータ VECに対して次
を定義する。

Gv(x) = L OO s(m-v) (-x)匹
m>Rev+l ml 

(4) 

関数Gv(x)の評価について，桂田昌紀氏 [Kt]により Mellin-Barnes積分表示を用いて

次の評価式と Voronoi'型和公式が証明された。

定理 5(桂田， 1997)(i)条件v(/_{-l,0,1,2,... }のとき

lRev+l」 (-xt
Gv(x) = I'(-v-l)xv+l - L ((n-v) +C§v(x), 

n=O 
n! 
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と定める。空和は零とみなす。

(ii)条件VE{-1,0,1,2,... }のとき

Gv(x)~(-!)'(; ぐい (logx+2yー図）—図S(n-v)(~t予(x),
と定める。

このとき，残余項<:1v(x)は任意の正定数C>Oに対して次を満たす。

<:1v(x) = O(x―c). 

ここでひ定数はCとVにのみ依存する。さらに次のような展開式が成り立つ。

<:1v(x) = 2 L (2冗in/x)(-v-I)/2e2加 nKv+1(2v分元函）. (5) 

nEZ,nヂ0

4. 主結果

Dirichlet級数表示 (1)と母関数表示 (4)を比較して，条件s(/_ {1,0,-1,-2, ... }の

下で次が容易に確かめられる。

00 exp (一入/n) oo (—入）m
I 

lRe(-s+l)」(—入）m
= L s(s+m) = G_s(入）+ I s(s+m) 

n=l 
ns 

m=O m! 

=I'(s-1)入1-s+広（入）．

このとき

m=O 

命題 1(N.)関数<;§_s(入）は次のHankel路積分表示を持つ。

1 (0+) 砂—1)/2eu/入

広（入）＝冗iかJ_oo l -eu/入い(2y'u)du.

この稜分表示は桂田の和公式(5)の別証明を与える。

m! 

モジュラー群上の正則Poincare級数の逆Mellin変換されたFourier級数の内部に

新種のDirichlet級数が存在することを報告者は看取し，このゼータ関数(J-Besselゼー

タ関数）について Hankel路積分表示を与えた [Nol]。Poincare級数がFourier級数展

開を有することはJ-Besselゼータ関数がある種の関数等式を有することを強く示唆

していたが， Hankel路積分表示を経由することにより期待されていた関数関係式と

母関数表示を導出した。拡張された（関数等式を仮定しない）Selbergクラスの研究に
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おいて Kaczorowski-Perelli([KPl], [KP2])が導入し解析接続を示した非線形twistの

Dirichlet級数のクラスに，上記[Nol]において定義したJ-Besselゼータ関数は積分表

示•関数関係式を持つ具体例として含まれる。

同様に (2)で定義した指数型ゼータ母関数がHankel路積分表示を持ち，そこから

関数関係式が従うことを示すことができる。系としてモジュラー群上の正則Poincare

級数のFourier級数展開を導くことも自然に証明される。

定理 6(N. [No2])複素パラメータ zECについて largzl<冗/2と0< Re(z) :S 1と
し，入 EC¥{O}とする。このとき

Sexp.1(s; 入；z) =入万(s-1)+入-.s1(0+) u(s-1)/2どu/入し(2凶）du 
冗l ooei0 1 -eu/1 

が成り立つ。ここで 0は冗/2-min{O,argz} < 0 -arg入<3冗/2-max{O,argz}を

みたす値であり， /0+)はooei0を始点とする Hankel路を表す。右辺の積分表示はooei0 
sE {1,0,-1,-2, ... }を除いた全 s—平面上への正則な解析接続を与え，次の関数関係

式を導く。

Sexp.1(s; 入；z) + (-1)8 Sexp.1~; —入；1-z) 

=2冗ie―冗isL(2冗in/入）(s-1)/2e2nizn Is-l (2V2戸）．
n=l 

特に x 疇， O<xsl および入€恥>0 の条件の下で，次の変換公式が成り立つ。

Sexp.r(s; 入；x) =が—sr(s-1)+2 L (2冗in/入）(s-1)/2e2冗ixnKs-1(2J五五瓦）．
底 Z,nヂ0

定義3(正則Poincare級数）モジュラー群SL(2,Z)上の重さ Kのm-thPoincare級数

は次で定義される。

磨(z):= (-ll L e(my(z)) 
{c,d} (cz+d)k 

和は完全既約代表系roo¥r竺 {(c,d)E Z2 I gcd(c,d) = 1, c > 0 ore= 0, d = 1}の元
r= (; j)をわたる。

定理6の系として次を得る。

系1(正則 Poincare級数のFourier級数展開）

00 

P/:i(z) = (-1 le(mz) + (-1ド2さ(n 2 旦 00 1 

m 
-) L -Kc(m,n)Jk-1 (虹,/mn)e(nz). 

C C 
c=l 
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ここでKloosterman和は次で定義される。

Kc(m,n)~";j苔"'C(三）， (dd三 1 mode). 

5. 非正則 Poincare級数との関連

非正則Poincare級数と関連する Sexp.1(s;入；z)の非正則・双方向版である

Sexp.n(s; 入；z) := I 00  exp{—入/(n+z)}

n=-oo ln+zls 

については，現在のところ完全な Hankel路積分表示は得られていない。特別な条件

の場合については，テータ変換公式を経由してある種の積分表示が得られる。
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