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カレントゆらぎ母関数の操作的公式

東京大学大学院総合文化研究科 根本孝裕1 佐々真~2

はじめに

この報告は、研究会における佐々による口頭発表「高次カレントゆらぎ、非線形輸送、

変分京理」、根本によるポスター発表「非平傷定常系の流れのまれiこおこるゆらぎを実験

で測定するための変分公式」に対応する。これちふたつの発表では、最近われわれが見出

したカレントゆらぎ母関数の操作的公式[1]について、その背景や技巧的詳細を論じた。

この報告で辻、文献[1]と辻異なる説明の仕方でその公式を導出することで公式の新たな

劉面を描くことを目的にする。

平衡統計力学におけるキュムラント母関数

本論に入る前に、熱力学変数のゆらぎ(キュムラント)母関数についての平模統計力学

における議論を復習する。具体的に、 N留のサイトからなる格子上にスピン {Si}が配置

された系を考える。この系のハミルトニアン冗は次式で与えられるとする。

ト一万二万二人jSiSj-Hl_二Si (1) 
i=l j=l i=l 

Ji ，j は隣接サイト対だ ~tに正の一定誼をもっとする。 H はこの系に加えちれた議場である。

このハミルトニアンを用いた逆温度βのカノニカル分布による平均を (-)s，H と記す。こ

の系において、 lサイトあたりの平均議化]¥11= L~:l SdN'こ対するキュムラント母関数
Gβ，H(h)は

Gm(h)=Jim4矧 FfN)m
.1'1ー→00 1可

(2) 

で定義される。このとき、
αコ l-.k

Gs，H( (3) 

によって定義される係数Ckは、磁化Mのゆらぎのた次キュムラント (=より低次のモー

メントによる寄与をのぞいたモーメント。高次になるほど、よりまれに起こるゆらぎの晋

報を含むむ)を (l'vlk)cと置いた時に、 Ck= limN→∞(1i1k)cNk-1となることが知られてい
る。その一方、 g(，8，H)をこの系のギブス自由エネルギー密度とすると、 (2)式より、
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f非平衡系の物理一非平衡ゆらぎと集毘挙動-J

が得られるむさらに、勾(，s，H)/8H = (1VJJs，Hよ今、

δGβ，H(h) 
ρ = (1¥!f) s，H +h/β (5)  δh ，_.-lfJ，.J...lT'''1 

が成ち立つことが分かる。従って、平衡系の熱力学変数については、その変数のまれに起

こるゆらぎを決めるキュムラント母関数を、別の平萄状態におけるその変数の期待笛から

決めることが出来る。

モデル

l次元リング上のブラウン粒子を考えるむその運動方程式はランジュパン方程式

dx ( t ) 1 T，1/ __ f -'-¥ ¥， /2T 
一一 = ~F(x(t)) + ，/午ご(t)dt !̂ - ¥ --¥ -J J • ¥f !̂ (6) 

で記述されるとするむここで、x(t)E [0ぅL)はブラウン粒子の位置を表す確率変数であり、周

期境界条件を溝たす。 F(x)はブラウン粒子に鵠く力でるり、 F(x)= -8U/δz十fとして、
間期ポテンシャルU(x)による力と均一駆動力fに分けることが出来る c マはブラウン粒
子の抵抗捺数、 T は落媒の温度 (kB 二 1) 、そしてと(りは(~(t))ニ仏(ご(t)ごい))=d(t-s)
を満たすホワイトガウシアンノイズである。粒子の時間平均速度V仰は

内)=if4 (7) 

と与えられ、この時間平均速度に対するキュムラント母関数G(h)は

仰 )=lim;iog円勺 (8) 

と定義される。

最大固有僅による表現

G(h)をある演算子の最大臣有{直と結びつける o X(t) = tV(t)で粒子の変位の総和を定
義すると、この確率変数X(t)εRほ、ランジュパン方程式

(t) 1 T:11 _1-，-¥¥， j2T コγ=ず(x(t))十Vヤ (9) 

iこ従う。よって、 x(t)がある鐘z、X(t)がある笹Xをとる同時確率密実pいうXうのは、フォッ
カー・プランク方程式

δ'p(xぅX，t)= ιFF)[p(zlj)i 
8t 

(10) 
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を満たすむここで、

(x，x) r 1 (δ F(x) ¥ ， T (δ2 ¥ F(x) (δ¥  ， T (82 ¥ ， 2T ( ♂¥  
乙与l]= - (一一一 j十一(;;~?'l 一一一 (-j+ 一(一一}十一( ~~~~"V". 1 

¥δx I ) γ¥δx2 ) γ ¥8X) γ¥δX2) ， I ¥δx8X) 

である。 qh(X，t) = fごodXehういうX，t)とすると、 (10)式、 (11)式より、 qh(X，t)の時間
発展方程式を

ヨh(X，t) ~(x) δ;' V! = L:hX) [qh(X， t)] 
として導出出来る。ここで漬算子ι?の具体的な形泣

(x)r 1 ( 8 F (x) ¥ I T (82 ¥ I F( X L~ ，T L 2 2T L (δ¥ 
G T-i=-17一一)十一 [τ_?1十一-h-+-h---h(γ) (13) 

¥OX I ) I ¥OX“) I 1"¥( I ¥ OX ) 

となる。従って、この演算子乙iz}の最大国有種をおとすれば、十台大きい tに対して、
{戸(の)= (ehX(吟)= JOL dXqh(X， t) f'V eAhが成与立つことから、

(12) 

G(h)ニ入h (14) 

が得られる。この結果はよく知ちれており、例えば、文献問でも上記の方法で導出され

ている。

富有関数による表現

二乗可積分な周期関数の空間に作用する演算子三?の冨吾橿問題を考える口区間[0ぅL]
をη舘に分暫し、分割幅をムzとする (ηムzニ L)。微分演算を

δf f(X +ムx)-f(xームx)
(15) 

δx 2ムz

δ2f fh十ムx)+ f(ヱームx)-2f(x) 
(16) 

δジ ムジ

と置き換えることで、演算子ば)を η×η行列Mηで近叡できる O このとき、行列1，l!nは、

ムzがある隼よりも小さいなちば、 (i)成分が全て実数、 (ii)非対角成分が非負、及び(iii)

既約となる。従って、ペロン・フロベニウスの定理(携えば、 [3]を参照)により、行列

比に対して次の条件を満たす富有ベクトル23}が春在する 5

122)の成分は全て正である。

223)に対応する国有値λ3)は実数でるり、かっ、縮退がない。

3λ2以外の全ての固有値入制に対して、指)> Re[入叶

q
L
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ここで、 n→ 00の極限を考えることで、二乗可積分な潤期関数の空間に作用する演算子

ιr についても、入3)の極限として最大国有誼んが得られ、 23)の極限として正誼の国
有関数れい)に収束することが期待される。数学的に薮密な議論を行うには、この極限を

丁寧に扱う必要がるるが、ここでほ極限操作の妥当性を仮定して議論をすすめるむ

ι?に共役な演算子ιr)?は、任意の二乗可積分な周期関数f(x)，g(x)に対して

{ dx(f (x))*C~x) [g (x)l = { dx(f(x))*ι~x) [g (x )] = I dx (乙~x)t[f(x)])*g(x) (17) 

を満たす演葬子として定義される。ここで、(・)本は・の複素共役をあちわす。具体的には、

L~x)t tま
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と求められる。 ιF?についても最大富有植は九であり、対応する匝有関数似x)は正笹
である。従って、 log仇(り ERなる量を考えることができる。

このとき、仇(x)についての恒等式

δ仇(x) δlogq)h(X) 
8x 仇(x) δz

δ2仇(x) 1 1..¥ 1δ210g q)h(X) . (8log仇(x)¥21
-2--仇(x) ) -~-å;;1t ¥ ~! + \δ~L\~J) ( 

を用いることにより、固有値方程式

乙r〉↑[九(x))=λhOh(X) 

(四)

(20) 

(21) 

を、 log仇(x)に対する式

入h=平(:x]og<Th( 
に書き換える。この手法は、 Cole-Hopf変換として知られている。

操作的公式

時間平均速度に対するキュムラント母関数を実験で測定する公式を得るために、平欝

統計力学の結果を踏まえて、対象としている系とは到の非平欝定常状態の測定量と、も

との系のキュムラント母関数とを結び付けることを考える。まず、具体的に、別の非平横

定業状態として、もとの系に余分な外場w(討を加えた別の系の定常状態を用いるむそし
て、 F(吟の具体的な形を知ちなくても、実験によって直接溜定することが出来る量でキュ

ムラント母関数を構成するために、 (22)式から、別の定常状態における測定量を用いて
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F(x)を消去することを考える。そのために、別の定幸状態における確率密度を決定する

次式を用いる。
Tδρ〈初)(x) ， p(ω>(x) 

V(W) L-1 =ーナ 十一一一(F(x)十切(x)). (23) 
~δX 'y 

ここでVC叫は別の定常状態での粒子の平均速度、 p(同(x)は関の定常状態での粒子泣置の
確率密度でるる。実際に、 ρ(W)(x)を(22)式の両辺にかけて、 (23)式を用いて F(x)を活

去し、その式の両辺を zで積分する。その結果と (14)式を合わせると、

寸 rL

G(h) = hV(w)十三士 IdxpW(x) {句作)2-2Uh(X)ω(x) } 
を1I Jo 

(24) 

をf尋る。ただし、

仰)ニ2T(:X log<Th(x) + h) (25) 

と定義したc 最後に、 (24)式の両辺をhで微分し、 w(x)にUh(X)を代入すれば、平萄統
計力学における (5)式に対応した

δG(h) 
一一一=下町) (26) 
δh 

を得る。この式は示唆的ではあるが、実験によってG(h)を決定する立場からすれば、同(x)

の情報が必要になる。実際に実験で同(討を決定するために、 (24)式を利用することが出
来る [1]0また、 (24)式iこおいて同(X)2-2Uh(X)ω(x) =一切(X)2+ (Uh(X)一切(x)?とし
て、 ρ{ω)(X)> 0を用いれば、次の変分公式が得られる。

G(h) = m認 IhV(w) -土(おい)2)W1 . (27) w--I 壬Try ¥ --¥ --J I U/  I 

ここで(.λは、余分な力切(X)を加えた別の系の定常状態における平均量である。この変
合会式は椙加性原理(additivityprinciple[4ぅ5ゥ6ぅ可)と密接に関捺している G これらの詳

掘については文献(1]を参照されたい。

展望

本報告で用いた手法辻、多次元ランジュパン系に拡張することが可能で、ある。また、相

互作用のある多粒子系に対して同誌の公式を導出することも可能である。ただしその場合

には、余分な力が粒子間の相互作用も含んだ力になってしまい、実験で用いる立場からす

ると産接的に害用な形にはなっていない。しかしながら、この公式を経由することで今ま

で計算できなかったことが計算され、測定できなかったことが鴻定できるようになると期

f寺している。
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