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§1. ィントロ

正の整数NをN= 24a+b X（奇数） （a E Z, 0 ::; b ::; 3)と表した時p(N)= 8a＋沙と

定義する．整数p(N)はNのフルヴィッツラドン数と呼ばれ，二次形式の合成の研究[4,11]

や球面上のベクトル場の研究[1]に現れる事で有名である．本稿では，フルヴィッツラドン

数が等質空間への固有作用の研究にも現れる事を説明したい

我々の主定理の特別な場合を説明する為に幾つかの概念を思い出す．即p+q上の標準的

な符号(p,q)の二次形式を Qp,q(x)と書く．この時，民p+q+lの二次超曲面

X(p,q) = {x E艮p+q+lI Qp,q+l (x) = -1} 

を考えよう． X(p,q)には二次形式Qp,q+1(x)の制限によって符号(p,q)の擬リーマン構造

が定まる．実はX(p,q)のこの計量に関する断面曲率はー1で一定であり，さらにO(p,q+l) 

がX(p,q)の等長変換群になる．等質空間としてはX(p,q)'.::::'. O(p, q + 1)/0(p, q)という

表示を持つ． X(p,q)はp=Oとq=Oの場合（リーマン多様体の場合）はそれぞれ球面と

実双曲空間（正確には実双曲空間の二つの非交和）， p=lとq= 1の場合（ローレンツ多

様体の場合）はそれぞれド・ジッター空間と反ド・ジッター空間と呼ばれる．ここで，計量

をー1倍すれば断面曲率の正負と計量の符号はそれぞれ入れ代わる事に注意されたい．

擬リーマン空間形とは，測地的完備で断面曲率が一定の擬リーマン多様体の事を言う．

例を構成するにはX(p,q)の不連続群による商空間を取ればよいここでX(p,q)の不連

続群とは，等長変換群O(p,q+ 1)の離散部分群rであって， X(p,q)に固有不連続かつ自

由に作用するものである．この時，商空間r¥X(p,q)は自然に多様体構造を持ち，商写像

X(p,q)→r¥X(p,q)が被覆写像になり，この被覆写像を通して商多様体r¥X(p,q)もま
た負曲率を持つ符号(p,q)の擬リーマン空間形になる．実は， q# 1の時は，負曲率を持つ
符号 (p,q)の擬リーマン空間形はいX(p,q)と等長同型になる事も知られている（例えば

[12, Theorem 2.4.9]). q = 1の時はX(p,q)の普遍被覆の商空間まで考える必要がある．
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球面 (p= 0)の不連続群はWolf[12]に詳しく，双曲空間 (q= 0)の不連続群は双曲幾

何学における研究対象であり今もなお広く研究されている．我々は非リーマン幾何の場合

(pqヂ0)には不連続群の研究にどの様な新現象が起こるかに興味がある．

不連続群の定義において，作用の自由性の条件を落とせば商空間いX(p,q)は多様体

にはならないがorbifold(V-manifold)の良い構造を有する．一方で，固有不連続性の条件

を落とせば商空間はハウスドルフにすらならない．非リーマン幾何ではリーマン幾何とは

対照的に，作用の固有不連続性の条件が等長変換群の離散部分群に大きな制約を課す．こ

の新しい困難が非リーマン幾何における不連続群の理論に興味深い現象を引き起こす．

一つの具体例として Calabi-Markus現象を挙げよう． X(p,q)の等長変換群O(p,q+ 1) 

はpヂ0の時には非コンパクトであり無限離散部分群を豊富に有する．しかし， p<q+l

の場合にはその様な離散群は全て X(p,q)に固有不連続に作用しない ([2,6]）．この様に，

「等質空間 G/Hに固有不連続に作用する Gの離散部分群が有限群しかない」という現

象はあるクラスの等質空間G/Hで起こり， Calabi-Markus現象と呼ばれる．小林俊行氏

はどの様な等質空間で Calabi-Markus現象が生ずるかを解明しただけでなく ([6,7])，特

にGが簡約リー群の場合には，離散群の G/Hへの作用の固有不連続性の GのCartan射

影を用いた簡明な判定法を確立し ([6,8]），さらには Clifford-Klein形 r¥G/Hの大域幾

何・大域解析の理論を創始された ([9,5]等）． X(p,q)に話を戻すと， p<q+lである事

とX(p,q)でCalabi-Markus現象が起こる事が同値になる． 2N-1次元の X(p,q)にお

いて， Calabi-Markus現象がいつ起こるかを以下の様に図示しておく．

(2N - 1, 0) (2N -2, 1) (N, N - 1) (N - 1, NJ (1, 2N -2) (O, 2N - 1) 
0 0 

゜
0 0 

実双曲空間 反ド・ジッター空間 本稿が扱う例 ド・ジッター空間 球面

無限群からなる不連続群が存在する Calabi-Markus現象が起こる＝不連続群は有限群のみ

図 1.2N -1次元のX(p,q)(p+q=2N-1)とCalabi-Markus現象

本稿では， Calabi-Markus現象が起こらないギリギリの場合では，（ある程度不連続群

はあるにも関わらず）不連続群の群構造に非常に強い制約がかかるのではないか？という

事を将来の問題として提案したい．その一つのエビデンスを示す為に， X(p,q)の不連続群

の連続群版を考察する次の問題を (p,q)= (N,N -1)の場合に研究する．

問題 1.1.X(p,q)に等長かつ固有に作用するコンパクト因子を持たない連結半単純

リー群の同型類を分類せよ．

ここでリー群Lの多様体Xへの連続作用が固有であるとは， Xの任意のコンパクト部

分集合Sに対して{z E L I (z • S) n s -; 0}がコンパクトになる時にいう．従って，コンパ
クト群の連続作用は常に固有であり，離散群の固有作用は固有不連続作用である．

問題 1.1で，等長かつ固有な作用全てを分類するのではなく，その様に作用し得るリー

群の同型類のみを考える事がミソである．実際，（p,q)= (N,N -1)の場合には，問題 1.1

の答に（少なくとも筆者にとっては）驚くべき事にフルヴィッツラドン数p(N)が現れる．



定理 1.2(K.-Tojo). Lをコンパクト因子を持たない連結半単純リー群とする． Lの

X(N,N -1)への等長かつ固有な作用が存在するには， Lが不定値スピン群 Spin(n,1) 

(2 ::; n::; p(N)）とリー群として同型である事が必要十分である．

X(N,N-1)の等長変換群O(N,N)は膨大な量の非コンパクト単純リ一部分群を有す

るが， Spin(n,1)と（局所同型であっても）同型でなければ，それらの作用は決して固有で

はない事が上記の定理から分かる．但し， Spin(2,1) c::: SL(2，艮）， Spin(3,1) c::: SL(2, C), 

Spin(4, 1) c::: Sp(l, 1), Spin(5, 1) c::: SL(2, lliI)の例外的な同型には注意せよ．

§2． 定理1.2の証明のアイデア―何故フルヴィッツラドン数が現れるか？

定理 1.2の要点は以下の二つである．

• Lをコンパクト因子を持たない連結半単純リー群とした時， LがSpin(n,1)とリー群とし
て同型でなければ， LがX(N,N-1)に等長かつ固有に作用しない；

• Spin(n, 1)がX(N,N-1)に等長かつ固有に作用するにはn::; p(N)が必要十分．

前者にも何故Spin(n,1)なるリー群が特別なのかという興味深い点はあるが，本稿では後

者の何故フルヴィッツラドン数が現れるかに関するアイデアを簡単に紹介したい．

§ 2.1． フルヴィッツラドン数のリ一環を用いた新たな定式化

まず Hurwitz-Radon-Eckmannによる古典的な結果([4,11, 3])により，

p(N) = max{n EN I民線形写像f：町→ M(N星）が存在して

任意の VE田に対してげ(v)f(v)= llv||土INを満たす｝

が成立する事を思い出そう．実は，この等式の右辺はX(N,N-1)の等長変換群のリ一環

g =,so(N, N)を用いて再解釈出来る．というのも， Cartan分解g= £+pとgの自然表現

L: g→ M(2N,C)を用いると，次が成立する事は（そう認識できれば）直ちに確認出来る．

(2.1) p(N) = max{n EN I股線形写像f：町→pが存在して

任意の VE町に対して i(f(v))2= llvll出I2Nを満たす．｝

話が少し脱線するが，（2.1)の右辺は簡約リー環g=£+pとその表現t:g→gC(N, C) 

の組(g,l)に対しても同様に定義され，組(g,l)に付随するフルヴィッツラドン数p(g,l)の

概念に自然に導かれる． gが古典型で Lがその自然表現の場合には，その値が周期 8の列

... cso(N, N) c g((2N凪） C,sp(2N，良） c,sp(2N,C) 

csp(2N,2N) c g((4N,lliI) cso*(2(8N)) cso(16N,C) 

cso(16N, 16N) c... 

とパラエルミート対称対の性質とを組み合わせて計算できる（講演中に説明済み）．
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§ 2.2. X(N, N -1)への固有作用とフルヴィッツラドン数の関係

図1の様にX(N,N-1)はCalabi-Markus現象（不連続群が有限群しかない）が起こ

らないギリギリの対称空間である．それだけではなく， X(N,N-1)は等長かつ固有な

SL(2，股）作用を持つギリギリの対称空間である．正確に言えば， X(p,q)が等長かつ固有

なSL(2虞）作用を持つ事と， 「p>q+l」あるいは「p=q+lかつpが偶数」である事

が必要十分である ([10])．小林氏の固有性判定法 [8]と幕零軌道のDynkin-Kostant分類を

組み合わせて，奥田隆幸氏 [10]は半単純対称空間への固有な SL(2，良）作用を組み合わせ

論的に徹底的に調べ上げたが，奥田氏の手法を用いると X(N,N-1)には固有SL(2鼠）

作用がある意味少ない事が観察される．この観察が鍵となり，次の補題が証明される．

補題 2.1.リー群の準同型'-P:Spin(n, 1)→ O(N, N) (n 2: 2)を通して Spin(n,1)が

X(N,N -1)に固有に作用するには，ゃと包含O(N,N)→ GL(2N,C)の合成で得られる

Spin(n, 1)の表現の各既約成分に SO(n,1)を経由するものが無い事が必要十分である．

上記の補題により，固有性の条件がSpin(n,1)の表現論的条件に置き換わる． X(N,N-

1)への固有作用とフルヴィッツラドン数p(N)の関係を示すには以下を証明すればよい．

命題 2.2.自然数nに対して n:S p(N)が成立するには，次の二条件を満たす連続表現

T: Spin(n, 1)→ GL(2N,C)が存在する事が必要十分である．

•表現 T の既約成分に Spin(n,1)→SO(n, 1)を経由するものが無く，

• Tの像はO(N,N)に含まれる．

ここではフルヴィッツラドン数の再解釈 (2.1)がどう活きるかを見る為に，命題2.2の

必要性の証明のスケッチを与えよう．以下の証明ではクリフォード代数C(n)と不定値の

偶クリフォード代数Ceven(n,1)を用いる．

（命題2.2の必要性の証明のスケッチ）．包含写像,so(N,N)→g[(2N, C)をlと書き，適

当な Cartan分解,so(N,N)= t+pを取る． n:S p(N)とすると，等式(2.1)から，民線型写

像f：町→pであって任嵐の VE町に対して， L(j(v))2= llvll2 I2Nが成立するものが取
れる．クリフォード代数C(n)の普遍性を用いて， lOjは艮代数の射F:C(n)→M(2N, C) 

に拡張される．さらによく知られた股代数の同型TJ:C(n)→ Ceven(n, 1)を用いて，股代数

の射FoTJ―1:Ceven (n, 1)→M(2N,C)を得る．これをSpin(n,1)に制限する事でリー群の

連続表現T:Spin(n, 1)→ GL(2N,C)を得る．表現Tが偶クリフォード代数Ceven(n,1)の

表現に由来する事から， TはSpin(n,1)の（半）スピン表現（これはSpin(n,1)→SO(n, 1) 

を経由しない）の直和に分解する事も分かる．

T(Spin(n, 1)) c O(N, N)である事を示そう．これは先程の同型TJ:C(n)→ Ceven(n, 1) 

において，町の像が,spin(n,1)のCartan分解のp部分Pspin(n,1)である事が効いている．

さて， Tの微分表現dTはFo TJ―1: Ceven(n, 1)→ M(2N,C)の,spin(n,1)への制限であ

る事は直ぐに確かめられる． よって， dT(Pspin(n,l))C Pが分かる． リー環,spin(n,1)は

Pspin(n,1)で生成されるから， dT(Epin(n,1)) c,so(N, N)を得る．さらに Spin(n,1)が連結
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である事から T(Spin(n,1)) c O(N, N)が証明される．

-1 

胚in(n,l)二三罠n f
 p
 n n n l 

n―1F  
Ceven(n, 1)-て→C(n)~ M(2N, CC) 

u 

Spin(n, 1) 
T 

u 

GL(2N,C). 

上記の図は証明の状況を纏めたものである． ロ

命題2.2の十分性の証明は長くなるので割愛するが，その手法についてコメントしておく．

十分性の証明には，与えられた群Lの表現T:L→GL(N,C)がいつ古典型実リー群Gの自
然表現G→GL(N,C)を経由するかを調査する必要がある．この為にCartanや岩堀によ
る実表現の理論や表現の符号の考察に加え，次の命題が役に立つ．以下でS,Tc GL(N,C) 

に対して， gE GL(N,C)が存在してg―1SgCTとなる時SCrnt Tと書く事にする．

命題 2.3.群Lの有限次元表現T:L→GL(N,C)に対して，

ヨp,q E N, p + q = N かつ r(L)C1nt O(p, q)⇔ {T(L) CInt O(N,C)； 
T(L) Crnt GL(N，股）；

r(L) C1nt Sp(N/2,民)-｛T(L) CInt Sp(N/2,C)； 
T(L)こIntGL(N皇）；

ヨp,q EN, p + q = N/2かつ r(L)C1nt Sp(p, q)⇔ ｛T（L) CInt Sp(N/2,C)； 
T(L) Crnt GL(N /2, IHI); 

r(L) C1nt 0'(2(N/2)）⇔  {T(L) CInt O(N,C)； 
T(L) Crnt GL(N/2,IHI). 

命題2.3は古典群の良上の中心単純多元環を用いた実現を用いて統一的に証明される．

§3． 定理 1.2の一般化とその先の問題

X(N,N-1)の固有SL(2，民）作用がある意味少ないという性質（我々はProperty(VE) 

と呼ぶ）は，一般の古典型等質空間に対しても定式化され， Property(VE)を持つ等質空間

G/Hに対しては定理1.2と類似の結果が成立する．その際にはp(N)の代わりに，古典群G

のリ一環gの自然表現lに付随するフルヴィッツラドン数p(fJ,l)が現れる． Property(VE) 

を持つ単純対称空間は分類でき，以下の表にある G/Hと局所同型である．
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G H 

SL(2N凪） SO(N + l,N -1) 
SL(2N, C) SU(N + l,N -1) 
SL(2N, IHI) Sp(N + l,N -1) 
S0(4N, <C) S0(2p + 1, C) x S0(4N -2p -1, C) (0 :Sp< N) 
S0(4N,C) S0(2N + 1, 2N -1) 
SU(N,N) S(U(p,p + 1) x U(N -p, N -p-1)) (0□p < N/2) 
S0(2N,2N) SO(p,p + 1) x S0(2N -p, 2N -p -1) (0さp<N) 
S0*(4N) S0*(4p + 2) x S0*(4N -4p-2) (0 :Sp< N/2) 
S0*(4N) U(N + 1,N -1) 
Sp(N,N) Sp(p,p + 1) x Sp(N -p, N -p -1) (0:::; p < N/2) 

表 1.Property (VE)を持つ単純対称空間

Property (VE)を持つ等質空間G/Hに対して定理 1.2の類似が成立するという事実

は， G/Hに固有に作用する非コンパクト半単純リー群がある種少ない事を意味するとも

捉えられる．それでは， Property(VE)を持つ等質空間 G/Hには不連続群が少ないとい

うタイプの定理は存在しないだろうか？さらにはフルヴィッツラドン数p(g,l)が関係す

る剛性現象がG/Hのクリフォードクライン形いG/Hの幾何学に現れないだろうか？
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