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乗算確率過程が解析解を持つ場合の性質1

金沢学院大学 藤本祥二人石川温

ベキ分布を導き出すシンプルで強力な確率過程に、ランジ、ュバン方程式

Xn+1 = bηxn+fη ぅ (n = 0ラ1，2ぅ・・・) 、、2
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で与えられる乗算確率過程があるD ここで Xnは繰り返し更新される確率変数、九は乗算ノイズ

と呼ばれる確率変数、んはさ日算ノイズと呼ばれる確率変数であり、各確率変数は互いに無桔関で

ある。この確率過程が定常なベキ分布の据野を持つ分布に収束する条件が文献 [1]によって謂べら

れていて、その条件の 1 つ (b~) = 1からベキ指数 αを見積もることができる。

乗算確率過程によって生成される分布は裾野はベキ分布になるがある欝植以下の領域ではベキ分

亮から外れてくるように見える。ベキ分布から外れる領域がどのような形になるのか、乗算確率過

程の分布が寵単に求まる具体的なモデルを与えて調べることができる D 加算ノイズは定数 fn=C

Lこ取り、乗算ノイズ確率分亮p(bn)には次の 2つの場合を考える。

( 1 -p (bn = 0) 

p(bη) = < p (bn =入)

l 0 (other bn) 
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(bn =λ-1 ) 

(bn =入(>1)) 

(other 九)

(2) 

左の式をoor入モデル、右の式を λ-lor入モデルと呼ぶこと;こする。
o or入モデルの誰率分布は簡単に計算することができ、表1で与えられるc このモデルの場合

Xn十1 p(九+1) P三(Xn+1)
C 1-p 1 

C(l +λ) p(l -p) p 

C(l +λ+入2) p2(1 _p) p2 

C(l+λ十入2+・・・+入n-1) pn-1(1 _ p) pπ-1 

C(l十λ÷入2十・・+入n-1十入九) pn pn 

表 1:Oorλ モデルに於ける Xn刊の確率 P(Xn+1)と累積確率 Pどいη+1)

は (b~) = 1の条件から p= 1/入αぅα=log入p-1が得られ、。 < p < 1ぅα>0より入>1が

1この原稿は、京都大学基礎物理学研究所 2009年度研究会『経済物理学 2009jJでの発表を元に書かれている。
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定常なベキ分布になるための条件になるc 図工は入 >1の場合の累積分布である。大きな黒丸は

入=4， p = 1/8， C = 1の場合、小さな黒丸は入=1.1ぅp= 1/1.11.5， C = 1の場合の票積分布

入た+11 ，_ 

=C ぅ y= pl"， (k = 0， 1γ. .) 
入-1

(3) 

をプロットしたものである。式(3)の連続的な表現がU二D(x+E)ーへ D=(Cλ/(入-1))αぅE=

C/(λ りである。国1の沃色の直線はベキ分布の裾の斯近形 y=Dx一αを表示したものである。

ベキ分布からずれてるように見える部分は平行移動Eによる効果によるものであるc また、入=1

の場合法連続的な表記が y= pxjC-1である幾何分布に、入 <1の時は x= C/(l一入)に漸近す

る有騒な分布になる。

入 1or入モデルの場合は表1の時と違い η が1つ増える毎に h の敦りうる値が倍々と増えて

いくむそれでも η=20程度なら数値計算で寵単に計算できる。このモデルの場合は(昭)= 1の

条件から p= 1/(入α+1)ぅα=logλ(p-1 _ 1)が得られ、入 >1ぅα>0より p< 1/2が定常なベキ

分布になるために必要で怠る。密2はλ=4， p = 1/9， C = 1の場合の累積分布である。大きな黒

丸誌 X5、小さな黒丸は XlO、黒点は X20を表している。 η を大きくしていくと離散的な分布の関

が穂密になって行き定常な分布に収束していく様子が分かるむ灰色丸印は累積分布の尖りの強い

部分の値を累積分布の表から予想した式

入k+1 1λ/η¥
y=(一三ート (k =0う1，. • .) 

入 1 入 1ヲ¥1-vJ 
(4) 

をプロットしたものである。図 3は入二1.5ぅP二1/(1.51.5+ 1)ぅC二1の場合の累藁分布であ

る。大きな黒丸は X5、小さな黒丸は XlO、左の系列の黒点は X20を、一番右の系列の黒点はモン

テカルロシミュレーションの結果を表しているQη 二20程度で誌収束していないがモンテカルロ

シミュレーションの値に収束していきそうであるむ灰色丸印法式(4)をプロットしたものでカーブ

している部分でもある程度よい近似になっていると思われる G

¥
 
~。
@
 

Cコ
門 " 

o 
H 

。→'"_

、、'y.，"、、、
。寸も'-¥"、円 j 、亡、いo、、、

l ト

N I 向、、町
i 1 0 三、¥」 ー宅、、o寸志、、
MI ぃ、』一、色、、
~ハ、

"~ '1 I 、主¥
-;九 o寸“、
0.. M 

m 

o 
。

マョ
(主
A
n同

。 ?
巴
同

{
U
R
)
A
-

。
?
C
H
 

寸
己
同

、、、、
‘、

T
D
H
 

。

吟

r
G
H 守

C
H

?
由
同

@ 

Cコ ‘¥._. ?
邑
同

10-' 10. 10' 102 103 104 105 10. JO' 10' 10' 10. 10' 10' 10' 10垂 10' 106 

陸上 oorλ モデルの λ>1 
の場合の累積分布。

歯止 oorλ モデルの入 =4
の場合の累積分布。

国3:Oor入モデルの λ=1.5 

の場合の累積分布。

2つのモデルを考えたがどちらの場合でもベキ分布からのズレは平行移動の効果であると考えら

れるむ応用上は裾野はベキ分布で中間領域では対数正規分布になる定常なモデルが有用であるが、
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平行移動では対数正規分脊になるような効果は導き出せない。対数正規分布になるような効果を

組み込むに法文献[2]にあるように乗算ノイズに上手くら依存性を科すことが必要であると思わ

れる。
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