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Automorphism groups of almost complex GKM 

manifolds 

大阪公立大学 佐藤敬志

Osaka Metropolitan University 

1 Introduction 

GKM多様体とは、 トーラス Tの良い作用を持つコンパクトな多様体M であって、

その同変コホモロジ一環が次の情報から完全に決定できるものである。その 1つは孤

立した固定点集合であり、もう 1つは適切な余次元 1の部分トーラス T'の作用の固定

点集合として得られる 2次元球面たちである。この 2次元球面はTの作用で回転して

おり、北極と南極がT作用の固定点になっている。固定点を結ぶ2次元球面を辺とみ

なすことで、この幾何的状況をグラフとみなし、さらにその辺がどの部分トーラス T'

を用いたものなのかというラベルを辺に与えたものを M のGKMグラフという。特

にある頂点（固定点）に注目すると、辺のラベルがその固定点における接空間のウェ

イト空間分解を表している。 GKMグラフはGKM多様体の幾何学的な様子の要点を

分かりやすく表したものと言える。

GKM多様体M が概複素構造をもち、 Tー作用が誘導する接束の間の写像が概複素

構造と可換であるとき、 M を概複素GKM多様体と呼ぶことにする。このとき、固定

点における接空間のウェイト空間分解は概複素構造によって保たれ、 2次元球面に向

きが与えられ、 GKMグラフを有向グラフとして扱うことができる。

概複素多様体M の自己同型写像とは、概複素構造を保つ微分同相写像M→M の
ことで、コンパクト概複素多様体の自己同型群は次の著しい性質をもつ。

定理 1.1([1, Cor. 4.2 in p.19]）．コンパクト概複素多様体M に対し、 Aut(M)はLie

群になる。
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本稿では概複素 GKM多様体M に対し、恒等写像 id:M →M を含む連結成分
Aut0(M) c Aut(M) を考え、さらにその極大コンパクト部分群を Aut~(M) と表す。

本稿では次に示す [2]での結果について、特に筆者の興味のある部分について、具体

例を交えながら詳しく解説する。これは 2.3節で述べる GKMグラフの自己同型群が

Aut~(M) の情報を含んでいることを主張しており、 GKM グラフの新たな応用の可能

性を示唆する。

定理 1.2([2, cf. Lem. 2.3]）．連結な概複素 GKM多様体M に対し、 2.2節で述べる

次の群準同型写像は単射である。

W(Aut~(M)) → Aut宜M心M)

2 概複素GKM多様体とその GKMグラフ

2.1 概複素 GKM多様体とそのコホモロジ一

Introductionで述べた本稿で扱う幾何学的な対象を厳密にしておこう。

定義 2.1.奇数次のコホモロジーを持たないようなコンパクトな多様体M にトーラ

スTの作用があり、次の条件を満たしているとする。作用の固定点は孤立点であり、

各固定点pの接空間 TpMをウェイト空間分解した際に、そのウェイトがpairwisely

linear independentである。このとき、 M をGKM多様体という。

定義 2.2.GKM多様体M が概複素構造 Jをもち、次の条件を満たしているとする。

¢€T の作用が誘導する接束の間の写像 dゃについて

drp o J = J o drp 

である。このとき、 M を概複素GKM多様体と呼ぶ。

つまり、概複素 GKM多様体M では、 トーラスの各元が概複素多様体としての自

己同型を引き起こす。また、各固定点pの接空間TPMのウェイト空間分解は概複素

構造によって保たれる。

以下では、分類空間 BTの2次コホモロジー H2(BT;Z)とウェイト Hom(T,Sり
を同一視する。概複素GKM多様体に対し、その GKMグラフを次で定める。
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定義 2.3.概複素 GKM多様体 M のGKMグラフ (rM心M)とはグラフ rMと辺

のラベル付け aM:E(r M)→炉(BT;Z)の組である。グラフ rMの頂点集合は固

定点集合 v(rM)= Mrとする。辺はトーラス作用で不変な cplであり、ちょう

ど2つの固定点を含んでいて、後述する向きがある。この cplは「固定点の接空間

においてウェイト空間分解された各 1次元複素空間」の exponentialmapの像とそ

の無限遠点として得られるものでもある。この cplに対応するウェイトは 2つの固

定点のどちらから見るかによって符号が変わる。そこで 1つの辺は双方向に向きづ

けされているとし、その向き付けられた辺に始点でのウェイトを対応させる写像が

aM: E(rM)→印(BT)である。

向き付けられた辺eE E(f)に対し、 s(e)でeの始点、 t(e)でeの終点を表す。

注意 2.4.概複素構造をもたない GKM多様体でも GKMグラフが定義される。この

ときは向きを持たない辺を考える方が自然で、ラベルには符号の不定性を許す。

GKM多様体M のQ孫数同変コホモロジ一環HT(M):= H*(ET汀 M)を考え

る (ETは分類空間BT上の普遍束の全空間、つまり Tが自由に作用する可縮空間）。

このとき、固定点集合の包含写像1.,:MT→M は単射準同型

1.,*: H:;,(M) →附(Mり~ E9Hi,(pt)竺 Map(Vい），H*(BT;(Q)) 
MT  

を導くことが知られている。このとき、その像の元は多項式の組であり、非常に具体

的に表示・計算することが可能である。特に次の定理がある。

定理 2.5(cf. [3], [4]). GKM多様体のQ係数同変コホモロジ一環は次で与えられる。

Imド＝ ｛f I f(s(e)) -J(t(e))三 0 (mod a(e)) fore E E(rM)} 

整係数の場合でも、少しの仮定があれば、同様に計算できる [5,Thm. 3.1]。

また、 ET汀 M→BTにより誘導される H*(BT)→H:;,(M)の像はH*(BT)に
値を取る定数関数となっている。ゆえに

H*(M)口附(M)/(H>0(BT))

から通常のコホモロジ一環が復元できる。
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例 2.6（最も簡単な例）． (Cpl={(x: y) I (x,y)# (0,0)｝に TlC (CXがt・ (x : y) = 
(tx: y)で作用していると固定点が(1: 0), (0: 1)であり、それを結ぶ辺があり、 (0:1) 

から (1: 0)へ向かう辺のラベルは tと書くことにする。（もし Tl-作用が2倍の回転

t ・ (X : y) = (t2 X : y)なら 2tである。）また、 t・ (X : y) = (tx : y) = (X : C 1 y)であ

り、 (1: 0)から (0: 1) へ向かう辺のラベルは—t である。

他にも CP2は(t1,t2心） ET3が(t1,t2心）• （x : y : z) = (tix : t2y : t3z)で作用

し、その GKMグラフは (1: 0: 0), (0: 1 : 0), (0: 0: 1)を頂点に持つ 3角形になる。

(1: 0: 0)と(0:1: 0)を結ぶCP1は{(x:y: 0) I (x,y) # (0,0)}である。この (Cpl
はt1=わが定める部分トーラスの固定点集合である。他も同様で、ゆえにラベルに

は土（ti-わ），土(t1-t3)，土(t2-t3)が現れる。下にこの GKMグラフを描いた。視

認性のために辺の向きとラベルは片方のみを書いた。ここでの T3-作用は効果的では

ないが、効果的な作用に限定するより、この方が分かりやすい作用であると思う。

(0:0:1) 

t3 -t1 (0 : 1 : 0) 

(1 : 0 : 0) 

さて、その同変コホモロジ一環を計算しよう。 T=T3 とする。まずは H*(BT)—加

群としての基底を示そう。各頂点に次のように ti,t2, t3の多項式を割り振れば良い。

ー 朽ーt1

ー

(t2 -t1)(t3 -t叫

t2 -t1 

゜
ー

゜ ゜明らかに Hテ(M)C Map(V(rM),H*(BT)) = Map(V(「M),Q[t1, t2ふ］）はこの 3

つで張られている。真ん中の関数を xとすると、 x(x-(t2-t1)）で右の関数が得られ
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る（和や租は頂点ごとに計算される）。さらにx(x-(t2 -ti))(x -(t3 -ti)）は定数

関数 0 である。ゆえに次数付き H*(BT)—代数として

Hi,(CCP2) ~ H*(BT)[x]/(x(x -(t2 -t1))(x -(t3 -ti))) 

であり、通常のコホモロジ一環に落とすと次を得る。

H*(CCPり竺Q[x]／（砂）

例 2.7（複素多様体でない例）． s6には、次のようにして概複素構造が入る。八元
数の純虚数部分を考え、自然に実 7次元空間（正規直交拮底 e1,...,e7,ef = -1, 

e凸＝ーe］・ ei) とみなし、その単位球面炉を考える。ある数尤€炉における接空間

Tiやは、ゎに直交する純虚数全体と同一視でき、この接空間に左からゎを掛けると

接空間の変換を引き起こす。八元数は非結合的 (i-/= j -/= l -/= iでeiej=士elとなら

ない ei,ej,elに対し、 ez(eiej)= -(ezei)ej (= (eiez)ej＝一ei(ezeリ））であるが、

叫eiej)= -e]であり、分配法則は成り立つので尤を掛けることを 2回行うと接空

間をー1倍することが分かる。これで炉に概複素構造が入った。これは複素構造で

ないことが知られている。

四元数の基底 eo= 1, e1, e公玲 (e1e2= e3)に右から e4を掛けて（添字を 4増や

し）八元数の基底を得るとすれば、士¢を固定点とする 2次元トーラスの作用が S6

に入る。これを説明しよう。ゎ€炉を

x = r1 cos01釘＋乃cos02向＋乃cos0匹3+ r4e4 
r1 sin 01低＋r2sin0坪 6+ r3 sin0匹 7

とパラメータ表示する (rr＋母＋吋＋叶＝ 1)。ひとまず概複素構造 Jを忘れて

¢=（外霧四） ET3の作用（今はやiEゞ＝股／21rZとみなしている）を

ゃ・ X=八COS（仇＋ 'Pl)釘十r2cos(02 +や2)e2+乃cos(03+ ({)3）玲＋八釘
r1 sin(01 +釘）低＋乃sin(02+四）e5+ r3 sin(03 +四）e7

で定める。このとき、 dcpo J = J o dcpを滴たす⇔四＋四＋ 'P3三 0(mod 21r)で

ある。この 2次元部分トーラス Tが炉に作用し、炉は概複素 GKM多様体になる。

非常に簡潔な結論が得られ、計算の過程に八元数の神秘性が垣間見えるところが面白

いと思う。

結局、この炉の GKMグラフは 2つの頂点土e4を持ち、それを結ぶ辺が3本あ

る。その 3つの cplはr1,乃， T3のうち 2つを選んで 0に固定することで得られ



100

る。ラベルには土t1，土ゎ，土朽が現れる (tiE Hom(T, Sりに取り直して上を書き換

えた。 ti+t2 + t3 = 0に注意）。点ーe4における概複素構造はーe4を左から掛けて、

-e4釘＝ e5,-e4e2 = e5, -e4玲＝ e7であり、上のパラメータ表示による回転の方

向と一致することに注意。炉の GKMグラフ（やはり向きとラベルは片側のみ表示）

を下図左側に、同変コホモロジーの H*(BT)—加群としての基底を下図右側に示そう。

e4 1 t1ゎt3

-e4 

ー ゜右の関数をxとすると x(x-t1t2朽）は恒等的に0である。

ゆえに次数付き H*(BT)ー代数として

的(Sり~ H*(BT)[x]/(x(x -titぬ））

である。通常のコホモロジ一環に落とすと

H*(Sり竺Q[x]／（．炉）

である。もちろん、この xは6次である。これは tiが2次で Xがtiの斉次 3次式で

表されているからである。

注意 2.8.概複素 GKM多様体の GKMグラフのラベルには満たすべき条件がある

が、本稿では省略する。詳しくは [4,Thm. 1.1.2]などを参照。

2.2 概複素 GKM多様体の自己同型群の Weyl群

トーラス Tが効果的に作用する概複素 GKM多様体 M を考える。さて、概複素

GKM多様体の定義から、
Tc  Aut~(M) 

である。ここで、作用するトーラスを包含関係で極大なものに取り替えておく。この

とき、固定点での接空間のウェイト空間分解を考えると、ウェイトは新しいトーラス

パラメータ分だけ変化するが、直和分解という意味では変化しない。
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注意 2.9.以下では作用の記号・を書かないことも多い。 Tの変換を誘導する M の変

換¢と tETによる M の変換を同時に考える点が少し混乱しやすいように思う。

Aut~(M) の Weyl 群は T の正規化群 N(T) を用いて、

W(Aut~(M)) = N(T)/T 

と書ける。 ¢€T のとき、 cp: M→M は各固定点と不変な Cだの各々を保つ。ゆえ
にcpETはGKMグラフに関する部分を変更しない。

その一方で cpE N(T)のとき、ゃがGKMグラフの変換（詳細は 2.2を参照）を与

えることを見る。 tf---7 cp如―1はTの変換pep:T~T を定める。このとき、任意の

t ETに対し、
Pep（加（x)＝ゃ如―1'{)(X)＝'P(tx)

であり、ゃは弱Tー同変写像である。つまり、図式で書けば次が可換である。

(2.1) 

“ M ~ M 

>-[匹 (t)• あるいは
TxM竺 TxM

↓ ↓ 
M ~ M 

この図式からゃを固定点集合上の変換に制限できると分かる。さらに¢は不変な

(Cplを不変な cplに写すことも分かり、グラフの準同型を引き起こす。ウェイトが

どのように対応するか確認するため、式 (2.1)の固定点pにおける微分を考え、ウェイ

トaの部分空間に制限すると、

(pr.p(t)）*,つ*（v)= <p*t*(v) = <p*(a(t)v) = a(t)<p*(v) 

tを(pr.p)-l(t)に取り直せば、 <p*(V)はウェイト ao (pr.p)-lの部分空間のベクトルで

ある。 GKMグラフの一部として状況を描いておけば次のようになる。

q
 

＼
 
ルベラフ

中

i

p
 

<p(q) 

<p(e／ラベル（犀）＊（a)

<p(p) 

より一般的な状況のために言い換えると、 eと<p(e)のラベルには次の関係がある。

p~(a(<p(e))) = a(e) 
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2.3 抽象的有向 GKMグラフ

本稿では、通常の GKM多様体から得られる非有向GKMグラフおよびその抽象化

と区別するために、抽象的有向GKMグラフという名称を用いる。 [2]では天下り的に

与えていた抽象的有向GKMグラフの同型写像について、本稿では抽象的有向GKM

グラフの圏を定義することでその基礎を与えよう。

定義 2.10.抽象的有向GKMグラフ (r,a)とは、対応するトーラス Tをもち、辺が

双方向に向き付けられたグラフ rとラベル付けa:E(r)→H2(BT;Z)からなる。

以下で現れる複数のトーラスは＇や添字で暗黙のうちに区別していくことにする。

定義 2.11.抽象的有向GKMグラフ (r,a)の同変コホモロジ一環Hi,(r,a)を

Hr(r, a)= {f E Map(V(r), H*(BT)) I f(s(e)) -f(t(e)）三 0mod a(e) for ¥::/e E E(r)} 

で定める。また、 H*(BT)の元を上の意味で定数関数と思うことで、（同変でない）通

常のコホモロジ一環H*(r,a)を

H*(r, a)＝附(r,a)/(H>0(BT)) 

で定める。

本稿において、グラフの準同型は辺を 1点に潰すことを許す。次で抽象的有向GKM

グラフの圏 GKMgrhを定義する。

定義 2.12.圏GKMgrhを次で定義する。対象は全ての抽象的有向 GKMグラフで

あり、射（ゃ，心）： （r,a)→ （r''a')はグラフ準同型 c.p:r→ r'と次数を保つコホモ
ロジーの準同型~: H*(BT';Z)→H*(BT;Z)からなり、ゃ(e)が辺である任意の辺
e E E(r)に対し

ゆ(a1(1.p(e)))= a(e) (2.2) 

を満たすものである。さらに（ゃ，心）： （rぃm)→(r2心2),(<p’，心＇）： （r2,a叫→
(r3，叩）の合成は

(cp'，心')o （ゃ，心） ＝ （cp'0 cp，ゆ o心＇）

となる。
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上の合成を図式で書けば次のようになる。

E（い）~ E（い）二 E（い）

』m 」a2 』0<3
炉(BT1) ←—炉(BT叫←—炉(BT3)

心＇

注意 2.13.通常の GKM多様体を想定した抽象的非有向 GKMグラフの圏を考える

際には、条件(2.2)は
心(a'(r.p(e)）)一 0 mod a(e) 

に変更すると良いだろう。また、この心の向きが [2]と異なる所である。同型写像

(<p，心）のみを考えるなら、心はコホモロジーの同型写像になるので、逆向きでもほとん

ど問題無かったが、一般論を展開するなら、必ずこちらの向きにしなくてはならない。

特にこの向きはコホモロジ一函手を考える際に重要である。各々の GKMグラフは

異なるトーラス Tをもち、同変コホモロジ一環を考える際にどのような（次数付き）

基礎環H*(BT)をもつ代数なのかが異なる。そこで、下ではこの基礎環の情報込みの

次数付き代数の圏grAlg'を考えるが、その説明は割愛する。簡単にするため、代わり

に次数付き環の圏grRngでも良い。

定義 2.14.GKMgrhから grAlg'への同変コホモロジー反変函手Hぶを次で定める。

対象については GKMグラフ (r,a)にその同変コホモロジ一環H:;,(r,a)を対応さ

せ、射については、（ゃ，心）： （r,a)→ (r', a'）を

（ゃ，ゅ）＊ ＝ Hら(r.p,1/J): Hが(r',a'）→HT(r,a) 

で、 fE H:;,,(r',a'）を心of o <p E Hr (r, a)に写す準同型に対応させる。 CgrAlg'の

射としては、基礎環の間の写像心： H*(BT'）→ H*(BT)を忘れていない。）

V(f') ←こー V(r) 

fl l心ofocp
H*(BT')----+H*(BT) 

これが正しく写像を定めているか確認しよう。任意の辺 eE E(f)を考え、その始点

と終点をそれぞれをP,qとし、 e'=r.p(e)のそれらはp'=r.p(p), q'= r.p(q)としよう。
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f E Hr,(r',a'）を考えると

J(p') -J(q')三 0 mod a'(e') 

を満たしている。このとき

ゆ0j O <p(p)―ゆofo<p(q)＝ゆ(J(p')-J(q')）三 0 modゆ(a'(e'))(= a(e)) 

であり、確かにゆ of o <p E Hr(r, a)である。ちなみに、環に値をとる関数として考

えているので、準同型性は自明である。また、ただの写像の合成として射の対応を定

めており明らかに函手性を満たしている。

さらに通常のコホモロジ一函手 H*をGKMgrhから次数付き環の圏 grRngヘ

の反変函手として、 H*(r,a) = Hr(r, a)/(H>0(BT))とし、射の対応は（ゃ，心）＊が

H*(r', a'）→H*(r,a)に誘導する写像として定める。

2.4 GKMグラフの自己同型群とその部分群

概複素 GKM多様体 M の自己同型写像ゃを 1つ選ぶ。 2.2節での議論を 2.3節

での定義と合わせることでゃは GKMグラフ (rM心M)の自己同型 (1.p,p;)を誘導

することが定式化された。ゃを 2つの意味で用いているのは記号の濫用ではある

が、これは GKMグラフを概複素 GKM多様体の一部で本質的な部分だとみなして

いるためである。今、 1.pE N(T) c Aut~(M) は連結成分の中から取ってきたので、

ゃは恒等写像とホモトピックである。ゆえにコホモロジーのホモトピー不変性から

1.p*: H*(M)→ H*(M)は恒等写像である。

定義 2.15.GKMgrhの中での (r,a)の自己同型群をAut(r,a)と表す。さらに

Aut*(r,a) =｛（ゃ，い） EAut(r, a) I H*（ゃ，心） ＝idH*(I',a)} 

と部分群を定める。

ここで、 H*(M)~ H*(I', a)であったので、Aut(r,a)の中で、幾何学的に実現する可

能性の無い同型写像を排したものがAu『(r,a)である。もちろん (1.p,'¢)E Aut(r, a) 

であるとき、¢はグラフ同型写像で、心はコホモロジーの同型写像である。
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例 2.16.[2, §3]では (regularsemisimple) Hessenberg多様体と呼ばれる、旗多様

体 Flag(<C門の滑らかな subvarietyについて取り扱っている。その GKMグラフを

（几，a砂とする。以下では、連結性を仮定する。ほとんどの場合

Aut（几，a砂竺 6n

で、例外的な場合には Dynkin図形の対称性が GKMグラフの自己同型に現れ、

Aut(rか知）竺 6nx ｛土1}となる。 この 6nはHessenberg多様体のコホモロジ一

にTymozckoのドット作用と呼ばれるものとして作用する。 Hessenberg多様体が旗

多様体自身でないなら、これは非自明な作用である。また、 Dynkin図形の対称性から

来る作用も非自明である。つまり

Au『（几，ah)= {id} 

である。定理 1.2 から、 Hessenberg 多様体の Aut~ は自明群である。

例 2.17.例 2.7における炉の GKMグラフの自己同型群を考える。グラフ同型¢

として頂点は固定して辺を入れ替えるものを考えると、そのラベルt1,t2，朽の入れ

替えから心が自動的に決まる。このような（ゃ，ゆ）を 63の元と同一視する。例 2.7

で述べた H*(BT)—加群としての基底は、これらの自己同型で不変である。ゆえに

釣 cAut*（応6,as6)である。

さらに頂点を入れ替えて辺は（向き以外）変えないグラフ同型 VJoを考える。このと

き向は各tiを(-1)倍する。次の計算から、（rpo，恢o)E Aut* (r s6, o:s6)である。

t1むt3

゜
t1むt3

/ I ¥ W -t山t3（<po，心o)*

定数関数

゜
-t1ゎt3

゜ただのグラフとしての同型写像が上の組合せ（半直積）で得られる 12種類しかなく、

そこから得られる GKMグラフとしての同型写像が全て Aut*(r S6, O'.S6)の元である。

ゆえに Aut*（応6,O'.S6)竺釣 ><1{id, (<po，恢o)}である。

さて、炉の自己同型群は例外型 Lie群 G2であることが知られており、上の

釣 ><1{id, (<po，心o）｝はG2のWeyl群と同型である。これは偶然なのだろうか？
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2.5 概複素 GKM多様体の圏

この節では、（空間ごとに異なる）トーラスが作用するような、概複素GKM多様体

の圏 GKMmfdについて考える。この節では特に作用するトーラスを明示する。概複

素GKM多様体の間の射 (TへM)→(T'へM'）を次で定める。それは、概複素多
様体の間の写像cp:M→M'とトーラスの間の写像p:T→T'との組 (cp,p)で、

TxMユ竺→ T'xM' 

〉 〉

(2.3) 

M ~ M' 

が可換で、さらに次の条件を満たすものである。 M 内の不変な cplの¢による像

が、 M'内の固定点または不変な cplである。この条件はGKM理論を展開する際に

必要であるが、 pが全射なら 2.2節と同様の議論により自動的に満たされる。この条

件を満たすとき概複素多様体の写像として cpl→(Cplで2つの固定点を保つもの
は、ある角度'Poにより (rcos 0 : r sin 0)→(r cos(0 + c.p0) : r sin(0 +'Po)）と書ける
ものしかない（と思われる）。この事実は概複素GKM多様体の間の写像が式 (2.2)を

満たすラベルの対応を与えることを意味する。実際に次のようになる。

GKMグラフを作る操作が函手GKMmfd→GKMgrhになっていることを確認す
る。 (c.p,p): (TへM)→(T'へM'）について、 pから誘導される

が： H*(BT';Z)→H*(BT; Z) 

がある。 M,M'のGKMグラフをそれぞれ (r,a), (r', CY'）とする。このとき、 c.p(e)

が辺であるような eE E(r)に対し、 (Cplのことである辺c.p(e)への pを通じた Tー作

用を考えると、次が成立する (2.2節と同様の議論）。

が(a'(c.p(e)))= a(e) (c.p(e)が辺のとき）

図式 (2.3)の可換性により (c.p,p)から ETxTM→ET'xT,M'が誘導される。
具体的には ETをTのinfinitejoinとして作れば良い。これにより（同変）コホモ

ロジーを取る操作が反変園手になる。この雨手は (TへM)にHr(M)を対応させ、
(c.p, p): (TへM)→(T'へM'）に対しては、上記の写像ET汀 M→ET'xT,M'
がコホモロジーに誘導する写像 (c.p,p)*:Hが(M')→Hr(M)を対応させる。
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結局、同変コホモロジーを与える函手としての次の可換図式がある。

GKMmfd 

GKMグロこ＼

同変コホモロジ一 ー

g
 

ーA
 

／
 

r
 
g
 

圧
eq

GKMgrh 

注意 2.18.このようなセッティングで考える理由として、 GKM理論的なファイバー

束を扱いたいという狙いがある。例えば、旗多様体Flag(Cりはファイバー束

Flag(cn-l)→ Flag(C門→ CPn 

を用いて帰納的に得られる。 Flag(Cりには Tn（あるいはそれを対角成分で割った

n-1次元トーラス）の作用を考えるので、 Flag(C門と Flag(cn-1)で考えている

トーラスが異なり、 Tn-1→Tnという包含写像込みで考える必要がある。また、
Flag(C門→ Cだは各ファイバー（部分GKMグラフ）を 1点に潰す。

3 主結果と予想

M を連結な概複素 GKM多様体とする。 Au迅(M)はAut(M)における恒等写像
を含む連結成分の極大コンパクト部分群である。トーラス Tは概複素GKM多様体に

効果的に作用し、 Aut~(M) の中で極大なものとする。

定理 1.2（再掲）．連結な概複素GKM多様体M に対し、 2.2節で述べた次の群準同型

写像は単射である。

W(Aut~(M)）→ Aut*(rM心M)

証明の概略を与えよう。

証明． W(Aut~(M)) = N(T)/Tを思い出そう。 <pE N(T)がAu『(rM心M)のidに

写されると仮定する。このとき、ゃは固定点における辺を動かさない。つまり、 p'Pは

ラベルを変化させない。 Tが効果的に作用することを仮定しているので、 1つの頂点

でのラベルは H2(BT;Q)を張る。ゆえに中と Tは（微分を考えると）固定点での接

空間への作用として可換である。 exponentialmap は局所的に T—同変微分同相を与え

るので、局所的にゃと T は可換な作用である。 Aut~(M) はコンパクト Lie 群である
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ことから、ゃと Tが可換であるような M の部分集合は部分閉多様体になることが分

かり、 M の連結性から M 全体でゃと Tは可換である。今、トーラス Tは極大にし

ていたので、 <pE Tである。

例 2.17での計算から自然と次の予想が浮かぶ。

予想 3.3.上の対応

W(Aut~(M)）→ Aut宜M心M)

は同型写像である。

口

細かい状況をわざと省略しつつ言葉にすると、「M の自己同型群の Weyl群は、 M

のGKMグラフの自己同型群である」ということになって、非常に美しい対応関係に

ついて述べた予想だと思う。

例2.16で述べた通り、 [2]ではregularsemisimple Hessenberg多様体について扱っ

ており、それに効果的に作用するトーラスの次元や Aut0自体についても詳しく述べ

ているが、詳細は論文を参照されたい。
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