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遷移確率に基づいたカオス軌道の予測
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_1 序論

通常,観測データからそのデータ列を再現する方程式を構成するには,フーリエ展開が

用いられる.しかし,カオスにノイズが加わっている時系列データに対 してフーリエ展開

を用いて方程式を再構成する方法は必ずしもよい結果を与えない【1】.また,最近カオス軌
道を予測,制御するための方法が提案されているが,これらの方法を実際の系に適応する

場合には,実用上ノイズの存在が問題となる.したがって,観測データを再現する方程式を

再構成するためには,系のダイナミクスに対するノイズの効果をきちんと考慮する必要が

ある.

ここでの目的は,ノイズを含んだデータ列から運動方程式を正しく再構成するための

ノイズの効果を考慮に入れた方法を構築することである.たたし,系のリアプノフ数,相関

時間などに対する先見的知識はないとする.

以下では,ノイズを含んだ系のデータ列 ∬′は,次式の写像で生成されるとする.

xL+1-F(alL,pex)+6A,(n-1,2,･･.,N)･ (1)

ここで,運動方程式F(x',pex)中のpexは運動方程式のパラメータで,6Aは系内のゆらぎ
によるノイズである.そして我々が測定するデータ列 ∬ は,∬′に測定装置に起因するノイ

ズ∂〟が加わった

xn-alL+6M, (2)

であるとする.系内のゆらぎによるノイズ ∂Aは軌道そのものを変えてしまい,カオス軌

道の長時間予測を困難なものにしてしまう原因であるが,一方,測定装置に起因するノイ

ズ∂〟は系の時間発展に影響を与えることはなく,平均操作を行なうことによりデータ数

Nの増加と共にその影響は無視できる.二つのノイズ ∂J4と6Mを区別するのは,以上の
様なノイズの影響の違いが以下の定式化に表れるからである.また,以下では 6̂,6Mは

共に分散がqま,qZlのガウス分布から生成される乱数として扱う.したがって,qま,q右は
それぞれのノイズの大きさを表す目安となる.

ここでは,ダイナミクスを予測する方法として,ノイズが大きい時でも有効ある思われ

るモデル化による予測法に着目する【21.モデル化による予測法とは,まず最初に時系列 ∬
に対 してモデル運動式(xn+1-I(aln,P):ノイズ無し)をたてる.ただし,pはpexに対す
る未知パラメータである.-次に"予測誤差 "Q(p)を定義し,最後にQ(p)を最小にするも

のをpの推測値 pgとする.Q(p)として通常平均自乗誤差

N N-n+1

Q(N,p)-∑ ∑ (xn'm-fm(AIR,P))2,n=1m=1
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fm(a･n,p)=fofo-･of(xn,
IIl

p), (3)
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が用いられる.(3)式に,m-1のシングルステップに対する予測誤差だけでなく,可能な

すべてのステップ (m-1,2,…〃)対する予測誤差を含めているのには,二つの理由があ

る.まず第一の理由は,観測データからダイナミクスに関する情報をフルに引き出すには,

シングルステップのみの情報だけを用いていたのでは,不十分であると思われるからであ

る.これはデー･タ数 Ⅳが少ないときは特に重要な問題となる.第二の理由は,連続な時系

列を扱う場合,もはや "シングルステップ"というものの定義自体に問題があるということ

である.連続な時系列の△t間隔の観測データを扱うとした場合にも,最適な△tをどう

選べばよいのかという問題が依然残る.(△tは相関時間程度に選べばよいと思われるが,

ここでは相関時間に対する先見的知識はないとしている.)

一方,(3)式に可能なすべてのステップ対する予測誤差を同じ重みで含めた代償として,

カオス軌道の長時間予測に対して誤った予測値を与えるという問題点が生じる(図1参醸).

これは,(3)式中の長ステップに対する大きな予測誤差が,軌道がカオス的な場合でも有効

なシングルステップ【31の情報を覆い隠してしまうためである(図2参照).このように,平
均自乗誤差は短時間予測に対しては有効であるが,カオス軌道に対する長時間予測にはむ

かず,その有効さはリアプノフ数,相関時間によって異なるのである.したがって,長時間

にわたってカオス軌道を亘測しようとする場合,Q(N,p)に平均自乗誤差を用いるという
ことを見直さなければならない,

2 遷移確率分布の導入とその時間発展

まず,ノイズの効果を考慮するために次のようなalnからmステップで xn+m へ移る
遷移確率分布を考える.

･(xn,xn'-,p)-/daln'--1T(a.n,xn.--1,P)×
expl- 山 背 .nq･2M-;-lR "2]

27T(qま+q‰)

(4)式は,各ステップでのノイズの分布を分散 qま+嫁 のガウス分布とし,途中のn+1
からn+m-1ステップまでのノイズの効果を,経路積分における中間積分と同じように

して取り込んでいる.'(4)式よりm ステップの遷移確率分布を求めるにはm-1回の積

分を行なわなければならないが,aln+kをfL.(a･."p)のまわりの.1次までで展開し積分する
と,(4)式の遷移確率分布は次式のような中心が fm(alれ,P)で分散が q2(m,n,p)のガウス
分布関数型となる.

T(xn,xn+m,p)-exp(aln+帆 -fm(xn,p))2
2g2(m,n,p)

27Tq2(m,n,p). (5)

ただし,分散 q2(m,n:p)はステップ毎に異なり,その時間発展は,

q'2(m+1,n,p)- q五 十g'2(1n,n,P)∂f(a･,p)
∂a.lT=Cn.m '

q2(m,n,p)- q24+q12(m,ll,p),

という漸化式で与えられる.系内のダイナミクスa.'に対する分散q'2(m,n,p)の式(6)は
(1)式に対応していて,右辺第-項は毎ステップ加えれる系内のゆらぎeAによるノイズ効
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栗を,右辺第二項は過去のノイズの履歴の効果を反映している.また,測定データ J に対

する分散 q2(m,n,p)の式(7)は(2)式に対応していて,右辺第-項は毎ステップ加えられ

る測定器によるノイズ効果 ∂M を反映している･そして,分散 q2(m,n,p)はこの二種類の
ノイズの効果による局所的な軌道の広がりを表している.

次に,上の遷移確率分布に基づいて "予測誤差"Q(N,p)を定義する.モデル化による

予測法では,Q(N,p)を最小にするpをその推測値とするので,p-pexでQ(N,p)が最小
値をとるようなものでなければならない.ここでは,p-pexのときにすべての可能なス

テップ長の遷移確率分布T(∬n,xn+m,p)のピーク位置fm(xn,p)が測定データxn+mの値

と一致すると考え,次のようにT(∬n,∬n+m,p)のxn+m での値の積によりQ(N,p)を定義
する.

Q(N,p,- -log(nBl

～∑∑

N-n+1

∩ T(a1,.,aln+帆,P)仇‖-il
牛N-A+1(.Tn+m-fm(aln,P))2

nffl mf=1 2q2(1n,n,P)
(8)

結果,各ステップの予測誤差(aln+m-fm(xn,p))2がステップ毎に異なる重み1/q2(m,a,p)で

加えられる和の形となる.q2(m,n,p)はノイズの存在下でLTn+m に対する推測値fm(xn,p)

がどれぐらい信頼できるかという幅を表しているとも考えられ,(8)式中では,それがステッ

プ長とともに大きくなる.これは,長ステップの予測誤差の和に対するカットオフの役割

をしている.ただしここで,分布関数の規格化因子からくるlogq2(m,n,p)という項を落

し,(8)式の和には含めていない.これは,分散q2(m,n,p)は分布の中心 fm(xn,p)との比の

形で現われることが軍要であり,特に長ステップの予測時には,単調増加するlogq2(m,n,p)

の項の寄与が,Q(N,p)に対する(8)式中の各項の寄与を覆い隠してしまうからである(図

2参照).

ここで,(6)式中の∂f(∬,p)/∂alの軌道平均値であるリアプノフ数 人を先見的に知って
いる場合,軌道の広がりを表す q2(m,n,p)をexp(2人m)で置き換えることが考えられる.
しかし,この置き換えには以下のような問題点がある.

･軌道の平均的広がり方を特徴付けるリアプノフ数による置き換えという平均操作は,

データ列 xnの並び方(生成順序)から,ダイナミクスの生成別に対する情報を十分
に引き出すことはできない.

･入FS0(カオスの縁)の場合,軌道は指数関数的ではなく幕的に広がり,平均的な取扱
は有効でない.

一方,(8)式中の軌道の広がり62(1n,n,P)は(6),(7)式よりダイナミクスの種類に応じ

て自動的に決まり,ダイナミクスの種類 (カオス的,カオスの縁,周期的)によらず全く同

様に扱うことができる.q2(m,n,p)はl∂f(al,P)/axl<1の部分では小さいままであるが,
Jaf(I,p)/∂xl>1の部分ではステップ毎に大きくなっていく.
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3 結果

(8)式の有効性を調べるために,(1)式のF(3'n,pe光),およびF(x′,per)に対するモデル
方程式J(x,p)が共にロジステイク写像

F(x',pex)- pexx'(1-3′),
f(x,p)-pa.(1lic), (9)

である場合に対してシミュレーションを行なった.特にここでは,pex-3.8(カオス軌道),
pex-3.57281(カオスの縁)そしてpex-3.5(周期軌道)について,ノイズの大きさを変え
た時の予測誤差を調べた.

まず,平均自乗誤差((3)式)を用いてカオス軌道を予測した場合のデータ数(予測する

ステップ長)N依存性を図1に示す.(9)式のようにF(3',pe光)とf(I,p)を同じ関数型に
しているにもかかわらず,長ステップ予測(N>50)に対してpg-2･9(周期軌道)という
誤った予測値を与えているのが分かる.

また,図2にQ(N,p)として平均自乗誤差((3)式),遷移確率を考慮し1/q2(m,n,p)重

みをつけたものおよび(8)式にlogq2(m,n,p)の項を加えたものとした時の各々のパラメー

タp依存性を示す.(8)式のq2(m,n,p)が長ステップにおける大きな予測誤差を抑え,カッ

トオフの役割をしていて,平均自乗誤差の場合と比較すると,pex-3.8に鋭いピークを保っ
ている.また,(8)式中でlogq2(m,n,p)の項を落した有効性がそのピークの鋭さから分かる.
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と比較するために(3)式をqま+q左で

規格化した.Q(N,p)を最小にするpが

pexに対する推測値pgを与える.(pex-
3.8,N-100,gA-1×10~3,qM -1×
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(8)式を用いたときのカオス軌道の予測値をデータ数Ⅳに対してプロットしたものが

図3である･また,pex-3･8,3･57281,3･5に対しての予測値 pgの標準偏差をプロットし
たのが図4および図5である.図3,4,5より(8)式を用いたダイナミクスの予測は,ダ

イナミクスの種類によらず,ノイズの大きさのオーダーの誤差内で正しい値pexを得るこ
とができている.

ー 752-



｢複雑系｣

一､ 3.801

cLlt>
i:I=i
EL､
言3･8005

a
巴
○
i

3.8

3.7995

0.-1xo1.0:7謡.N可 XJNO=i =

1 10 100 1000
廿10numberofdataN

図3 図1の時と同様,異なる1000組

のデータ列の各々に対 して,遷移確率

に基づいて求めた推測値 pgの平均値･

(pex-3.8.)

4 まとめ

,｡｡

灯

が

㌦

Te

匡

｢.d
J.
U.!le!̂｡凸
PJePUetS 10 100

㌔th㊤numboroldataN
1000

図4 推測値 pgの標準偏差.(qA -

1xlOl3,qM -1x10-3.)

ー｡｡

灯

104

10

Te

隆

は
苧
6d
Jo
uo
!te!̂
aQ
PlePUetS

p.x=318+
p.x=3.57281+
Fl.x=3.5･･.･･-I

10 100
thenumberofdataN

1000

図5 推測値 pgの標準偏差.(qA -

1×10ー3,qM -0.)

予測誤差を軌道的描像からではなく,確率的措像に立って定義した.そのようにして定

義した(8)式は,任意のダイナミクスに対して有効であることが分かった.(8)式ですべて

の q2(m,n,p)を-定植とおくと(3)式と等価となる.これを確率的描像に立って考える
と,すべてのステップ長の遷移確率を同等に扱っているという点で,平均自乗誤差はカオ

ス軌道の予測にはむいていないといえる.遷移確率に基づいたこの方法はデータ列の生成

順序からもダイナミクスの生成別に対する情報を引き出しているので,間欠性カオスのダ

イナミクスの予測等に対しても有効であると思われる.
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