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1 概要

Homotopy commutativity in quasitoric manifolds 

大阪公立大学・大学院理学研究科蓮井翔

Sho Hasui 

Graduate School of Science, Osaka Metropolitan University 

今回の発表は，岸本大祐氏，蔦谷充伸氏（ともに九州大学）， YichenTong氏（京都大学）らと

行った，擬トーリック多様体 (quasitoricman if old)のループ空間のホモトピー可換性に関する共

同研究について解説したものである詳しくは次節で述べるが，擬トーリック多様体はDavisと

J anuszkiewiczの論文 [DJ91]においてトーリック多様体のトポロジー的対応物として導人され

た閉微分多様体のクラスであり，トーリック多様体が扇に対応するのと同様，擬トーリック多様

体は特性対と呼ばれるある種の組み合わせ的対象と一対ーに対応づけられる．本発表の主定理は，

擬トーリック多様体のループ空間がホモトピー可換となるための必要十分条件について，対応す

る特性対を用いて完全に記述したものとなっている．

主定理の正確な主張は次節に譲ることとして，ここではホモトピー可換性の定義について述べ

ておく．以下，連続写像とホモトピーは基点を保つもののみを考えるまず，位相空間X とその

元e,および連続写像μ:XxX→Xの組(X,e,μ)であって，次の図式がホモトピー可換となる
ものを江空間と呼ぶ

XーニXx{e} 
ゅ↓＼＼さ＼入↓μ
{e} x X __!!_→X 

ここで釘(x)= (x,e)，砂(x)= (e,x) (x EX)としたこれはいわばモノイドのホモトピー論的対
応物であり，代表的な例として， X を位相空間， x。をその 1点としたとき，ループ空間

OX= {,: [O, 1]→XI,は連続写像，かつ1(0)= 1(1) = Xo} 

はループの合成を積として比空間になることが知られている．ホモトピー可換性はこうした H-

空間に対して定義される概念であり，以下の図式がホモトピー可換となることをいう．

XxX二 XxX

μ↓ ↓μ 
X=X  
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ここで tは成分の入れ替えを表す写像（つまり t(x1，⑫） ＝ （X2心1)）である最初に述べた通り，

本発表が対象とするのは，擬トーリック多様体M に対するループ空間 QMのホモトピー可換性

である．

2 擬トーリック多様体に関する基礎事項および主定理の主張

本節は擬トーリック多様体と特性対の定義，および主定理の主張を正確な形で述べることを目

的とする．その準備として，まずはいくつか必要な用語を導入しておく．

以下， Sは常に C内の単位円{t E C I ltl = 1}を， Tnはn次元コンパクトトーラス (Sりnを
表すものとし， Tnは通常通り各成分ごとの積により Lie群とみなすこととする．このとき Tれは

各成分ごとの積により C” に作用するが，これを Tnの標準作用と呼ぶ．（つまり，

(ti,...'t砂・ (z1,...,Zn) := (t戸1,・ ・ ・, tn年） （（t1,..., t砂ET叫 (zい...,Zn) E (C門

として定まる作用である．）以下， C” およびその Tn＿不変部分集合については，常にこのT工作用

を考えるものとする．

X,Yを群Gの作用が備わった集合とする．写像f:X→ Yが弱同変であるとは， Gのある自

己同型心について次が成り立つことをいう

任意の tE TnとxEXに対し， J(t・ x)＝い(t)・ J(x). 

最後に，組み合わせ的幾何学からいくつかの用語を導入する．凸多面体とは，有限次元ユーク

リッド空間野n内の有限個の点pい・・・,Ptを用いて P= Conv({P1,---,Pf}）と表せるような集
合 Pのことをいうここで Conv(S)は政m の部分集合 Sに対する凸包を表す．また，凸多面

体Pの次元dimPはそのアフィン包aff(P)の次元として定義される．さらに，凸多面体の面と

は， f(P)こ[O,oo）を満たすアフィン関数 f：股m →股を用いて F=f―1(0)n Pと表せるよ
うな Pの部分集合 Fをいう凸多面体の面はそれ自身も凸多面体となることが知られており，

Pがn次元の凸多面体であるとき，その n-1次元の面を Pの側面， 0次元の面を Pの頂点と

呼ぶ最後に， n次元凸多面体 Pが単純であるとは， Pの任意の頂点 vに対し， vの属する側

面の枚数がちょうどn枚となることをいう例えば，罠”の元Vo,V1,.. ・，％を， Vo= (0,..., 0), 

V; =（ふ，1,...'ふ，n)(i = 1,..., n)により定めるとき，△n:= Conv ({vo,...,%｝）はいわゆる標準

単体であるが，これは上記の意味において n次元凸多面体となることが分かる．（ここで 6,』は

Kroneckerのデルタを表している．）さらに，証明は省くが，△nの頂点はVo,...'Vnのn+l個で

あり， F;= Conv ({Vo,..., Vn} ¥ {vi}) (i = 0,..., n)と置けば，△nの側面は F。,．.．，凡の n+l

枚となる．各頂点 V;はE以外のちょうどn枚の側面に属するので，△nしま単純な凸多面体である．
以上の準備の下，擬トーリック多様体の定義は次のように述べられる．上記の定義から直ちに

は示せないが，単純凸多面体は自然に角つき多様体とみなせることに注意されたい．

定義 2.1.M は2n次元の微分多様体であり， Tnの滑らかな作用をもつものとする．

(1) Tれの M への作用が局所標準的であるとは，任意の xEMに対し， T叫不変な xの開近傍u
であって， Cれのある T叫不変開集合Vに弱同変微分同相であるものが取れることをいう．

(2) TnのM への作用が局所標準的であり，さらにその商空間 M/Tnが単純凸多面体 Pに角つ

き多様体として同相となるとき， M はP上の擬トーリック多様体であるという
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注 2.2.上の（1)の条件が成り立つとき， U/TnはV/Tnに同相である．ここで V/TnはCn/Tn

の開集合であり，さらに CnITnは自然に [O,ooげと同一視できる．従って Tれの M への作用が

局所標準的であるとき， M/Tnは自然に角つき多様体とみなすことができるのである．上定義の

(2)はこのことを前提としている．

ひとつ具体的な例を挙げておくと，トーリック多様体の場合と同様，複素射影空間 cpnが擬

トーリック多様体の代表的な例となる．球面s加＋1をCn+1の単位球面とみなして Tn+1作用を

入れれば，この作用はTn+1/S1竺 Tれの cpn= s加＋1;s1への作用を誘導するが， CPれはこの作

用について△”上の擬トーリック多様体となることが容易に示される．

続いて，擬トーリック多様体の組み合わせ的対応物である特性対について述べる．

定義 2.3.Pをn次元単純凸多面体とする．さらに， Pはちょうど m枚の側面をもつものと

し，それらには F1,．．．，Fmと番号をつけておく． P上の特性行列とは，整数係数の nx m行列

入＝ （ふ，．．．，心）であって，以下の条件を満たすものをいう．

Fi, n ・ ・ ・ n Finヂ0（釘＜．．．＜ ％）であるとき， <let（入i1J • • ・，心） ＝土1.

単純凸多面体PとP上の特性行列入の対 (P,>.)を特性対という．

定義 2.4.Pおよび F1,...，Fmしま定義2.3と同様とする以下により定まる単体複体を Kpと

記す．

Kp := { {i1,...,吐｝こ{1,..., m} I Fi, n ・ ・ ・ n Fi.ヂ0}.

さらに， Kpの自己同型群を Aut(KP)と記す．すなわち， m次対称群を Smと記せば， Aut(KP) 

は以下によって定まる Smの部分群である．

Aut (Kp) = { a E Sm I任意の{i1,...，吐｝ EKpに対して｛o（釘），．．．，a(ik)}E Kp}. 

定義 2.5.PおよびF1,...,Fmは定義2.3と同様とし，入および入＇を P上の特性行列とする．入

と入＇＝ （入~'...，心）が同値であるとは，ある GE GLn(Z)とび EAut(Kp), E1,---,Em E｛土1}

に対して

入＝ G・ (E1入;(1),・・・,Em入;(m))

となることをいうここで右辺の・は通常の行列の積を表す．

ここからは特性対と擬トーリック多様体の対応づけについて，厳密な証明は省き簡易的な形で

述べていく．そこで重要となるのが，次に紹介するモーメント・アングル複体である．

定義 2.6.Kを[m]= {1,...,m}上の単体複体とし，各aEKに対して

為：＝ ｛（Zt,..., Zm) E (D予Iiff-aのとき ZiE引｝

と定める． ZK:= UuEKZuとして定まる (D2竹の部分空聞を Kに対するモーメント・アングル

複体というさらに，単純凸多面体Pに対するモーメント・アングル複体ZpをZp= ZKpによ
り定める．

注 2.7.rmのcmへの標準作用を考えるとき， Zpは明らかに cmのTm＿不変な部分集合であ

る．従って Zpは自然な斤作用をもっている．



49

以下の構成は BuchstaberとPanovの著書 [BP02]に拠る． Pをn次元単純凸多面体とし， P

はちょうどm枚の側面をもつものとする． P上の特性行列入に対し，以下のようにして位相空間

M（入）を定めるまず，入を線型写像入：町→町とみなすとき，当然ながら入(Z門こかなの

で，入は準同型入：股可zm→良ツZnを誘導する．ここで自然に股可zm=Tmと同一視すれば，

keバはTmのm-n次元部分トーラスで，注2.7の作用を通じて Zpに自由に作用することが分

かる．そこでM（入）：＝ Zp/ker入と定めれば， M（入）にはT町ker入竺 Tれの作用が誘導される．
次の定理は擬トーリック多様体に関する最も基本的な対応関係を与えるものである．

定理 2.8.この M（入）は P上の擬トーリック多様体である．さらに対応づけ入→ M（入）は， P

上の特性行列の同値類全体から P上の擬トーリック多様体の弱同変同相類全体への全単射を与

える．

さらに，［DJ91]において示されている通り，擬トーリック多様体M に関するホモロジ一環など

の不変鼠は，対応する特性行列を用いて匝接的に計算できる．

定理 2.9.M をn次元単純凸多面体P上の擬トーリック多様体，入を M に対応する P上の特性

行列とする．このとき以下が成立する

(1) M の整数係数ホモロジ一群恥(M)は， dが奇数のとき自明群となるまた， H2k(M)は階数

加(P)の自由アーベル群となるここで (h0(P),...，加(P))はPのh-vectorを表す．

(2) pの側面を F1,．．．，几とし，入の (i,j)成分を入i,jと記すとき，次数つき環として

H*(M)竺Z[v1,...,v』/（五＋ふ） （degv1 = ・ ・ ・ = degvm = 2) 

となる．ここでIpおよびふは以下のようにして定まるイデアルを表す．

丘＝（v;1...v;k I F;1 n... n几＝0),
ふ＝（入i,1釘＋・・・十入i,mVmIi= 1,..., n). 

注 2.10.定理の (2)を実際に用いる場合， Z[v1,...,Vm]を先にふで割っておくことにより，生

成元の数を m-n個に減らすことができる例えばF1n ・ ・ ・ n Fn =J 0である場合，入は同値な範
囲で取り替えて入＝（En*)の形であるとみなすことができ，

Z[v1,...,v』/（丘＋ふ） ＝Z[vn+l,...'%]／エ入 (degvn+l = ・ ・ ・ = degvm = 2) 

と書くことができる．ここで1入しま以下のようにして定まるイデアルを表す．

広＝（瓜...位 |F;1n •·· n凡＝0),

叶＝｛人，n+叫 1-．．．—入2,m% ifi = 1,．．．，n, 
防 ifi = n + 1,..., m. 

なお，上記の1入の生成元は全て 4次以上なので， H*(M)の生成元の数はこれが最小である．

以上の準備の下，本発表の主定理は次のように述べられる．
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定理 2.11.M をP上の擬トーリック多様体とし，対応する特性行列を入とする．このとき， QM

がホモトピー可換となるための必要十分条件は， P竺（△3)Kかつ

入~

島 a11 a12 

a21 島 a22

a13 

a23 

a31 a32 恥 a33

akl ak2 ak3 

alk 

a2k 

a3k 

E3 akk 

(1) 

となることである．ここで竺は角つき多様体としての同相を'~は特性行列の同値を，島は3次

の単位行列を表し， a;jEZ3(i,j=l,...,k)は以下を満たすものとする．

a;; = t(l, 1, 1) かつ (1, 1, 1)%三 0mod2 (i=Jj). (2) 

注 2.12.（△予上の任意の特性行列は，（1)の右辺の形で，かつ a;i= t(l, 1, 1) (i = 1,..., k)を

満たすような特性行列に同値となる．従って，この定理の条件のうち本質的なのは， P竺（△り入

および (1,1, 1)%三 0mod 2 (iヂj)という部分である．

注 2.13.定義を思い出せば分かる通り，特性行列を扱う際には Pの側面の番号づけを固定

しておく必要がある． この定理の場合は P 竺（△3)kの側面の番号づけを与えねばならない

が，これは次のようにして定めている△3の側面を F1,F2,Fふ凡とすれば，（△3)Kの側面は

凡：＝ （ふ）i-lX Fj X （ふ）k-i(i = 1,...,k, j = 1,2,3,4)らとなる．そこで（△3)kの側面の番

号づけ F1,...,F4kは， F4(i-l)+j:= Fi,jによって与えることができる．

3 ループ空間の直積分解

この節では注 2.12で挙げた 2つの条件のうち，主として P竺（△3)Kの部分を扱う．つまり，

戸（ぶ）KしまQMがホモトピー可換であるための必要条件であることを示すのが本節の目標で

ある．

Pの次元を n,側面の枚数を m とする．前節で述べた構成法から分かるように，任意の擬トー

リック多様体M に対し，主Tm-n束w:Zp→Mが存在する．従って次のホモトピーファイバー
列が得られる．

OZp且 OM二』Tm-n.

一方，標準的な胞体分割を考えたとき， Zpは(D2門の 3-skeletonを含んでおり，（D2沖は可縮

なので， Zp は 2—連結であることが分かる．従って 1r1(!1Zp) = 0であり，故に上のホモトピー

ファイバー列の p:OM→Tm-nしよmの同型を導く．さらに OMはループの合成による積をも
つので， p:OM→ Tm-” には homotopysection（つまり，連続写像s:rm-n→OMであって
p OS  c:::'idym-nとなるもの）が存在する．以上により次の補題を得る．

補題 3.1.OMはDZpX rm-nにホモトピー同値である．

このホモトピー同値はそれぞれの積構造と整合的なものとは限らないので， OMのホモトピー

可換性がDZpX rm-nのそれと一致するとまではいえないのだが，以下の補題を示すことはで



51

きる．

補題 3.2.DMがホモトピー可換であるとき， DZpもホモトピー可換である．

この補題を踏まえ，以下では DZpのホモトピー可換性と Pの組み合わせ的構造（つまり

P空（ぶ）りを結びつけることを考える．そこで便利なのがmissingfaceの概念である．

定義 3.3.Kを[m]= {1,...,m}上の単体複体とする． Kのmissingfaceとは，［m]の部分集合

Iであって， Irf.Kかつ Iの任意の真部分集合がKに属するものをいう．

角つき多様体として P 宰（ぶ）K であることは単体複体として Kp~K（ふ）K であることと同値

であり，また K国）K 竺 Kふ＊・・・＊ K△3=8~3*···*8ふなので，次の補題が得られる．（ここで

＊は単体複体のjoinを， 8△3は{1,2,3,4}のすべての真部分集合からなる単体複体を表す．）

補題 3.4.角つき多様体として Pと（△3ドが同相であることは，以下の（1),(2)がともに成り立

つことと同値である．

(1) Kpの任意の missingface Iに対し,|II=4.（川はIの濃度を表す．）

(2) I, JがKpの相異なる missingfaceであるとき， InJ = 0. 

つまり，冒頭に述べた本節の目標を達成するには， QMがホモトピー可換であるとき上の (1),

(2)がともに成り立つことを示せばよい．

まずは（1)の条件について考える．以下の補題は定義から容易に示され，これを用いることで

DZpのホモトピー可換性と Kpのmissingfaceの情報を結びつけることができる．

定義 3.5.[m]上の単体複体K とIこ[m]に対し，

K1 := { a n I I a E K } 

と定めるこのように表される Kの部分複体を， Kのfullsubcomplexという

補題 3.6.K を [m]上の単体複体， Iを [m]の部分集合とする．このとき Z氏は ZKのレト

ラクトである．（つまり，連続写像 r:ZK→ Z的であって，包含写像 i:ZK,→ZKに対して
r o i = idzK,となるものが存在する．）

注 3.7.ここで K1は[m]上ではなく I上の単体複体とみている．（定義により，モーメント・ア

ングル複体ZKの形は， Kの単なる集合としての情報のみでなく，頂点集合の設定にも依存する．

例えばm= 2, I= {1}, K = 0の場合，前者の見方では ZkI= S1 x S1だが，後者の見方なら
ZK, = 81となる．）

補題3.2の証明と同様にして，この補題から次の系が得られる．

系 3.8.Kを[m]上の単体複体， Iを加］の部分集合とする． DZKがホモトピー可換であるとき，

ozkIもまたホモトピー可換である．

この系を補題3.2と合わせれば， 9Mがホモトピー可換であるとき，任意の Iこ[m]に対して

oz(Kp)Iもまたホモトピー可換でなければならないことが分かる．そこで Iがmissingfaceであ

る場合を考えると，定義により Z的竺 Zi.)△|Il-1= 8((Dり叫竺 32111-1となる．つまり 9S2|I|-1が
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ホモトピー可換とならねばならないのだが，ホモトピー論においてはよく知られている通り，こ

れは |II=1,2,4のときにしか成り立たない Kpの定義により |II：：：：： 2なので，補題3.4の（1)を

示すには，後は III=2の場合を排除すればよいことが分かる．

残る |II=2の場合，および補題 3.4(2)の証明には，また別の手法が必要となる．次に述べ

るSamelson積はホモトピー可換性に関わる最も基本的な概念のひとつであり，その随伴である

Whitehead積に着目して考えるというのが以降の基本方針である．以下，基点つき位相空間 X,

Yに対し，基点つきホモトピー集合を [X,Yしと記す．（つまり [X,Yしとは， Xから Yへの基点

を保つ連続写像全体の集合を基点を保つホモトピーによって割った商集合のことである．）

Xを位相空間とし， x0EXを基点としてループ空間QXを考える． nxにおける交換子写像

をc:nx x nx→ nxと記す（つまり，ループの合成を・で，ループ1に対する逆ループを 1―1

で表すなら， c（冗匹） ＝ （1ロ・方；り・b1・,2)）とき，ウェッジ和nxvnxへのCの制限は定値写
像にホモトピックなので，次の図式をホモトピー可換にするでが存在することが分かる．

nxxnx~nx 

P↓ /// 
QXAQX 

ここでnx/¥DXはスマッシュ積 (nxx nx)/(nx v nx)を， pは商写像を表す．

定義 3.9.X, Y, Zを基点つき位相空間とする． a=[f] E [X,DZしと (3=[g] E [Y,nzしに対

し，〈a,(3〉E[X A Y, nzしを〈a,(3〉＝ ［co(f/¥g)]として定め，これを aと(3のSam曲皿積と

呼ぶ

補題 3.10.nxがホモトピー可換であることは〈id11x,id11x〉=0となることと同値である．（右

辺の 0は定値写像の属するホモトピー類を表す．）また，このとき任意の基点つき位相空間 A,B

とaE [A,DX].,(3E [B,nxしに対し，〈a,(3〉＝ 0が成り立つ．

以下，基点つき位相空間Xに対し，その被約懸垂XI¥引を江Xで表す．また，よく知られて

いる通り， f：xx → Yに対して ad(!):X→ DYを(ad(f)(x))(t)= f(x, t)により定めれば，

adは基点を保つ連続写像のなす空間の間の同相を与える． adがホモトピー集合に導く全単射を

叫： ［立X,Yし→ [X,nYしと記す．

定義 3.11.X, Y, Zを基点つき位相空間とする． aE [~X,Zしと (3 E ［~Y,Zしに対し，［a,(3］ E 

[~(X 八 Y),Zしを [a,(3］ ＝ad;;-1(〈ad.(a),ad.((3）〉）として定め，これを aと(3のWh脳畑叫
積と呼ぶ

注 3.12.定義から明らかなように， aE [X,DZしと (3E[Y,nzしに対し，〈a,(3〉＝ 0は

[ad汽a),ad;;-1((3）］ ＝ 0と同値である．

以上の準備の下で本題に戻るが，まず示すべきことは， Kpが |II=2となる missingface Iを

もつ場合に， 0Mがホモトピー非可換となることであった補題3.10と注3.12により，そのため

には M における非自明な Whitehead積を 1つ見つければよい実はそのような Whitehead積

は有理ホモトピー論を用いて容易に検出できる．実際， Kpの濃度 2のmissingfaceの枚数を£

とするとき，定理2.9とその注により，＊ ：：：：： 5の範囲で H*(M;(Ql)~ (Ql[t1, • • •, tm-n]/(q1, ・ ・ ・阻）
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(degt1 = ・ ・ ・ = degtm-n = 2, degq1 = ・ ・ ・ = degqR = 4)と書くことができる．従って M の

minimal Sullivan modelは4次以下の範囲で ((Q[tい...,tm-n] 0 A(x1,...，叩），d)(degx; = 3, 
dx; = q;, i = 1,..., k)となり，後は [FHTOl,Proposition 13.16]を適用することで非自明な
Whitehead積を検出できる．

最後に， QMがホモトピー可換であるとき，補題3.4の条件(2)が成り立つことを示す．補題3.2

と補題3.10,注3.12により， Kpの相異なる missingface Iぃんで IlnI2 # 0となるものが取れ
るとき， Zpには非自明な Whitehead積が存在することを示せばよい帰謬法で示すため， Zpの

Whitehead禎は全て自明であるものと仮定する． C= 1,2に対し，包含写像 Z(Kp)I£→Z(Kp)I1u12 
を幻で，包含写像 Z(Kpぃ→ Z(Kp)Il vz(Kp)I2をれで表すとき，以下の図式はホモトピー可換と
なる．（hはmissingfaceなので， Z(Kp),£ 竺321Itl-1=瓦321Itl-2であることに注意）

I;(S21Iil-2 /¥ 32II2l-2) 

[ji叩l↓ ¥＼＼臭亡し、
z(Kp)Il v z(Kp)I2 紅~Z(Kp)I1u12 

帰謬法の仮定と補題3.6により [iぃ砂]=0であり，よく知られている通り Z(Kp)1,X Z(Kp h2は

[J.1,j2］の homotopycofiberなので，以下の図式をホモトピー可換にするμの存在が分かる．

Z(Kp)I, V Z(Kp h2 紅V92 ~Z(Kp)hUI2 

mclusion↓ 
z(Kp)I1X Z(Kp)I2 μ、 Z(Kp),1Ul2

ここで£ = 1,2に対して H21r£1-1(z(Kp),£)空 H21Itl-1(S21Itl-1)竺 Zの生成元を取り V£ と置

けば，補題 3.6によりり： H*(Z(Kp),1Ul2)→H*(Z(Kp),£)は全射なので，が（叫＝ V£ となる
切 EH2|h|-1(Z(Kp)IlUI2)が取れる．そこで μ*(u西）を考えると，

μ*(u西）＝ μ＊（叫μ*（い＝ （V1 x l)・(1X叫＝釘 XV2ナ0

と計算できることが容易に分かり，特にm四ヂ 0となるところがdeg附匹＞ dimZ(Kp)応 I2な
ので，これは起こり得ない

4 Samelson積の計算

引き続き， M を P上の擬トーリック多様体，入を対応する特性行列とし， nは Pの次元，

m は P の側面の枚数とする前節では S1M がホモトピー可換のとき p~ （△州となら

ねばならないことが示された．注 2.12により入は定理 2.11の（1)の形かつ知＝ t(l,1, 1) 

(i=l,...,k)を満たすものとしてよいので，後はこの形の入について， QM（入）のホモトピー可

換性と (1,1,l)a勺三 0mod 2 (iヂj)が同値であることを示せばよい．

補題3.10により， 9Mがホモトピー可換であることは〈idnM,idnM〉=0となることと同値で
ある．一方，補題3.1とP竺（△叩により，今9M~（Q炉）kX Tkとなっている．この直積分解

を用いることで，計算すべき Samelson積をより小さく扱いやすいものに分解していくというの

が本節の方針である．
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QM  ~（国）kX戸における各成分の人射を ai:S1→ OM, bi: 0ゞ → OM(i=l,...,k)と

記す．鍛冶氏と岸本氏の計算 [KKlO,Proposition 1]により，まずは次のことが分かる．

補題 4.1.〈idoM,idoM〉=0となるのは〈ai,a]〉＝ 0,〈ai,い〉＝ 0,〈bi,い〉＝ O(i,j=l,...,k)と

なることと同値である．

注 4.2.S1および Qゞ がホモトピー可換であることを用いれば〈ai,aj〉および〈bi,も〉は常に 0

となることが容易に分かる．従って，結局のところ〈ai,も〉のみが問題となる．

さらに， Ganeaによる補題を用いれば，〈ai,bj)をより小さい空間の間の写像に還元できる．

E:炉→ Q炉を id炉： I:S6→炉の随伴とし， bi:S6ぢ 0S7~ OMと定めれば，［Gan67,
Lemma 2.1]により次の補題が得られる．

補題 4.3.〈aかも〉＝ 0は〈ai，も〉＝ 0と同値である．

そこで a;およびもの随伴をそれぞれ位約と記し， Whitehead積 [a;,/3』E四（M)を考える．

これは〈a;,も〉の随伴なので，以上の補題をまとめて次を得る．

補題 4.4.〈idoM,idoM〉=0となるのは［m，判＝ O(i,j=l,...,k)となることと同値である．

後は Barrat,James, Stein [BJS60]の手法を参考に，［ai,(3]の計算を行う．以下，連続写像

f:X→ Yに対してその homotopycofiber（つまり被約写像錐）を〇と記す．

前々節で述べた擬トーリック多様体の構成法により，主Tk束 Jr:Zp→ M が存在することを

思い出してほしい今Zp= (S予なので， 7r:(S予→ M である．この Tに対する homotopy

cofiber C1rを考える． /3=(31 V ・ ・ ・ V煤： （SりVk→ M と置くとき，これは Tの13-skeletonへの

制限に等しいので，自然に E=因V・・・V瓜： （（か）汽(S7)Vり→ (C1r,M)へと拡張され，以下の
可換図式が得られる．上 2段は空間対に対するホモトピー完全列の一部であり，下の垂直方向の

射2つは商写像により誘導される準同型を表す．

叫(Dい (S7tり十叫(Sり州
叶，＊↓竺

匹(C砂ら ►1rg(C1r, M) ~ 1rs(M) 

:：：冑:]：[a :；〗;：:（：M;：ここ／6［（[as:／JE Tg[~D:：ロニP＊ ↓ 

o([ai, Ejl -E.(Eij)) = -[a;, /3j] -/3. 0 O(Eij) = 0 

となり，［年，均l-E＊因） ＝し＊位）となるようなくijE 1rg(C1r)が取れることが分かる．次の補題は

叫[ai,幻])= 0であることに注意すれば容易に示せる．

補題 4.5.［年，叫＝ 0はp.((ij)= 0と同値である．
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また，次の補題は戸田氏による計算 [Tod56,(5.8)］から直ちに得られる．

補題 4.6.1r9(Crr, M)は以下のように記述できる．

匹 (C1r,M)=Z{似，均]I i, j = 1,..., k}心｛因oり i= 1,..., k} 

ここで R{x1,...，叩｝は X1,...，四で生成される自由 R加群を， Z2しま剰余環 Z/2Zを表し，

り：（D叫炉）→ （D尺炉）は叫Sり竺 Z/2の生成元nの拡張を表す．

一方，主Tk束n:(S予→ M の存在から，ホモトピーファイバー列 (S予喜 M→ (CP~）Kが
得られる．当然M→(CP=)kはhomotopycofiberからの写像C"→(CP=)kに拡張できるの
だが，そのhomotopyfiberは(Sりk* (S7)kとなることが示せる．さらに入射(Sり八(S7)k→C"
について同様の構成を行えば次のホモトピー可換図式が得られる．

(SりK T `M~7、 (CP→)K

↓ 
(SlV * （ST  ]， C7r 当 ► (CPザ

↓ 
Ci ~ (CPザ

ここで連続写像X→Yがd次以下のコホモロジ一環に同型を導くことを X三パ←で表してい
る中段のホモトピーファイバー列に対する完全列を考えれば， ng(C")竺7rg((8州＊（Sりり竺Z炉

となることが分かる．今後の都合のためより具体的に書いておくと，今gの IO-skeletonは
(Sりk* (87)kの9-skeleton(89 t k2の錐をにに貼り付けたものなので， 10--skeletonまでにおい
ては

cj = C,r u,11 e10 u,12 • • • u,.. e10 
と書くことができ，この冗 (i,j=l,...,k)らがng(C』竺 zk2の基底を与えている．

補題 4.7.pぷii)=O(i,j=l,...,k)はp.(,ii)= 0 (i,j = l,...,k)と同値である．

Proof. l＊心） （i,j = l,...,k)の生成する 1r9(C1r,M)の部分加群を A と記す． ng(M)竺

叫 (Sりりは有限群なので，対の完全列を考えることにより，ら： ng(Cサ→ 1r9(C1r,M)は単射
であることが分かるまた，＜ijの取り方により l,((ij)= [a,，均]-~*（％）であり， B* の定義
域もまた有限群であることから， ~.(Eij) は捩れ元である． このことと補題 4.6により Aは
匹 (C1r,M)の極大自由部分加群であり， AこImし＊であることから A=Imし＊が分かる．従って

(ij (i, j = 1,..., k)らもまたng(C")の基底となるので，補題の主張が従う． ロ

以上のことを用いれば， Whitehead積 [ai,(3]]らの自明性を，コホモロジーにおける計算に帰

眉することができる．定理2.9とその注により， H*(M)竺Z[t1,...,tk]/(q1, ・ ・ ・, qり(degti= 2, 

deg qi = 8, i = 1,..., k)と書けることに注意

命題 4.8.H*(M)~ Z[t1,,,,, tk]/(q1,,,,, q砂(degti = 2, deg qi = 8, i = 1,..., k)と表すとき，

[ai,(3］］ ＝0 (i,j = l,...,k)はZ叶t1,...,tk]において Sq漏＝ O(i=l,...,k)となることと同値
である．
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Proof．補題4.7の直前に述べた通り cj= C,r Uw e10 Uw ・ ・ ・ u"/kk e10 (dim :s:; 10)なので，

Cj/M = (C,r/M) Uか(711)e10 UP*(712) ・ • • Uが（叫） elO

= (S8 V ・・・VSりUか（711)が0uか(712)・ ・ • U肛（祖） e10 (dim :s:; 10) 

となる．従って， 10—胞体の貼り付け写像である p* （乃）らは Steenrod 作用素 Sq2: H8(Cj/M; Z2)→ 
H10(Cj/M; Z2)により検出できることが分かる． つまり，任意の i,j= 1,..., kに対して
叫叫＝ 0となることは， Sq2:が (Cj/M；勾→炉0(Cj/M;Z2)が0となることと同値である．

一方，商写像から誘導される準同型 H*(Cj/M;Z2)→H*(Cj;Z2)は＊さ 10で明らかに単射
であり，また H*(Cj;Z2)竺 Z叶t1,...,t月（＊三 10)であって， H8(Cj/M;Z2)の像はq1,・ ・ ・, qkで
生成される部分加群に一致する．つまり Sq2:H8(Cj/M; Z2)→が0(Cj/M;Z2)が0となること

は， Z叶t1,...,tk]における Sq2がZ叶q1,・ ・ ・, qk}上で 0となることに同値であり，これは定理の
後者の条件に一致している． ロ

後は実際に Sq切，の計算を行うだけであり，定理2.11はもはや容易に示すことができる．

References 

[BJS60] M.G. Barratt, I.M. James, and N. Stein, Whitehead products in projective spaces, J. 

Math. Mech. 9 (1960), 813-819. 

[BP02] V.M. Buchstaber and T.E. Panov, Torus Actions and Their Applications in Topology 

and Combinatorics, Univ. Lecture Ser. 24, Amer. Math. Soc., Providence, 2002. 

[DJ91] M.W. Davis and T. Januszkiewicz, Convex polytopes, Coxeter orbifolds, and torus 

action, Duke Math. J. 62 (1991), no. 2, 417-451. 

[FHTOl] Y. Felix, S. Halperin, and J.-C. Thomas, Rational Homotopy Theory, Graduate 

Texts in Mathematics 205, Springer-Verlag, New York, 2001. 

[Gan67] T. Ganea, On the loop spaces of projective spaces, J. Math. Mech. 16 (1967), 853-858. 

[KKlO] S. Kaji and D. Kishimoto, Homotopy nilpotency in p-regular loop spaces, Math. Z. 

264 (2010), no. 1, 209-224. 

[Tod56] H. Toda, On the double suspension E汽J.Inst. Polytech. Osaka City Univ. Ser. A 7 

(1956), 103-145. 

Graduate School of Science 

Osaka Metropolitan University 

Sakai 599-8531 

JAPAN 

E-mail address: s.hasui@omu.ac. jp 




