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密度行列繰り込み群法 (DensityMatrix Renormalization Group method， DMRG)は，

低次元量子系の基底状態を精密に求める数値計算方法です.これまで様々な系に適用され，

その有効性が実証されています.一方， DMRGを駆使して種々の励起スペクトルを計算す

ることも可能です.この方法を動的密度行列繰り込み群法 (DynamicalD MRG， D D斑RG)

と呼びます.とりわけ強相関電子系では励起スペクトルの解析が物性の理解に必要不可欠

ですが=基底状態のDMRGに比べると DDMRGの応用例は極めて隈られているようで

す.そこで本稿では低次元強相関電子系に対するスペクトロスコピーの現状から始めて，

DDMRGの原理及び具体的な数植計算方法を詳しく解説します.DD班RGの理解が深ま

ることによって，より詳細に物性研究を遂行できる手段を提供することが本語の粗いです.

1 強相関電子系のスペクトロスコピー

強相関電子系の実験研究では，様々な分光学的手法が威力を発揮しています.この背景

として， SPring-8，原研東海地区， KEKなどで，高輝度の放射光源や中性子源などが適

用可能となってきたことが挙げられます.また，レーザー励起光電子分光やフェムト秒ポ

ンプ・プローブ分光などのように，超高分解能分光法や時間分解分光法が盛んに行われて

いることも重要な発展と考えられます.これちによって最近活発に研究されている異体的

項目としてはパ 1)共鳴非弾性X線散乱法の開発と強桔関電子系の電荷励起の観測， ( 2 ) 

中性子散乱による高逼超伝導体の磁気励起の研究， ( 3 )レーザー励起光電子分光法によ

るフェんミ準位近接の超微細構造の観測ぺ4)軟X線を用いたバルク敏感光電子分光法，

( 5 )ポンプ・プローブ分光法による強相関電子系・電子格子結合系の夕、イナミクスの実

時間観測，などが挙げられます〈各研究項目にご興味のある方は，それぞれの解説を参考

にして下さい.これらの一部は文献 [1]に紹分されています). 

これらのプローブには，輪送特性を決めるフェルミ準位近傍のコヒーレントな状態と，

光学ギャッフ。を超えるエネルギーの局在的な状態が共に反映されています.強相関電子系

1本稿は、編集部の方から替にお願いして義筆していただいた記事である。
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では，これらエネルギースケールの異なる状態が密接に関わりを持っているということ

が大きな特徴です.そのため，これらのプローブが電子状態の理解に非常に重要な役割を

果たします.例えば， La2_xSrxCU04を強めとした銅酸化物高温超伝導体の研究では，初

期の段階からこの関わりあいが議論されてきました.この物質の光吸収スペクトルでは，

x=oのときに光学ギャップ("-' 2eV )より高エネルギーにあった状態がキャリアドー
ゼングと共に中赤外領域に移動し，X r-..J 0.15で Drude的な挙動に移行することが示さ

れています [2].この結果は，強相関効果に伴うバンド構造の大域的な変化を表しており，

rigid-band描橡が適切ではないことを示しています.

またスペクトヨスコピーに対する信頼性の向上は，これまで純理論的な考察から得ら

れていた結果が実験的に再現されるようになってきたことにも要菌があると思われます.

この背景には，スペクトル形状の励起エネルギー故存性やフロープ光の元素選択性，侵入

長などの認識が深まったことがあると思われます.典型例が角度分解光電子分光 (Angle

Resolved Photoemission Spectroscopy， ARPES)です.ARPESは高温超伝導の研究で目

覚ましい発展を遂げましたが，同時に相互作用する一次元電子系の研究においても非常に

重要な成果を挙げています.一次元電子系の素励起は，スゼノン・ホロンと呼ばれるスピ

ンと電荷昌由度の集団励起で，これらの自由度が分離しています.スピノン・ホロン励起

はバンド端の特異的発散で特徴づけられます. 10年前の ARPESではこのような特徴は

明確に観測されていませんでしたが，最近の実験では非常に明確なスピノン・ホロン分散

が確認されています [3].

一方，理論的な観点からは，金属絶縁体転移 (Mott転移)に関連して研究の歴史があ

ります.有名な J.Hubbardの論文，コヒーレントポテンシャル近似や Green関数に対す

る運動方程式の方法，それらと Gutzwiller近似との関連性などは読者の方もよくご承知

のことと思います [4，5].また，これらを包括した見方として非営に有効なものは，動的

平均場理論 (DynamicalMean Field Theory， DMFT)です.DMFTの代表的な成果は，

自体物理の標準的な学習課題として，最近のテキストでは必ず取り上げられています [6]. 

その一方で，実験で得られるようになってきた極めて高精度の分光データは，そのような

簡便な近似法や概念では必ずしも十分な理解が得られません.何故なちば，解析的な理論

はエネルギースケーんを疎視化する場合が多く，系の磁性に関わる低エネルギーの物理が

正しく記述できません.また DMFTでは局所的な電子相関効果が正確に扱われています

が，本質的に空間次元∞の場合の理論であり，系の次元住に依存する現象の研究はでき

ません.最近注目されている物質には，一次元鎖・層構造・スピネル構造・パイロクロア

構造などの複雑な結品構造と電子軌道を持つものが多くあります.そこでは，電子軌道の

次元性や幾何学的構造が物性に大きく影響してくることが考えられます.そこで上記と相

補的な方法も必要です.

このような背景から，理論的研究としては有限サイズクラスターに対する数値的厳密な

方法が威力を発揮しています.方法としては数種対角化 (Lanczos法)や量子モンテカル
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ロ法 (QuantumMonte Carlo， QMC)が挙げられます.これらの方法が機能すると考え

られる物理的理由は，遷移金属酸化物に代表される強桔関電子系の母物質が絶縁体である

ことに起因しています.そこでの基本的な立場としては，イオン結晶牲が強く，遷移金罵

と酸素で作られるユニットクラスターの性質が大雑把な電子状態を決めるというもので

す.また技術的には，コンビュータの性能向上や，研究室レベルで並列計算がスタンダー

ドになりつつあること，また色々な大規模並列計算プロジェクトが進行していることも，

数値計算の詮盛に拍車をかけていると思います.しかしながら数値的手法では，有限サイ

ズに起国するエネルギーギャッフ以下の低エネルギー励起を直接取り扱うことはできませ

ん.そこで詳細なサイズスケーリングが極めて重要になります.

ここで解説する DDMRGは， Lanczos法や QMCと同様の立場に立脚しており，そこ

からどれだけ低エネルギー励起の集団的性格を捉えられるかということを念頭に置いて

います.実際に DDMRGでは，系統的なスケーリング可能な程度までサイズを大きくで

きるということがポイントです.

2 密度行列繰り込み群法

密度行列操り込み群法 (Density班atrixRenormalization Group method， DMRG)の解

説には擾れたものが多くあります.特に，開発者である S.R. Whiteの原著論文 [7]は，教

育的にも配意の行きとどいたものです.また専門家による総合報告においても， DMRGの

原理がコンパクトにまとめられています.特に初期の発展をまとめたレビューは文献 [8]， 

丁寧な記述で実際の数値計算に役立つのは文献 [9]です.また K.Hallbergによる最新の

解説もあります [10]. 日本語解説で手に入れやすいもの，使いやすいものとしては，文

獣 [11，12]が挙げられます.詳錨はこれらも参考にして頂くのが望ましいと思います.本

節では， DDMRGを理解する上で最低限必要な DMRGの原理について解説します.

2.1 操り込みの指導原理

我々の呂的は， Lanczos対角化と間程度の精度を保って，大規模な系の物理的性質を調

べることです.数誼計算で扱える情報量には限界がありますかち，適切な情報圧縮操作を

行う必要があります.そのような惇報圧縮を行う場合にも，我々が扱うことができるのは

基本的には有援系です.考えるべき有援系は，本来であれば環境と結合しています.従っ

て，環境〈或いは有援系の端)からの影響を正しく取り込むことが必要です.今考えてい

るシステムと環境をまとめて fスーパーブロックjと呼びます.スーパーブロックという

視点に立って，システムの〈情報圧縮された〉最適な基患を求めることが以下での呂的で

す.以下で説明するように，最適な基底はシステムの密度行列の毘有状態のうちその固有

誼の大きいものです.そのため，この方法は密度行列繰り込みの方法と呼ばれます.なお，
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システムと環境という視点は， R. P. Feynmanの統計力学の教科書で、丁寧に説明されてい

ます [131.また，境界条件の違いが有限系での計算結果にどのような影響を及ぼすかは，

DMRGの論文が出版される前後に幾つかのグループで研究されています [14，15， 16， 17]. 

これらの研究は DMRGと直接の関係はありませんが，有限サイズ効果の物理的な意味合

いを考えてみるうえで参考になるかもしれません.

初めにスーパーブロックの基底状態を lψ)とします.システムを記述する完全系を li)

(i = 1，…，Z) ，環境を記述する完全系を IJ)(j = 1，…，J)とします.このとき!併は

、もES
'
'

宅
E
i

〆

'a
‘、

iψ)=芝山li)IJ) ， 

と表現できます.以蜂，システムを iより少ない m状態 lu勺 (α=1，…，mくので近似

することを考えます.m を truncationnumberと呼びます.lu勺はシステムの完全系で

(2) lua) = 2: ur li) ， 

(3) I~) =乞αα，jlua) IJ) ， 

これよりと展開できます.

8=11ψ) -1 ~)r ， 

という近似的波動関数を導入し

(4) 

を最小にすることを目指します.従って DMRGは変分原理に基づいています.I ~)は
一般住を失うことなく

I ~ ) = 2: lua) (乞αα，j1))) =乞αα|♂)1♂) = 2:2二ααぐり，;li) Ij) (5) 

と書くことができます.ここで lu勺との対称性を考憲してい勺 =LjVj Ij)及び ααJニ
ααすを導入しました.この結果，式 (4)は

(6) 8=写(%-2αα切f
と表されます.この最小化問題は，特異値分解〈特異値標準化)と密接な関係があります.

なぜならば，厳密な波動関数の係数ギ14jを lx J行列の (i，j)成分とすると (lくJ)，行

列ψ={仇j}は

(7) 

と特異値分解できるからです.ここで Uは lx lユニタリ一行列，Vは lx J列直交行列，

Dは lx l対角行列です.Dの対角成分が ψの特異値となります.変分関数と特異値分
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解の対応関孫から，Dの対角成分のうち僅の大きな m 個を αα とし，対応する Uと V

の列を♂と♂とすることが最適の近似であることが分かります.ここで最も重要な物

理量は， r環境を縮約したシステムの密度行列j

p=ψず =UD(V*V)DU傘ニUD2Uヘ (8) 

です.即ち Uが pを対角化し，その国有植の正の平方根が Dの成分となります.常に

(D2)ii三Oであるため，近似の精神が明確です.式 (8)の形から分かるように，実際の

数値計算では特異鐘分解を行う必要はなく，密度行列の対角化を行うことが重要になりま

す.以降では，式 (8)を「密度行列に ψをターゲットするJという呼び方をします.こ
の密度行列は，システムの状態ベクトルについての部分対角和音を取ると

Th p=  2ンii-乞ψijψijニ 1， (9) 

という関係を満たしています.密度行列の部分対角和は，式 (8)から

Tr (UD2Uつ=壬 (D2U*U)= Tr (D2)， (10) 

と書き亘すことができます.従って，近似の精度は

Pm二 1-:L(D2)ii) -
E
S
/
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によって評街できます.これをなuncationerrorと呼びます.

以上をまとめるとj近叡で残すべき最適な m 状態は，スーパーブロックの基底状態か

ら作られるシステムの密度行列の国有状態のうち，対応する国有僅が大きいもの m 倍j

となります.

2.2 数値計算アルゴリズムの概要

2.1節の定式化では，拐めにスーパーブロックの厳密な基患状態を仮定しています.こ

の時に近似で残すべき最適な m状態、について議論しました.実際にはスーパーブロック

の厳密な基底状態が分からないのですから，この原理を数値計算に応用する工夫が必要で

す.計算手法として，無限系アルゴリズムと有限系(スイープ)アルゴリズムが知られて

います [7].異体的に一次元豆ubbard模型

H 二 -t:L(c!，ん 1け H.c.)十 U玄向，内Il (12) 

に基づいて，最も基本となる無限系アルゴリズムの流れについて紹介します.
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1.始めにスーパーブロックが厳密対角化できるような小さい系を設定します.スーパー

ブロックはBt・・Bfjという構造を持っているとします.・はシングルサイト， Bf
(Bfj)は kサイト (k'サイト〉のブロックを表します.Bf;-をシステム，・Bfjを
環境とよびます.以降，シングルサイト・は厳密に取り扱います.システム内の k

サイトのブロック Btはl状態で記述されているとし，出発点では iく m です.シ
ステム内のブロック Btと環境内のブロック Bfjは個別に作るのが望ましいですが，
フェルミ才ンサインの問題が出ない模型では， Bf=BEとすることができます.こ
のスーパーブロックを対角化して，基底状態を求めます(ここで示したスーパーブ

ロックは一次元的ですが，二次元の場合にも拡張できます). 

2. (1)の基底状態から環境・Bfjを締約したシステムB2-の密度行列を導入し，密
度行列の固有値及び富有状態を求めます〈環境内のブロックを掴別に作る場合には，

システム Bt-を縮約した環境・B{jの密度行列を導入しますに

3.システム Bt-のハミルトニアン H及びシングルサイト・における電子の生成演算
子c;σ の行列要素を， ( 2 )における密度行列の固有状態を基底として表現します.
Hubbard模型の場合には，行列次元は 4lになります(4はシング)1--サイトの状態

数).4l > mの場合には， ( 2 )で求めた固有状態が小さい基底を捨てます.ここで

行列次元が m に圧結されます.

4.元のシステム Bf;-を新たなシステム内ブロック Bf;+lとし，新しいスーパーブロッ
クBt十1・・Bfj十1に対して(1 )から(3)のステップoを行います.ここで例えば
Bι1の端と・の関の電子のホッピングに関する行列要素を作るためには，前のス

テップ(3 )で求めたc;σ をB{;+lの端における電子の生成演算子として用います.
以上のステップを繰り返し，目的のシステムサイズに到達したら計算を終了します.

以上が無限系アルゴリズムの概要です.通常は，始めに無限系アルゴリズムで百的のサ

イズ〈左右対称の場合には BZ/2-1・・Bf/2-1)までサイズを拡大します.しかしながら，

無援系アルゴリズムの Bむμ とBf/2-1は，それより小さなスーパーブロックの波動関
数から作られます.従って，電子数がシステムサイズと整合していないような場合には，

十分な精度が出ない場合があります.そこで，この後にスイープアルゴリズムで精度を高

めます，スイーフアルゴリズムでは，スーパーフ、ロックのサイズ Lを一定とし，シング

ルサイト"の位置をBL2・・Bf/μ ，BZ/2+1・・Bf/μ?・と動かして(スイープして)， 
色々なスーパーブロック配置で繰り込みを行います.スイープアルゴリズムのスーパーブ

ロックは，システムサイズが小さい時に環境の影響が大きく，逆にシステムサイズが大き

い時には環境の彰響が比較的小さいという構造を持っています.従って，無限系アルゴリ

ズムの弱点がカバーされています.
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3 動的密度行列繰り込み群法

3.1 繰り込みの指導原理

基底状態を求める DMRG~こおいて，スーパーブロックを最適に近似する基底は，環境

が締約されたシステムの密度行列の固有状態でした.この密度行列は，スーパーブロック

の基底状態の波動関数かち構成されます.したがって，スーパーブロックの励起状態の靖

報を含んでいません.そこで励起状態を計算するためには，基底状態に加えて励起状態も

密度行列にターゲットすることが DMRGの自然な拡張として考えられます.このときに

は，混合アンサンプルに対する密度行列を導入することになります(通常は混合状態と呼

ばれますが， J. J. S誌uraiの量子力学のテキスト [18]では，混合アンサンプルと呼んで

います.この方が f異なる純粋状態の集合に対する統計的性質jという意味合いが明確で

す).混合アンサンプルの密度行列の固有状態を用いて基底変換する方法を動的密度行列

繰り込み群法 (DynamicalDMRG， DDMRG)と呼びます3 この考えかたは，有限温度

における密度行列〈この場合には環境の縮約などの概念は入っていません)

pニ :Lp，α|α)(α1， (13) 

と対応しています.ここでpα =e-sEcxj玄αe-sEcx~ 0はBoltzmann因子で，状態 iα)の

実現確率を表します.また HIα)=E，α|α)です.DDMRGでは |α)に対応する部分の意
味合いがもう少し積極的で，ズバリ「計算で知りたい励起状態j となります.またおに

対応する部分は， 1α)をどのぐらい精度よく計算したいかの目安を与えます.3.3節で詳

しく説明しますが，例えばー粒子励起スペクトル

A(k，ω) = -~~ (01 Ck.a r.l 1 TT " _ Ck，a 10) ， (14) 
勾 Eoー ω-H+打 'σ

を計算する場合には，

{Ia)} = {IO) ，則的ベEoー ω-H十行〉九点 (15) 

を各々規格化した状態がターゲットとなります.

規格化された各ターゲットを，行列ψα 〈システムの自由度が行成分，環境の自由度が

列成分)で表すと，混合アンサンプルの密度行列は

p = :LpOl'ltαψ;?(18)  

で与えられます.ここで環境の自岳度は，1tαと必の積をとる過程で結約されています.

また ψα が規格化されていれば，システムの状態ベクトルについての部分対角和に対し

Tr p二:LpαTr(ψα1þ~) = :Lp，α乞〈ψ'a)i，j(叫ん=:Lpα(17)  
α i，j α 

3DDMRGという呼び方は、議密には励記スペクトルを計算する或る特定の方法に対するものですが，本
稽では励起スベクト)vを計算できる方法で指導原理の同じものをこのように呼ぶことにします.
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となるので，

2二九=1， (18) 

を満たすように正の実数の組 {p，α}を決めます.この範囲では，まだ {pα}には任意性が

残っています.この問題については 3.2節で議論します.

DDMRGにおける近叡としては，式 (16)をユニタリ一行列 Uで対角化し，その留脊

値が大きな固有状態を残します.この手顛は基底状態の DMRGと同じです.但し実際の

数種計算の範囲では，pを対角化するユニタリ一行列 Uで， αの異なる行列ψαψ二は必
ずしも同時対角イとされません [19].この事情は，特異値分解の性質だけからは， αに依存
しない Uを導入して払 =UDαりとできる保揮がないことに関係しているようです [7].

混合アンサンプルの形式は

ψ=I:v予二ε仇 ψα?

という位相コヒーレント状態〈純粋状態〉と区別する必要がるります.なぜならば，

から作られるシステムの密度行列

戸=ψψ本=ρ÷乞ν伝 psei(Oa-Oβ)ψαψ;?
αヲ正β

(19) 

‘ヲー ‘ヲ'

丸一 ι一

(20) 

は，異なる状態関の量子力学的干渉を含んでいるからです.今の場合には環境を縮約する

という付加的条件が付いていますが，縮約によって干渉が消えるかどうかは自明ではあり

ません(量子力学の観測問題やマクロ系の量子力学に関連した話題ですねト

以上を考慮すると， DDMRGの場合には，状態ベクトルを扱うタイプの変分原理より

は，むしろ式 (16)を出発点とすることが本質的であると考えられます.

なお有援温度においてスペクトルを計算する方法もありますが，この原理は DDMRG
と異なります.ご興味のある方は文献 [9]を御覧下さい.

3.2 カレント相関関数の計算のためのターゲ‘ットと Kramers-Kronig

関係

以下では幾つかの物理量を例にとって計算の流れを紹介します.簡単のため，物理量の

定義は一次元系のものとします.まずこの宣言ではカレント相関関数

χ(ω)ニ (Gjjljf|GL(21)
U 十品-H十作

を対象とします.10)とEoはそれぞれ基底状態と基底エネルギーです.また γ→ O十で

す.ここでカレント演算子jは

J=-守さ(dん
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で定義されます.cjσ，Ciσは電子〈サイト 't， スピン σ)の生成泊滅演算子，けま電子の

ホッピング， αは格子定数です.以降では， χ(ω)の実部どい)と患部χ吋ω)を導入して，

χ(ω)=χ'(ω) + iX"(ω)と書くことにします.カレント相関関数は系の光物性を調べる基
本的な物理量で -e2χ"(ω)/Lω が複素光学伝導度の実部の正則部分 σ~eg(ω〉となります.

ここで Lはシステムサイズです.基底状態が絶縁体の場合には，これがそのまま光学伝

導度になります.基底状態が金属の場合には， σ~eg(ω) に加えて特異部分

〈仏仏ω4仇均仏山ωη勾ぷng(Wμμ(いωω吋)ト二 一亨午(仲ピ刷川(いω州川ω吋ゆ柑)片肘州)芦洲s引(ω)=ωDo(ヤωω
があります.Dは Drude重みと呼ばれ 金属を特徴イ付寸ける量です.また

ァ=-t(i)25(d山

はストレステンソル演算子と呼ばれます.有限サイズにおける数値計算の場合，Dの値

は境界条件に非常に敏感です.従って熱力学極限での Dを見積もるには注意が必要です.

χ〈ω)は以下の状態

iψ1) = 10)， 

iψ2) ニ jt10)， 

j守γ(ω)) = (ω+Eo-H+打)-1jt 10) ， 

(25) 

(26) 

(27) 

からなっています.そこでこれらを密度行列にターゲットします，即ち，計算で求めたい

状態をターゲ、ツトします.1ψ1)は Lanczos法で作ったスーパーブロックの基底状態です.
次に jt10)は， Jの始状態と終状態で量子数の変化がないため， 10)と同じ基底で作れま

す〈従って jはスーパーブロックのハミルトニアンにおけるホッピング項の符号を変え

ればOK).I雪γ(ω))の形のベクトルを補正ベクトル (correctionvector)と呼びます.補
正ベクトルを求めるためには

(ω+Eo-H十行)1雪γ(ω))= jt 10) ， (28) 

という線形方程式を解く必要があります〈詳細は 3.6節で説明しますト注意事項として

は， I守γ(ω))は実部も虚部も取り扱う必要があるという点です.どい)と χ代ω)の関には
Kramers-Krるnigの関係

χ吋ω)
ぺj
一ω
?

い一一ハリ一
ω

χ
3
2
f一

f
u
x一
U

，α
I

J

 

お

∞

d

f
jム
∞

∞

p

f

f
↑
 

l

一π
P

一
1
一π

一

一

(29) 

(30) χ'(ω) 

が成立しています.線形応答理論に従うと，この関係は外場がかかつて初めて系が応答す

るという因果律を表しており，物理的に極めて重要です.従って，計算したい量がど"(ω) 

ハ
υ
n
J
U
 

G
O
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のみであっても，8'汗γ(ω))だけをターゲットすることは〈特に高エネルギー領域におい

て)精度を著しく落とす原国となります.虚数を扱うことを避けるために，都合 iψ1)1 Iψ2)， 

iψ3)ニ Rlwγ(ω))，Iψ4) = ~ IWγ(w))の 4状態を密度行列にターゲットします.この定式

化の範密では，各状態の重みおの選び方に任意性がありますおの選び方に関しては，

Kuhnerらによる解析があります [20]. しかしながら著者らの経験では，極端に偏った重

みづけをしなければ計算結果は選び方にそれほど強くは依存しないようです.それよりも

重要なことは，むしろ αの数に対応するだけの m を取るということではないかと感じて

います.但し全てのターゲットは基底状態に適当な演算子を作用して生成されるため，基

底状態はある程度の精度で求めておく必要があります.そこで著者らは通常Pl= 0.5と

し，残りの pα は均等製りにすることが多いです.エネルギー ωに対するスペクトル強

度は，内積(ψ'21ぬ)で与えられます.実際の数値計算では，スペクトル強度が収束する
までスイープを続けますが， DDMRG特有の収束判定条件は 3.5節で述べます.

ここまでの流れで明らかなように，スペクトル強度はある特定の ωに対してのみ計算

されます.従って調べたいエネルギー領域が (Wllω2)である場合，この範囲で ωを変化さ

せて計算を繰り返す必要があります.今の計算でエネルギーの分解能は 7程度ですかち，

少なくともい2一地)/γ 田程度の計算が必要になります.この繰り返し計算が DDMRG

の欠点であることは否めません.この煩雑さを改善する方法としては，上記の状態に加え

て Iw-y(ω十2i))も同時にターゲットすることです.この場合， I曽γ(ω))と i曽γ(ω十 2，))

を同時に取り扱うことによって， (ω?ω+2i)の領域に含まれる励起状態がうまくターゲッ

トされます.これは 2つの補正ベクトルをターゲットすることで， W十γ周辺の状態の重

みが高まるためです.これを利用して， Iwγ(ω 十4i))γ ーなどとターゲットを増やしてい

けば，ー屈の DMRG計算で広い領域のスペクトルが取れることになります.当然のこと

ながら，ターゲ、ットを増やせば計算精度を保つために m も増やす必要があります.また

線形方程式を解く回数も増加します.計算時間と精度を最適化するターゲ、ット数は，一般

には問題に依存します.

3.3 ー詮子励起スペクトルの計算のためのターゲットと開放端条件での

運動量の定義

ARPESは，一粒子励起スベクトルA(k，ω)(に双極子遷移行列要素の振穏の 2乗と Fermi

分布をかけたもの〉を重接観測する方法です.A(k，ω)を精密に許算する方法は，近年の高精

度分光データから物理を引き出すために不可欠のものです4 この節では A(k，ω)の計算方

法を紹介します.A(k，ω)は一粒子グリーン関数 Gσ(k，ω)とA(k，w) = (-1/π)ImGa(k，ω) 

4実験と理論を比較する場合には，光電子分光の表面教惑性に注意を払う必要があります.それは光電効

果で試料から出てくる光電子は，平均自由行程程度の厚さの表酉層から出てくるためです.電子の平均皇自

行程は，入射光のエネルギーに強く依存します.実際にスペクトル影状の入射エネルギー依存性は環在議論
の焦点となっています.

宅
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の関係にありますので，以下では G(Y(k，ω)を計算します.絶対零度の Gσ(k，w)は

G(Y(k，ω) = (014，σP IM1 ・-;:，Ck，(Y10) ， 
-ω-.t1十ヴ

で与えられます.密度行列ヘターゲットする状態は

iψ1) = 10)， 

iψ2) Ck，(Y 10) ， 

Iwi(ω)) = (Eo -w -H + iγ〉-ICK，σ10)， 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

となります.この場合，Ckσ10)という状態を生成する必要がるります.電子(波数 k，ス

ピン σ)の消滅演算子を作用していますので，基底状慈 10)と量子数が違います.JO)は

電子数 Nを固定した Hilbert空間で求めていますので，この変化を正確に取り扱うには

多少の注意が必要です.10)の電子数 NはLanczos法を行う際に国定されるのですが，も

ともとスーパーブロック Bt・・Bf-k-2が取れる全状態数は n2m2あります.ここで m
はブロックBf及び Bf-k-2の状態数， η はシングルサイト・の状態数です.n2m2i国の
状態の中には，電子数値分揺らいだ状態がかなり多く含まれています.そこで DMRGの

場合には，n2m2の基底から N電子系の状態と N-1電子系の状態を同時に作ることが

許されます.このような計算が可詑となる背景は以下の通りです.一般にシステムブロッ

クBfにおける物理量の行列要素は，無担系アルゴリズム或いはスイープアルゴリズム
で，一つ前のシステムブロックBf=Bf-1・に対する密度行列の酉有状態で表現されて
いますースーパーブロックは粒子数の決まった状態のみ考えますが，部分系であるBfは
様々な量子数をとって構いません.従って，密度行列が異なる量子数でブロック対角化さ

れます.通常は，特定の量子数のブロックの富有値だけが大きくなるということはないの

で，色々な量子数を持った固有ベクトルで行列要素の基底変換が行われます.Hubbard模

型などではこの国有状態、には電子数 3"， 5信分揺らいだ状態がかなり多く含まれており，

また繰り込みが進んでもこの揺らぎの影響は残ります.

粒子数の異なる状態 10)及び Ck，σ|めを同じ密度行列上で扱うためには，初めにこれら

の基底を fN粒子の状態 +(N -1)粒子の状態jで書き産すのが簡便です.書き直した
後の新たな 10)では，(N -1)粒子状態に対恋する成分に Oを入力します.

最後に運動量の定義についてコメントします.DMRGは開放端の場合に最も精度が高

くなります.そのため通常は開放諸条件を採用します.この場合には，周期境界条件にお

ける通常の運動量が良い量子数にはなりません.そこで今考えている系を一次元井戸型ポ

テンシャんと見なして，その状態を識別する量子数(これを擬運動量と呼ぶ)を導入しま

す.サイト 1から Lではポテンシャルが 0，その外(便宜的に O番目と L十1番目と呼

びます)で、震子は無最大のポテンシャルを感じることにすると，擬運動量は

k=ヱLη=1、2‘…ムL+l"- -，-，--，-， 

。，，uっ，山
口

δ

(35) 
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となります.このとき九σは，実空間表示の電子の消滅演算子 qσを用いて

ご ，1二7乞叫仇σ(お)VL十1γ
と表わされます.あとは全てのサイトの沼滅演算子 Ciσ が計算できればよいことになり

ます.各サイトのフェルミオン演算子を繰り込む場合，フェルミオンサインをどう取るか

が問題となります.詳締は文献 [9]を参考に検討して下さい.

3.4 動的スピン相関関数の計算〈締約された密度行列の対称性に関する

コメント)

中性子散乱実験を解析するためには，動的スピン相関関数を計算する必要があります.

動的スピン相関関数は

sα(q7U)=(Oi(S;)T，.l  F 1U  I JR:s;IO) ， (37) 

で定義されます.ここで臼ニ土?z，s;=士LieiqRす(町一丸!)，s: =士乙e4qhc:ρ，!' 
S二q 二 (s:)tです.混合アンサンフゾレの密度行列に対するターゲ、ツトは

iψ1) = 10)， 

i仇) = s; 10)， 
i守γ(ω)) = (ω 十Eo-H+打)-lS;IO)， 

(38) 

(39) 

(40) 

となります.この場合，基底状態 10)に比べると s;=1めでは全スピンが土1だけ変化し
ていますが，このスピン揺らぎの効果もスーパーブロックが取れる全状態の中には充分含

まれています.従って同じ基底から上記の状態を作ることができます.

sα(q，ω)の計算を精密に行うには， σ(ω)や A(k，ω)の場合以上に，スピン空間におけ

る対称性に配意する必要があります5 具体的には，環境〈或いはシステム〉が結約され

た密度行列において，異なる量子数の関のブロック対角化条件を数値的に満たすようにし

ます.仮に非ブロック対角部分に 10-15程度の小さな値が入っていても，莫大な m 状慈

を用いた計算ではこの数誼誤差が累積して，異なる量子数の空間を憧かに混合してしまい

ます.この結果として，例えばスパイラルスピン状態のように非営に低エネルギーの励起

が許される場合には問題が起きますースピン空間の対称性を考憲した場合，ブロック端の

演算子の変換ほやや護雑です.ブロックの端の演算子は，Ck，u， s:などのように量子数が
変化するものもありますかち，演算子毎に異なる変換を行う必要があります.

5一方，プ包グラミングの簡便さという点では，ブロック対角化を行った後にブロック対角行列を結合し

て，nm xnm次元の変換行列を扱う方が都合がよいです.このときには，ブロック端の演算子や模型が変
わっても同じサブルーチンが使えるためです.非ブロック対角化部分はゼロですので，一見すると無駄な演

算を行っているように見えますが，高速化 BLAS(Basic Linear AIgebra Subprograms)ライブラワーな
どを痩うと，スピン空間の対称性を考憲して計算した場合よりも圧倒的にスゼードアップします.単純なス
ピン講造を持つ系の σ(ω)や A(k，ω)の計算であればこの方法も有効です.

っdっ，，uoo 
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3.5 計算アルゴリズム

以下に示すようなアルゴリズムに従って実擦の数誼計算を進めます.以下はあくまで基

本的な方法であって，問題に応じて色々な方法を試されるとよいと思います.模型は一次

元 Hubbard模型を想定しています.

1.初めに無限系アルゴリズムで通常の DMRG計算を行います.ここでターゲットは

基底状態のみとします.励起状態を計算する場合においても，基底状態が精度よく

計算されていることは極めて重要です.対象としている励起状態は，基底状態、の波

動関数に適当な演算子を作用して生成されますので，励起状態の精度と基底状態の

精度は不可分の問題です.無限系アルゴリズムで得られた基底エネルギーは，この

後の計算精度を測る目安の一つにもなります.

2. (1)が終了したら，スイープアルゴリズムに移ります.ここから密度行列に励起状

態をターゲットします.スイープアルゴリズムの各ステッフ(ある特定のスーパー

ブロックでの計算)では，初めに Lanczos法でスーパーブロックの基底状態10)を

計算します.Lanczos法の基底ベクトルは，全状態数 n2m2 (mはブロック Bt及

び Bf-k-2の状態数 nはシングルサイト・の状態、数)から今考えている量子数の

状態のみを抽出します.ここで得られた基底状態に適当な演算子 Aを倖用して，励

起状態 At10)を作ります.演算子 Aは)， Ck，σ， stなどを念頭に置くと，始状態と
終状態で量子数が変化する場合があります.この場合には，始状態の基底と終状態

の基底を個別に用意する必要があります.このあと 3.6節の方法に従って補正ベク

トル問γ(ω))を計算します.得られた 10)，At 10)，及び i守γ(ω))から混合アンサンブ
ルの密度行列を作り， Householder法で各量子数の空間毎に対角化を行います.密

度行列を対角化する行列を用いて，システム Bt-のハミルトニアン H，システム
に含まれるシングルサイト・における電子の生成演算子c;σ 及び粒子数演算子 n.，σ

の基底変換を行い，乙の時にシステムの状態数を ηmから m に圧結します.

3.新しいスーパーブロックBι1・・Bf-k-lを作り， ( 2 )を繰り返します.ここまでの
段階では，励起状態計算の出発点はあくまで Lanczos法で得られた基底状態です.

そのため，At 10)及びi弘(ω))は最適化されていません.そのようないわば中途半端
な状態を密度行列にターゲ、ットしているため，スイープの一回目では基底エネ)vギー
が僅かに増加します.そこでスイーフを続けることで基患状態と励起状態の双方を

最適化します.基底エネルギーの値が無盟系アルゴリズムで得られた値よりも抵くな

り始めたら，計算精度はある程度取れてきたとみてよいと思います.(01 A8' 1弘(ω))

が目的の収束度に達したら計算を終了します，

4.目的の収束度に達したら，(Wl，ぬ)の範圏でスペクトルを計算します.この場合，共

役勾配法を夜うことは勿論可能です.しかし既に最適化された基底が得られている
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ため，連分数展開でスペクトルを計算することができます.

3.6 補正ベクトルの計算方法

DDMRGでは，補正ベクトル|守γ(ω))を求めることが最も重要です.記述のように，補

正ベクトルを求めるためには

(ω+Eo-H+打)1雪γ(w))= At 10) ， (41) 

を解くことが必要です.DDM主Gで構報を圧縮している場合にも H は莫大な次元を持

っていますので， (ω 十Eo-H十打)-1を掃き出し法などで直接求めることは現実的で

はありません.大規模線形方程式を解く標準的な方法として，共役勾配法(conjugate 

gradient method， CG法〉がよく知られています [21，22].一方，計算精度を考意すると，

E. Jeckelmannによって提案された方法が優れています [23].DDMRGという呼び方は

後が始めました.狭い意味では彼の計算方法を DDMRGと呼ぶべきかと思います.彼の

方法は以下の通りです.

始めに式 (41)の両辺の虚部を取ります. 1ψ) = s: Iwγ(ω))と書くと，

{(ω十品 _H)2+子}Iψ〉二-，At10) 
が成り立ちます.この式は，以下の汎関数

WA，')'(ω，~) = (ψI {(ω 十Eo-H)2十γ引ψ)+γ(OIAIψ)+γ(利At10)， (43) 

(42) 

に対する停留条件

6WA，γ(W，ψ) 
6ψネ nu 

一一

揖m
 

ψ
 
一一
A
V
 

(44) 

となっています.この停留値から，スペクトル関数

I(ω)=-is (0|AW)=-iwA(ω7私的)，
1[" πγ 

(45) 

が得られます.汎関数による方法の精度を調べるために，求める解が

iψmn)=s lA?iO)+εiめ (46)
ω十Eo-H十1"

であると仮定します.ここで ε<<1，仲14>)= 1とします.このとき

WA，')'(W， ~min) =一的I(ω)+♂(ゆI{(叶Eo-H)2十子}I札 (47) 

となり，誤差は♂程度に抑えられます.Iψ)から直接I(ω)を計算するタイプの方法でほ
とのオーダーの誤差を生じますので，汎関数による方法は精度が高いことが分かります.

F
h
d
 

nノ“QO
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実際の密度行列へのターゲットにほ実部も必要です.これは以前に説明したように，吸収

スペクトルの計算などで Kramers-Krるnig関係を成り立たせるためです.汎関数による方

法での実部は

.AT jO)=1(H-Eoー ω)Iψ) ， 
ω+Eo-H十 1"

(48) 

となり， εのオーダーの誤差を含んでいます.

具体的な計算では，変分関数を Lanczos法と同じように部分空間の Krylov3iUで行列表

現し，対角化を行います.担し γ項があるため，ぷ)0)も列に入れておきます.展開は対
角往の最低国有僅が目的の収束度になるまで行いますが，これも Lanczos法と同様です.

実際の計算では，HIψ) ，H21めなどの代わりにい+Eo-H)Iψ)， (ω+ Eo -H)21ψ)な

どを用いるほうが安定住が高いようです [24].

計算の精度や効率は?の大きさに非常に強く依存します.特に γが小さくなると計算

効率が落ちます.自由bard模型などの典型的な強相関模型では， γ=0.05t程度が現実的

な時間スケールで計算できる限界です (tは電子のホッピングで，この場合にスペクトル

において有限サイズ効果が目立たなくなるのは L，r-J 10t程度ですト

計算を更に加速させるために，通常のDMRG法における波動関数変換を応用すること

ができます [25].即ち， 1ステップ前のスーパーブロックにおける線形方程式 (41)の解

を今のスーパーブロックの基底に変換し，それを新しい線形方程式の初期値として用いま

す.うまく扱えば，通常の DMRG法での波動関数変換に匹敵する高速化が可能です.基

農状態に対する波動関数変換では，よほど基底エネルギーの精度が取れていないと演算

の高速化には至りません.従ってこの方法で励起状態に対する計算が加速するということ

は，励起状態の精度も十分に取れることを意味していると考えられます.

3.7 連分数展開による方法

DDMRGの指導原理は，混合アンサンプルに対する密度行列による繰り込みでした.こ

の概念は，既に S.R. Whiteの論文で述べられています問.一方，混合アンサンブルの概

念を実際の励起スペクトル計算に応用したのは K.Hallbergが最初です [26].K. Hallberg 

の研究では Lanczos法の連分数展開を念頭に置いて， Lanczosベクトルの幾っかをター

ゲット状態とする方法が試みられています.この方法では，一回の DMRGで全エネル

ギー領域のスペクトルを計算することができ，非常に簡便です.また非常に小さな 7で

スベクトルを計算することが可能です.その一方，精度の高い計算を行うためには，状態

ψα の数 αに対して m:>>α とする必要があります.基底状態の DMRG法 (α=1)で
あっても，通常は数百のオーダーの mを取りますから，この場合には極めて大きな mを

敦らないと収束性が保障されません.この背景としては，補正ベクトルがほぼ国有状態

(，の影響があるため厳密ではないが〉であるのに対して， Lanczosベクトルは必ずしも

F
O
 
っ“00
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冨有状態に近いとは言えないことが影響しています.ある国有状態に近い状態を作るため

には，様々な Lanczosベクトルの隷形結合が必要です.これを全ての励起状態について

行わなければならないので mが増加するということです.但し，励起子的な状態が形成

されている場合には，この方法は非常に効果的でるることが分かっています [26，27]. ま

たあまり定量性を要しないような大掴みの議論には非常に適しています.この精度の範屈

であれば，スペクトんだけではなく時開発展や有眼温度の物理量の計算iこも容易に拡張で

きます.舗正ベクトルの計算に進む訴に勉強して有益な方法だと思います.

3.8 エッジポテンシャルの導入による励起スベクトルに対する有限サイ

ズ効果の緩和

Mott絶縁体からの励起状態を考える場合，周圏に比べて電荷の異なる素励起が生じま

す.一粒子励起の場合には，電子がいないサイトが生じ，この励起をホロンと呼びます.

また光励起の場合には，電子がいないサイトと電子が二重占有したサイトが生じ，これら

の励起を各々ホロン・ダブロンと呼びます.これらの素励起は，開放端条件で器に局在す

る傾向があります.例えば長距離 Coulomb斥力 Vが電子の運動エネルギーより大きい

場合，Vの損を避けるためにダブロンは端に局在します(ダブロンが運動していれば 4V

のエネルギー損がありますが，端に罵在した場合には 2Vの損で済みます).素励起が局

在した状態は，スペクトルにおいて余分なピークとして現れます.あるいは本来ならば一

本であるべきピークが状態の異なる二つに分裂するといってよいかもしれません.ダブロ

ンが端に局在することを避けるために，端のサイトに電子が来るとエネルギーが高くな

るような一体ポテンシャルを導入するのが簡単でしかも効果的です.即ち Hの代わりに

H+V(町十nL)を新たなハミルトニアンと考えて計算を行います.ここでポテンシャル
の大きさや符号は，素励起の局在効果がなるべく小さくなるように決めます.但しハミル

トニアン自身に変更を加えているため，運動している素励起のピークエネルギーやスペク

トル形状を僅かに変えてしまうのがこの方法の欠点です.しかしながらポテンシャルの寄

与は H項に比べて l/L程度ですので，本質的な問題にはなりません.いずれにしても周

期境界条件の結果などとの比較が必要です.

3.9 時間依存 DMRGのフーリエ変換から導出したスペクトルとの関

連性

DMRGの最近の展開で注目されているのは，系の長時間発展を DMRGにより系統的

に計算することです.この開題に関して最初に手法の提案を行ったのは M.A. Cazalilla 

ですが， S. R. Whiteらは通常の DMRGコードに整合する形に拡張しました [28，29]. 

S. R. Whiteの研究の動機としては，実時間 Green関数の応答が長時間に渡って計算で、き

ヴ
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れは¥その Fourier変換によってスペクトル関数を得ることができることだ、と侍っていま

す.前節までで述べてきたように，一回の DDMRGでは限られたエネルギー区間のスペ

クトルしか計算できません.従って全エネルギー領域のスペクトルを得るためには，異な

るエネルギー区民に対して何度も DMRGを行う必要があります.この煩雑さを緩和でき

るというのが Fourier変換をする利点です.しかしながち Fourier変換の方法では，バン

ド端のスペクトル形状に影響がでます.一次元系の一粒子励起スペクトルのように，バン

ド議に発散が現れる場合には注意が必要かと思われます.

3.10 Deconvolution 

DDMRGにより得ちれるスベクトルには，人為的につけたブロードニング?の彰響が

あります.この影響を調べるために，以下の関係

f∞ χ(ω') 
定(ω)=ーl

11 J-OO 

(49) 

の逆変換を考えます.ここでχ(ω)は真のスペクトル関数(即ち γ→ 0)，支(ω)はDDMRG

で得られるブロードニング 7のついたスペクトんです.ここで L̂((ω)= (γ/π)/(ω2十，2)
を導入し，エネルギーを離散化すると，

定(ぬ)rv字写L̂((Wi一州 (50) 

が得られます.ここで Aω=1幼十1ーぬiです.従って支(ωふχ(ω'i)をベクトル五支の t
成分，ム(ωt一 ωj)を行列£の (i，j)成分とすると，逆行列による変換

-1ι 《 唱・4

支=一云_L-1支?，D.ω (51) 

で真のスペクトルの近似式が得られます.このあと γよりも小さなブロードニング因子

で再度コンボリューションします.この計算では，あらかじめ十分に広い ωの範国を精

度よく計算しておかないと，変換後のスペクトル端が僅かに負になってしまいます.この

問題を処理するような手法も色々ありますが，かなり技術的です.

3.11 励起状態を"意図的に"ターゲ、ット状態に混ぜる

基底状態、の精度が充分には取れないような複雑な模型では，適当な励起状態を意図的

にターゲットとすると基底エネルギーの収束性が改善される場合が稀にるります.一般に

は，基患状態の精度が充分でなければ，励起状態の精度も悪いことは既に述べてきまし

た.しかしながら発想を変えると，励起状態の精度が長くないということは，その励起

状態には他の励起状態や基患状態の成分も混ざっているということではないでしょうか?
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現状では制御可能な方法ではありませんのでお勧めできません.DMRG計算を色々試み

た結果としてこのような可能性もありうるという意見に留めたいと思います.関連あると

思われる研究としては，文献 [30]を参照して下さい.

3.12 MPI並列化による DDMRGの高速化・大規模化

Message Passing Interface (MPI)は，分散メモリ型並列コンピュータ上でのフ。ログラミ

ングの規諮のことです，最近は並列計算機がスタンダードになりつつありますので， MPI 

を効果的に用いることができれば計算の高速化・大規模化が望めます.DDMRGの原理と

は重接の関係はありませんので詳細は述べませんが，使用例を簡単に紹介します.DDMRG 

の欠点は，各 ωで独立にスペクトル強度を計算しなければならないことでした.そこで

ωのイタレーションを並列化します(これはジョブ投入の労力を厭わなければ手動でも

可詑)。低エネルギー領域のスペクトルと高エネルギー領域のスペクトルでは，計算時間

にかなりの開きがあります.従って，エネルギー領域を区切って各ノードに計算させる場

合，低エネルギー側ほど広くしておくほうがノード罰のバランスがとれるということにな

ります.また計算でネックとなるのは Lanczos対角化や補正ベクトルの計算です.これ

らの部分を以下のように並列処理することができます.

1.ハミルトニアン Eのノンゼロ部分をメモリーに貯めることで， Lanczos法や補正ベ

クトル計算の各ステップで、 H を作り直すことを避けます.これによって演算回数は

劇的に減ります.但し，Hはノンゼロ要素だけでも莫大なメモリを要します.これ

を幾つかのメモリに分散して記意させます.あまり複雑な模型でなければ， m く 600

ではこの方法がベストです.

2. Hをメモリに格納せずに， Lanczos法や補正ベクトル計算の各ステッフ。で、生成しま

す.この場合 m は数千のオーダーまで大きくできますが，演算時間がかかります.

そこで Hをp個の行ベクトルの束Hα(α=1，2，…，p)に分解し，各Hα とLanczos

ベクトんの積を異なる計算機上で演算します.これで原理的には並列ノード数pに

およそ比例した速度アッフ。が見込めます〈ノード掃でデータの送受信が必要になり

ますので，完全に比例するわけではありませんト

3. CG法では，ベクトルの内積を何度も計算する必要があります.これに対しても(2) 

同様の並列化が可詑です.二つのベクトルを |α)= (α1，α2γー?αふ Ib)ニ (b1，b2，…， bn) 

とするとき， (αI b) =L乙1αム=ε2=12;乙ュαみと分解して，異なる αに対する t
の和を異なる計算機上で実行します.ここでな及びなは，各ノードの演算量がな

るべく均等になるように選びます.
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4 計算例

以下では異体的に計算例を紹介します〈初めて DDMRGプログラムが動くようになっ

た当時のデータもありますので，グラフに荒い部分があることはご容赦下さい). r 4.1 

Lanczos法との比較jの項及び r4.2スペクトル形状のサイズ依存性jの項は，東北大学

大学院理学研究科の金森怒君 (M2)に手伝ってもらいました.力のある学生には，修論

前のウォーミングアッフとしてちょうど長い課題だと患います.

4.1 Lanczos法との比較

初めにスペクトルの計算精度について議論します.ここで問題は， ( 1 ) Lanczos法が可

能なサイズでは繰り込みをする必要がないが，その場合でもどれほど小さな m で正確な

スペクトル形状を再現できるか， ( 2 )ある有援の m に対してどこまでシステムサイズを

大きくすることが可能か，の二点で、す.( 1 )に関しては， Lanczos法で得られる国有状態

の性質と DDMRGのmの大きさから， DDMRGにおいてどのような状態を記述してい

るか推測できます.( 2 )は計算機の最大メモリに相当する mで到達できる最大システム

サイズを見積もる基準となります.対象とする模型は，以下に掲げる一次元 V-t模型

H二 v:Ln仇 +1- t乞(c!Ci十1十H.c.)， (52) 

です.ここで Vは隣接サイト陪のクーロン斥力，tは電子のホッピングの大きさ， c!?Qは

スピンレスフェルミオンの生成消滅演算子，niは粒子数演算子を表します.以蜂 v= 6t 
とします.この模型において， 1/2-filling， V 三2tであれば電荷秩序状態 (101010…)が

基底状態となります.但し，本来は絶義体である電荷秩序状態を偶数サイトかつ開放端条

件で扱うと，金属的になってしまいます.この理由は，vによるエネルギー損を避けるた
めに，南端がフェルミオンで占有されることに起罰していると考えられます.このとき，

異なる位梧を持つ電荷秩序ドメイン関にウオール (1010101001010101)が生成し，ウオー

ルが運動してエネルギーを下げることが金属的状態を表しています.有限サイズ効果を避

けるためには，サイト数を L= 2l + 1，キャリア数を N= l十 1([は整数〉とするか，
或いは謁数サイトでかつ端に人為的なポテンシャルを導入して，有限サイズ効果を抑え

る工夫が必要です.本稿では，奇数サイトで l=.13を用いています.この場合，正確な

Hilbert空間は 20058300次元となります.系の対称性を考惑しない場合，この程度まで

はメモリ 2GBの計算機で Lanczos法が可能です.

そこでカレント相関関数を Lanczos法と DDMRGの結果 (m= 40)で比較したもの
が図 l(a)です.ブロードニング因子は γ=0.2tとしています.ここで広いエネルギー領
域を一度にスキャンするために，基底状態を含めて 8留の状態を密度行列にターゲット

しています.また本稿の計算ではスイープを 3匝繰り返していますが， 2自で十分な精度
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図 1:一次元 V-t模型のカレント栢関関数.(a)数種厳密対角化(実線)と DMRG(0) 

におけるスペクトルの比較.計算条件は m= 40. (b) m = 20での結果〈破線〉を対角化
(実線〉と比べたもの.

が得られます.DDMRGにおいて考えている Hilbert空間は高々 4000次元です.そのよ

うな大幅な縮約にも関わらず，スペクトル形状は数値対角化と完全に一致しています.こ

れは基底状態において (101010…10101)という状態の重みが圧倒的に大きいため，この状

態が極めて少ない DMRG基底で表現されており， m状態のほとんどを励起状態の記述に

費やすことができるためと考えられます.更に m を減らして m ニ 20とすると，図 l(b)

に見られるように，W 三4tにおいて対角化と DDMRGの結果に差が見られます.誤差の

振る舞いに関して特徴的なことが ω=6tの部分の不連続牲に現れています.この計算で
は ω三6tとω三6tは別のターゲットによって独立に計葬が行われています.計算精度

が悪くなれば，自然にこのような f継ぎ目jが現れます.逆にこれを積極的に計算精度の

保揮に使うこともできます.

4.2 スペクトル形状のサイズ依存性

図 2(a)は，V -t模型において L"'(を一定にして，Lを増やした場合のカレント棺関

関数です.ここでも V=6tとしています.例えば Boson化法の定式化から明らかなよう

に，一次元系では系のエネルギーが L-1でスケールされます，即ち，この程度の狭さのブ

ロードニングを取ると，サイズ効果が明らかに見えてきます.従って L"'(が一定という条

件は，サイズスケーリングに有効で、あると考えられます.この場合の特徴は，光学ギャッ

プ程度のエネルギーで，色々な大きさの γを持つスペクトルが一点で交わるように見え

ることです.ここから熱力学極限での光学ギャップを見積もることができます.
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歯止一次元 V-t模型におけるカレント相関関数のサイズ依存性:(a) L--y :::::: 16で

L=21，41，81とした場合， (b)γ= 0.2tで L= 41，61，81，101とした場合.

参考のために， γを一定にして Lを増やした場合のカレント梧関関数の変化を図 2(b)

に挙げます.吸収の概形は変わ与ずに，有眼サイズピークがサイズの増加と共に靖ちかに

なります.国では明確ではありませんが，最低エネルギーピークの位置はサイズを増加す

ると共に低エネルギー備にシフトしています.これを正しく見積もるには，ピーク位置を

L-1でスケーリングする必要があります.

有限サイズ効果の緩和4.3 

この蔀では，有眼サイズ効果について議論します.対象は一次元拡張 Hubbard模型

(53) H = -tI:)cJ，σCi+l，σ十H.c.)+U'L川町+V'Lnini十t，

です.キャリア濃度は 1/2-自lingとします.この模型において，カレント相関関数を計

算した結果が図 3です.国 3(a)では破線が開放端条件での結果で， ωrv14tにサイズ効

果に起因したピークが見ちれます.そこでポテンシャル V(nl+ nL)を導入した結果が実
線です.単純にサイズ効果のピークが清えており，またメインピークの位置もほとんど変

化ありません.この場合には，端を操作する方法はうまく機能しているように見えます.

図 3(b)では開放諸条件のままでサイズを変化させた結果を示しています.実線に著目す

ると，W rv 6tにあるメインピークに加えて， ωrv4.7t ~こ小さなピークが見られます.小

さなピークのほうが存限サイズ効果で現れたものです.挿入図は，Lγ=12.8tを一定にし

て Lを変えた場合の，小さなピークの変化を示しています.サイズの増加と共にピーク

が小さくなりますが，L = 256までサイズを増加してもまだピーク構造が残っています.

このように，サイズを増加させるだけで端の効果を取り除くのは簡単ではありません.
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動的密度行列繰り込み群法-低次元強相関電子系の励起スベクトルー

6ト(a) ß 十 O.8~ ' ___ ~ n (b) 

18 4 
ω1ft 

5 6 7 

国 3:一次元拡張 Hubbard模型のカレント相関関数. (a) L = 10， U = 20えv=3tのス
ペクトル (DDMRG，m 二 180，i = 0.2t) .破線が開放端条件，実線が端にポテンシャル
を導入した場合の結果.(b)端に局在したダブロンに起菌するピークをサイズ外挿した結

果.メインのグラフは Lニ 64のスペクトルで， ωr-..J4.7tのピークが有限サイズによる影

響.計算条件は U= 10t， V = 3t，Liニ 12.8t，m = 180.挿入留は L= 32 (0)， 64 (実
線)， 256 (破線). 

S 
，ム4

~ 0.5 
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今
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圏全一次元 Hubbard模型の A(k，ω)(上から k=π/13，2π/13，…， 12π/13 )ー実線が開

放端条件での結果，破線が端にポテンシャルを導入した場合の結果.
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参考までに，一次元 Hubbard模型 (V= 0)におけるー粒子励起スペクトルのサイズ

効果とその緩和結果も図 4に示します.計算条件は U=19t?L=12?γ = 0.2t， m = 120 

です.この場合にはホロンが端に局在しやすく，二本のピークに分裂していますが，ポテ

ンシャル -t(η1十 nL)の導入によってそれが抑えられています.

以鋒では，なるべく大きな L，小さなポテンシャルで、計算を行っています.

松枝

一次元 Mott笹縁体の光励起状態(光吸収スペクトル)4.4 
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国 5:一次元拡張 Hubbard模型のカレント棺関関数(実線〉とストレステンソル相関関

数(破線ト

図 5に示したのは，一次元拡張 Hubbard模型に対するカレント相関関数〈実線)とス

トレステンソル桔関関数(破線，図ではァー (01T 10)の相模関数を計算)です.計算では

U，Vをパラメータとして変化させています.ここで計算条件は，キャリア、濃度 1/2-日ling，

L=64，γ= 0.2t， m = 180です.境界条件としては，前節で、述べた一体ポテンシャルを両

端に導入しています.これらの相関関数は，光に対する電子の線形応答関数です.そのた

め，カレント演算子やストレステンソル演算子は，光のゲージ不変なベクトんポテンシャ

-834-



動的密度行列繰り込み群法一低次元強相関電子系の勃起スペクトルー

ルを Peierls位棺として電子のホッピングに取り込んだときの展開係数です.即ち

/¥e  _ 1 le¥2 
-tze-4φ叫 A 山 ÷HC2-tzdA÷1汁 H.c.)-~jA(t) -~ (~) T A2(t)， (54) 

担し

e (i+l→→ eα 
供与)= _: I A(t) . dx ~ ~: A(t)， (55) 

ん cfi

で，A(t)は格子定数 αに比べて空間的に緩やかに変化すると板定しています.光学遷移

は双極子遷移であるため.A(t)のべきの違いで、光励起状態の対称性が変化します.カレ

ント(ストレステンソ)v)相関関数は基底状態と異なる(同じ)パリティを持つ光励起状

態の分布を与えます.

一次元拡張 Hubbard模型では，V "'-' 2tで励起子束縛状態が形成されることが知られ

ています.図 5の DDMRGによるカレント相関関数の計算結果も，V = 2tで励起子に
対応する鋭い吸収を示しています.特に V= 3tの結果はブロードニング?のローレン

ツ関数で非常によくフィットでき，励起子束縛状態を表しています.このように励起状態

の性質が変化しても(連続スベクトルか或いはエキシトン吸収かの違い).広いパラメー

タ領域で精度の高い計算をすることができます.図 5から明ちからように，パリティの

異なる光励起状態の分布は，電子相関の大きさ Uや Vに非常に強く依存しています.特

に U=40tでは，実線と破線がほぼ縮退しています.この縮退傾向が実際の強棺関一次

元物質の光物性に影響していることが明もかとなっています [31，32].参考文献では，こ

の結退傾向を詳細に調べるために，最低エネルギーを持つ光励起状態のどーク位置をサイ

ズスケーリングしています.乙のスケーリングでは，厳密対角化で計算できないような大

きなサイト数を扱って初めて正確な議論が可能です.

4.5 相関電子系の一粒子励起スベクトル

4.5.1 一次元 Mott絶縁体におけるスピン・電話分離のダイナミクス

相互作用する一次元亀子系では，スゼンと電荷の自由度が分離した励起が良い素励起と

なります.スピンと電祷の集団運動をそれぞれスピノン・ホロンと呼びます.一粒子励起

スベクトル A(k，ω)においては，これらの励起はバンド端の発散的振舞いで特徴づけられ

ます.図 6，7は一次元Hubbard模型の A(k，ω)です.図 6のモデルパラメータは，一次

元銅酸化物 Sr2Cu03に対して見積もられている値 t= 0.65(eV)， J = 0.23(eV) (このと

き U!t= 11.3 )を用いています.また L= 64，m = 300，キャリア濃度は 1/2-fillingで
す.DDMRGの計算結果はバンドの発散傾向をよく再現しています.数{直計算では有限

サイト系しか取り扱うことができませんので，このように低エネルギー集団励起を正しく

記述できることは必ずしも自明ではありません.このことから， DDMRGで取り扱える
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図 6:一次元 Hubbard模型における A(k，ω)の k依存在〈スピノン・ホロンのバンド分

散).擬運動量は k=ムk=π/あから k= 39ムk= 0.6π まで.γ=0.2t. 
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図 7:一次元 Hubbard模型における A(kmin=π/65，ω〉の U依存性・ ry= O.lt. Uヂ9
に対する各スペクトルは，スピノンピークが自由電子のピーク位置 w= -2tに合うよう

にシフトしています.
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システムサイズは，集団励起の性質を理解するのに十分なものであることが分かります.

この結果は，最近の ARPESスペクトルと極めてよい一致を示しています [3]. また国 7

において A(ム吋の U依存性から分かるように，スピノンに対応する構造(低結合エネ
ルギ一割のピーク)は，Uの大きさに強く依存しています.これは系の反強磁性的相互作

用 Jニ 4t2/Uと関係しているものと思われます.

DDMRGで計算できる物理量は，絶対零度のスペクトル計算です.一方，電子相関を

正確に扱って有限温度のスペクトルを計算するには，むMC法が非常に脊交きです.両者の

計算結果を比較することで，スペクトルの湿度変化の情報を描出することができます.こ

のような解艇から，スピノンとホロンでは温度変化する湿度スケールが異なるということ

が分かっています [33].

ポーラロン問題

3 2 -1 0 
ω1ft 

自2

(
s
j
)〈

4.5.2 

図8:Holstein模型の A(丸ω)(上から k=π/21，2π/21，…，20π/211'.Jπ). 

電子諮子相互作用の効果は，国体物性の様々な側面に現れます.また理論的にも，摂動

法や Lee-Low-Pinesの理論(ユニタリ一変換と変分原理に基づく)， Feynmanの経路積

分法など，場の量子論の手法を勉強する格好の開題でもあります.しかしながら，種々の

スペクトルへの量子効果が明らかになってきたのは，最近の数値計算の進歩によるところ

が大きいと思います.特にポゾンであるフォノンの無限自由度をどのように数値的に扱う

かという理解が深まったことがポイントです.大自由度の系で産接対角化を行うことは困

難ですが， DMRGによる繰り込みなどを駆使して物理を議論できるシステムサイズが扱

えるようになりつつあります.ボーラロン問題で基本となる模型は，以下に示す Holstein

ウ

t
q
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模型です.

H -t L (C!，aCi+ぃ+H.c.) + Wo Lb九-92二(ヰ÷ι)ni' (56) 

ここでbL訟は Einsおinフォノンの生成治滅演算子， ω。はフォノンのエネルギー， 9は
電子格子相互作用の大きさです.ボゾン自由度は以下のようにして系統的に取り扱うこと

ができます.まず励起されるボゾンの組数がサイト当たり最大 2M であるとします.この

とき， ιは M 個のハードコアボゾン演算子で厳密に展開できます [34]. このハードコア
ボゾンをサイトに見立てて，少しづっボゾンの自由度を繰り込むことができます.この方

法を用い，Lニ 20での一粒子(1ホール)励起スペクトルを D双RGで計算した結果が

図 8です.モデルパラメータは 9=ω'0= 0.5t， m = 400です.相互作用のない cosine

バンドと，そのバンドトッフから ω。にあるフォノンモードとの混成が晃られます.特徴

的なことは，Woよりも高エネルギー領域の電子が非常に強いダンゼングを受けているこ

とです.有摂のブロードニングのために結果が明瞭ではありませんが，バンドトップから

測って 2ω'o，3wo，…?でも異常が認められます.このことは，高エネルギー領域抵ど震予

が多くのフォノンと結合していることを重接示しています.

本稿で紹介した方法以外にも，電子諮子相互作用を取り扱う方法は幾っか試みられてい

ます.DMRGの原理と直接関係あるものは文献 [35，36， 37]，これと物理的にほぼ等倍な

方法は文献 [38]で取り教われています.

4.5.3 スピン・電荷分離と電子格子桓互作用の協謂・競合

強相関電子系の典型的な舞台である遷移金罵酸化物は，イオン結品約な性格を持ってい

ます.従って，伝導電子は結品格子の歪みを引きずりながら運動します.Mott絶縁体の

場合を考えると 電子は各サイトに局在し，グローパルに莞れば電子は均一に分布してい

ます.従ってどの電子も同じように電子格子相互作用を受けています.一方，元素置換や

光励起によってキャワアがドーフされると，そのキャリアは周りに比べて電蒜の揺らぎが

あるために，余分にフォノンの雲をまとって運動することになります.

そこで強相関電子系特有の問題としては，電子相関と電子格子相互作用の協調・競合が

挙げられます.そこでは電子格子相互作用が電子相関効果を強めるか弱めるか理解する

ことは非常に重要です.これまでのところ，二次元系に関しては高温超伝導体の ARPES

スペクトんに関連して詳細な研究が行われています [39).一方，一次元系においては，電

子格子相互作用があってもスピン・電荷分離が保たれるかということが問題です.理論的

には，一次元系の興味深い電子状態の一部はスピン・電荷分離から生じます.従って，電

子格子相互作用が強く効く現実の物質で，スピン・電荷分離が実現しうるか調べることに

は意義があると患います.

遷移金属酸化物の場合，質量の軽い酸素のブリージングモードなどが電子と結合しま

す.この場合，遷移金属の d軌道と酸素の p軌道陪のホッピングが影響を受けます.こ

。。
円
、

uoo 



動的密度行列操り込み群法一低次元強相関電子系の励起スベクトルー

の結果として，模型を低エネルギーの宥効ハミルトニアンにマッフ。した時には，電子系の

オンサイトポテンシャルが強く影響を受けます [40]. このとき，豆ubbard-Holstein模型

H = -t 4= (c!，σCi+lけし)+UI:似内

(a) 

43重1¥j o.l記
3 

、d 

が基本的な模型となります.

ゥ“今コ
&
重
色，f'
 ω
 

・

4

q4-3  

ωlt 

歯止 (a)一次元 Hubbard-Holstein模型の A(k，ω)(k =π/21，2π/21，…，11π/21 rvπ/2). 
細線(太線)が 9= 0.5t (g = 0)の場合.9ニ 0.5tのスペクトルは，スピノン励起に対
応するゼーク(低結合エネルギー鶴のピーク〉を合わせるために -0.76tだけシフトして

います.(b) A(kminニ π/21，ω).結隷〈太線〉が 9= t (g = 0)の場合〈この図ではシフ
トしていません).(i)がスピノンに対応します.

一次元 Hubbard-Hols記in模型に対する A(k，ω)の計算結果が図 9(a)です.9 = O.5tは
電子格子相互作用が比較的弱い場合に対応します.計算は L= 20，m = 400の条件で行っ

ています.この結果は，ホロン励起だけが強いダンピングを受けており，スピン・電荷分

離が成り立っていることを示唆しています.但し，電子とフォノンモードの混成と患われ

るディップ構造，例えば A(krv O，w)での ωrv3.5tの構造が k依存性を持っており，ス

ピノンと同じ分散を示しています.この点は単純ではありません.数値的に得た結果は，

ん川

Q
d
 

q
J
 

O
O
 

(58) 
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という形にまとめることができます [41]. ここでら(q)=一(rrJ /2) I sin qlは Heisenberg
模型の励起である desCloizeaux-Pearsonモード，Ah(k，ω)はスピン自由度を持たない

Holstein模型に対するスペクトルです. ~pち，スピンレス模型のスペクトルを単純に重ね

合わせたものになっています.式 (58)は強相関極限の Hubbard模型で Bethe仮説法の

結果を解釈する時に使われる式と対応しています〈このときは Ah(p，ε)ニ o(ε-2tcosp) 
となります). 

一方，電子格子相互作用を大きくしていくと，図 9(b)に示すように，スピノン励起も

影響を受け始めます.一次元系ではスゼン・電荷分離は普遍的な現象ですから，この変化

は非常に興味深いものです.我々の解析では，スペクトル上でスゼノン・ホロンのエッジ

異常が失われるぐらいに大きな gの場合であっても，式 (58)が良い見方であるという

のが結論です許可.国 9(b)のピーク (ii)は，式 (58)に従うと，フォノン的分枝からの

寄与であることが分かります.従って，通常はゼロフォノン線(この場合スピノンピーク

に対応〉よりも抵エネルギーに励起が現れないことと異なっています.

電子格子相互作用としては次の Peierls型

H ニ -tI: {1-α(b!十1/2+弘中)}(cしc川

十U乞η叩 i，!十 ω10I:b!bi， (59) 

もよく知られています.この相互作用はスペクトルの夕、ンピングだけではなく，バンド分

散にも大きな影響を及ぼすと考えられます [42J.そのため，スピン・電荷分離にも重接的

な影響を与える可能性があります.しかし Holstein型に比べると取扱いが難しく，特に

ダイナミクスに関してはチャレンジングな課題です.

4.6 DDMRGの応用

ここまで何度か述べてきたように，補正ベクトんはほとんど圏在状態であるために，

DDMRGが比較的小さいmでも機能すると考えられます.一方，時間発展演算子exp(-iHt) 

や統計演算子exp(一βH)の場合，Hの全ての箆有状態が混成します.但し，短時間の時

間発展では，時開発展する前の状態の性質が残っていると考えられます.この場合には

DDMRGの原理が適用できる可能性があります.このような試みは，フェムト秒パルス

光照射による強相関系の超高速ダイナミクスが精力的に研究されていることに刺激を受

けてのことです [43].実験的には，光励起後の非常に初期の応答や緩和現象を，過渡反射

スペクトんや磁気光学 Kerr効果などのプローブで調べます.特に，ゼコ秒スケールの緩

和過程におけるスピン自由度の役割を明らかにすることが主要な自的です.DMRG計算

としては， IO)，jtIO)， 1/) r--.> exp(-iHァ)jt10)などが混合アンサンブルの密度行列に対する

ターゲ、ットとなります.現状では計算精度が十分ではありませんが，観澱する電子系と環
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図 10:ペロブスカイト型マンガン重量化物において，電荷秩序相に光照射した後のちgスピ

ン系のエネルギー変化 E(7)= (ァ!24J4・Sj17)のシミュレーション.光照射後に強磁性
的な相関が誘起されること，それが棺境界で顕著であることを示しています.

境を加えた系を直接扱って，仮想的な非平衡緩和過程が計算できるようになりつつありま

す〈図 10) [44]. ここでも次元性とスピン・電荷分離或いは結合といった強相関酉有の

性質が議論の蕉点となりそうです.

5 まとめ

強相関電子系ではエネルギースケールの異なった状態が密接に関わりあいを持ってい

ます.従って電子状態を詳細に理解する上で，様々な励起スペクトんを調べることは極

めて重要です.本稿では DDMRGでスペクトルを計算する方法について紹介しました.

ポイントは計算したい状態を密度行列にターゲットするということです.利点としては，

Lanczos法などの数値厳密対角北法と比較すると， 5"-'10倍程度大きなシステムを数値

的厳密に許算できることです.これによってすイス、効果が抑えちれ，無限系への外挿の精

度が格段に向上します.また有限温度効果や系の時開発展など， Lanczos法では計算の難

しい物理量にも適用可能です.これは強梧関電子系の研究手段としては極めて重要なこと

だと思います.その一方で， DDMRGによる処方筆に上記ポイント以上の一般性はあり

ません.問題に応じてどのようなターゲットが適切か物理的な考察が必要です.励起状態

が関わる物理現象や実験手段は非常に多岐に渡っています.本稿を参考にされて，興味あ

る物理の研究成果が現れれば，著者としては非常に喜ばしいことです.
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