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くりこみ理論 l

§1･ Introduction

くりこみ (renorplalization)とい う言葉 が,何 を意味するかは,だんだんと明ら

かになるはずであるが,単に ｢Lagrangian に現われるmass (bare mass)が,棉

互作用の結果補正 をうけて,その全体が observed massになる｣ とい う意味 だ とす

ると, この様な ideaは可成 り古 くか らちょいちょい現われているO

例 えば, Pauli,Fierz ;NuovoCimentoli l (1938)

Dirac:

新 しい ところ で は, LambRetherfordによる水素原子 の level shiftの 計 算 を や

った Betheの paperにはこの考 えが使 われている｡

Bethe ;Phys.Rev.72339 (1947)

其後,電子の弾性散乱の計算 が Tomonaga,Koba et alに よ っ て な さ れ た が , こ こ で

は じめて, Q･E･D･ (quanfum electrodynam ics) の 発 散 が ,massと charge

のくりこみにまとめられる事 が 指 摘 さ れ た . 但 し , こ れ は fXerturbation の 2次 で の

話である｡原論文は ′

It-0,Koba,Tomonaga ; P rog. TheoretPhys. 2, 216 (1947)

これには, Tomonagaによる解か り易い解 説 が あ る ｡

Tomonaga ; 科学 192 (1950)

Ito: 自然 堅 72 (1969)

Schwingerと Tomonaga とは独立に,超 多時 間 形 式 を基 礎 に し て , 相 対 論 的 な 場 の

理論に於 けるくりこみ理論を定式化 した｡′

Schwinger;Phys.Rev.74 1439 (1948) 75 651 (1949)

76 790 (1949)

又同時に, Feynman,Dysonによる議論 も現 われ た.

Feynman,Phys.Rev.76749 (1949)

･Dyson ;Phys.Rev.75486,1736 (1949)＼

Dysonの第二論文では, Q.E.D.･に於 いて, くrりこみの idea が perturbation

のすべての order でうまくゆ く事が明 らかにされ たが, その証 明 は , 荒 げ ず り で , 後

にWardや Salam が.証明を完成 したとい って よか ろ う｡

これで, Q.E.D. に於けるくりこみ理論 は完 成 したわけ であるが, 他 の 素 粒 子 の
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相互作用'例えばmesonや nucleonの相互作用についても,同様の ideaで事がうま

く運ぶか (即ち,すづての発散が,massや couplingconstantにおしこめられ る

か.)という問題がすぐ起る｡この間題は,いろいろな人が研究したが,名古屋大学のグ

ループ及び st占ckelbergは,どんな相互作用ではくりこめて,どんな相互作用はくり

こめないかという一般論を展開した｡

Sakata,Umezawa,Kamefuchi;Prog.Theoret.Phys

7377(1952)

この paperによると,相互作用は,そのくりこみ可能性に従い,三つの groups にわ

けられる｡即ち, Superrenormalizableinteractions,renormalizable

interactions,unrenormalizable interactions となる｡その意味はあとで説

明する｡

以上の議論は, perturbationの展開の各 orderで renormalizeする事を考えた

わけだが, perturbationの各 orderでくりこみをやり,発散がとりのぞかれたとし

ても, perturbationseriesの全体がconvergeするか否かが問題になるO この間

題は未だに結論が出ていない｡Q.E.D.では, perturbationseriesは asympt-

Oticseriesと信じられている｡

本文で説明する様に, renormalizationtheoryには,いろいろと発散するcon-

stantsが出て来る｡ それらのconstantsを,あたかも有限のconstantsの如 く扱い

それらで割ったりかけたりするところには,数学的には勿論問題があるが,ー勿論これは

正しい理論が発見されるまでの応急処置であると考える｡その様な operationを数学

的厳密にやろうと頭をなやます事は,あまり意義があるとは思えない｡

この様な数学的な問題の他に, renormalizationtheoryにはいろいろと物理的な

問題がある｡例えば,出て来る renormalizationcon畠tantsの定義を, perturb-

ationの展開によらずにやる事が出来ないか? renormalizationconstantsの発

散は' perturb,ation展開したがためにおこるのかもしれないO若 し, perturbation

展開によらずに renormalizationconstantsを計算したら,案外 convergeするか

もしれない.この様な approachは, Umezbwa,Kamefuchi,Gell一mann,Low,
ll ′
Kallen,Lehmannの pape､rsに見られる｡これらの研究が, Green関数に対する,

いわゆる spectralrepresentation及び renormalizationgroupの考-と発展し
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くりこみ理論 J

た｡

Umezawa,Kamefuchi;Prog.Theoret.Phys.6 543(1951)
ll
Kal16n;Helv.Phys.Acta,_Bi417(1952)

Gel1-mann,Low ; Phys.Rev.旦亘1300 (1954)

Lehmann;NuovoCim._主上342(1954)

以上のHeisenlrergpPeratOrS によるくりこみ理論も,実際にくりこみ常数を計

算するには perturbationexpansionによる以外手がないo Kall昌nは上のpaPerで,

Q･E･D･†こでてくる renormalizationconstantsの少なくとも∵つは,発散 して

いるという事をperturbationexpansionを用いずに証明′した｡Gell一mann-Low

は, renormalizationgroupの techniqueを用いて,Q.E.上).に於けるhigh

energy,iehaviourを調べている.Lehmaムnは相互作用をしている場のGreen関数

の singularityは freeな場のGreen関数のそれより低 くなる事はないという事を,

近似やmodelによらずに示 した｡何れにしても,場の理論に於ける発散が, pertur-

'bationによるもので,近似方法を改良すれば,すべて finiteresultsが得 られるか

もしれない というoptimismには都合の悪い結果ばかりである0

くりこみ理論にまつわるもう一つの問題は,次の様なものである｡即ち, くりこみ理

請では,ある物理量,例えば, barecouplingconstantに補正を加えたものをob-

servedcouplingconstantと identifyする｡言いかえると, reJ10rmalized

couplingconstantは,banecouplingconstantの関数 として得 られる事になる｡

実際計算では,･積分が発散するので, cut･offを導入する｡ 従って r?normalized

couplingconstantは, barecouplingconstantと, cut-offmomentum A.

say,(とmassetc)の関数 となるO ところで, この関数関係で, lを fixL,

barecouplingconstantをすべての実数の間を変化 させると, renormalized

couplingconstantもそれに応 じて,ある実数の範囲を変化するであろう｡ この,

renormalizedCouplingconstantの変化 しうる範囲が限られていて, observed

couplingconstant/の値が,その範囲の外にあると一, batecouplingconstantを

実数 とする限 り, observedcouplingconstant-renormalizedcouplingcon-

stantとおけない事になる. 無理にこの idpntificationをやると, barecoupling

constantが realでない事になり,我々の理論の出発点にとったHami1-tonianの
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hermiticityがこわれるであろう｡ renormalizedcoupling.constantのとりう

る範囲は,勿論 cutoffmomentum lに依存するo 従って )を適当にとって,上の

i.dntificat･ionが可能になる様にしておかないと,くりこみ理論は用いられない｡

T.D.Lee結,この事情を簡単なmodelで調べた｡

このmodel′では,近似によらずに renormalizedcouplingconstanfが計算できる

が,そのとき, A- - で, renormalizedcoupl､iniconstantの変化しうる範囲

は0となる｡従って,くりこみ理論は, cut-offと併用しないとconsistentではな

いかもしれない｡

T.D.Lee;Phys.Rev.951329(1954)

Renormalizationtheoryは, relativisticfieldtheoryに於いて展開され

たが,それは, relativisticな変換性によって,物理量をidentifyする事が容易だ

からである｡non-relativisticな領域では,例えば,何をmass とよぶかという様

な事がわかりにくくなる｡No,n-relativisticな領域でのくりこみは, phononの速

度をく′りこんで, Latticeの stability を回復するという考えが提出された事があ

る｡

Nakajima,ProceedingsoftheInternationalConferenceon

TheoreticalPhysics,KyotoandTokyo,September, 1953

(scienceCounci･lofJapan,曾okyo.1954)

又, Chew etalは,fixed sourcemeson theoryの取扱いに関連し, non-

relativisticなくりこみ理論を考えた｡原論文よりも,Wickによるreview がわ

かり易い｡

Wick;Rev.Mod.Phys.27339(1955)

こejnoteは,くりこみ理論の essenCeのみを説明するにとどめ, teclmical

detailについては,原論文,又は,古いところは,

梅沢.;素粒子論 (みすず日 1953)

を参照されたい｡新 しいところの解説早ま,今のところ見当らない｡

予備知識としては,場の理論の簡単な議論及 び , F pynm an diagram に関するele一

mentaryな知識があれば,充分である筈であ る .｡
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くりこみ理論 I

§2･Dyson'sequ-ation

Dyson･equationは,はじめ,Q.E.D.について導かれたが,Q.E.D.には

photonの polarizAtionによる不必要な複雑さが入って来るし, gauge不変性によ

る特殊事情があるので,それらを避けるため,Dirac粒子 (4-spinor)が scalar

粒子とYukawacouplingをしているmode且をとろうO以下, 負-C- 1とする｡

又,空間座標をxi(i-1,2,3),時間座標を t- Ⅹ0--ix4とするo空間と時間

を一緒にして x〟(〟- 1,2,3,4) と書くo su- ationconventionを用いて,

scalarproductをあらわす｡即ち

AB - A〝B〟- A･B- AoBo′■ヽ_′ヽ一

2

x = xJIX〟= Ⅹ●Ⅹ ~ XoEiiこ!■ウ=ii:▼ti

px - pFLX〟- p･Ⅹ- poXo etC･5■::■ウ5d

こ の system の Lagrangianは,

L(x)- - +(x)(ra+mo)+(x)

一言 (∂ 〟 ¢ ∂〟 ¢ +p.2 6 2)

+foや(x)や(x)め(x)

但し,

γ∂ - γl∂l

+(x)--+ +(x)T4 (Pauliconjugate)

(2.1)

(2.2)

である｡ gpinorindexは略してある.

ここにあらわれる場の量 や(Ⅹ)や ¢(x)紘,量子化されており, ComTnutation

relation (C.R.)
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(似 x),+p(x′= ♂(xo-xo′)- (T4)αβ 6(4)(x-x′)

〔あ(x),め(x′)〕6(xo-xo′) ニ ー idJ4)(x- ′)

(2.3)

(2.4)

を満す｡Lagrangian(2.1)に変分原理を要求するとEuler-Lagrangeequati､on

は,

(γ∂+m)サ (x)- foや(x)¢〔x)+6m サ(x) ≡ 再 x)

や(x)(-T∂+m)- foサ(Ⅹ)め(x)+ ∂m 少(x) =一 符(x)

(ロー P2)め(Ⅹ)ニーfo困 Ⅹ)+(x)--6p2¢(x) ≡ J(x)

m - mo+6m

〟2 - po2+6p2

但し

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

この系のvacuum をlO> であらわす｡Totalenergyとmomentum は lO>につ

いて zeroeigenvalue をもつ｡ ZerOpOintenergyが出ない様に totalenergy

を定義しておかないと, energy一momentum が4元ベク トルにならず,相対論的 に

困る事になる｡

Dyson方程式は,

< oI T (+a(x),+p(x′))lo> = ~ i S ;a β(Ⅹ-x′) (2･9)

<OIT(め(Ⅹ),め(Ⅹ′))io>-i△F'(Ⅹ-X')

くOLT(少(x),少(y),¢(Z))Io>∫

- f｡ j'd 4x′d4y′d4Z'S ; (I-I ,)r (x'- Z ′;Z′⊥y ')

-1iL'-

及び

(2.10)
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×SF(y-y)△F(Z-Z)

くりこみ理論 l

(2.ll)

によって定義される関数 SF',△F'とrの間に成立っ方程式である｡ Feynman

diagram又は,運動方程式 とC.R. を用いて導 く事が出来る｡

△F′(x-X′)-i4 Ll'd4k eik(Ⅹ~Ⅹ ′)△F′(k2)

sF'(Ⅹ-X′)- i 4J d4p eip (Ⅹ~x′)sF'(p)

(2,T)8'′

とすると,

′

△F/(k2)-△F(k2)+△F(k2)7T米(k2)△F (k2)
′ ′

sF (p)- SF(p)←SF(p)∑ 米(iT汀 SF(p)

但し

(2.12)

(2.13)

1
I.(Ⅹ-Z;Z-y)-｢ .I･d4,d4qeip (･Ⅹ-Z) iq(Z-y)I.(p,q)e

ー(2.14)

(2.15)

(2.16)

△F(k2) ニ ー

SF(p)-

k2+p2- iE

1 (irp一 m)

irp+m-iE p2+m2- i E

(2.17)

(2.18)

又, ,T米と ∑米 と払 bosonと fermionの properselト energy(一つの内線を

切る事によって二つにわかれない self-energy)であり,

7T米(k2)ニー 8p2十一 ÷T.rd4pTr〔sF′(p)I.(p;p-k)SF'(p-k)〕
(2,T)4

- 1 4 3 -

(2.19)
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(27r)4

∫

二‡二
∑米(iγp)-+ 8m-iT + ,Id4kSF'(p-k)T(p-k,p)△F'(k2)

(2.20)

であたえられる｡ (2.15)と (2.16)とは

1

△F/(k2)ニ ー

s F/ (p )

k2+〟2+ ,,栄(k2)

1

iγp+m-∑米(iγp)

㌔ (k2)-- 8〟2+ i-⊥TJ.d4pTr〔

(2.21)

(2.22)

とも書かれる｡

さて,T米(k2)を,例えばperturbationで計算 してみると,発散する｡

米/.ク､ 0 2. fo2 ,.4 M r iγp-m iγ(p-k)-m
(2,T)4 J -l tp2+m2-ie(frk)2+m2-iE

≡-∂〟2+4i ∫d4p
fo2 ,.4 -p(p-k)+m2

(2,T)4" (p2+m2)((p-k)2+m2)

(2.23)

PowerCountingをやってみると,第二項の積分は,･cut-offmomentumをAと

して,｣2のorderである｡･

令 右辺第二項をp2+p2でTaylo,展開すると,
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,r米(k2)ニ ー 8FL2+A+B(k2+IL2)+ (k2+〟2)S(k2) (2.24)

となるo A は A2の発散,Bは logの発散 (powercountingではAの発散だが,
つ

4次元積分の対称性から logAにおちる) 又, S(kL)は finiteで, k2+ 〟2-

0で 0になる｡

従って,今,

∂〟2 - .A
ときめると

△F,~ 1(k2) - - 〔k2+p2十 〔B十 S(k2)〕 (k2+p2)〕

ニー(k21-･〟2)(1+B+S(k2))
-イ

となり,△F, (k2)は, k2+ p2-0 で

△F;1(k2)～ (1+B)(k2+p2)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

の如 く振舞 う｡ 即ち, IL2を (mass)2としてもつ freeなGreen関数 と,nerma-

1ization 1+Bだけちがっている｡

Z言1-･1+B - 1+響 ).
k2十il2-C

なる量をwave functionrenormalizationconstant(の逆数 )というO これ払

perturbationの 2次までで正しい｡ (2.24)は言うまでもなく, bosonの mass

renormalizationである｡

siに対しても全 く同様のargumentが成立し

∑米(一m)- o mass renormalizalion

-1
Z2
1- ∂∑米(iγp)i Wavefunction
∂iγp

iγp十m renormalization
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となる｡ perturbationの2次までで,

△J (k2) - Z5△F｡(k2)

sF/(p) g z2SFc(p)

とおいた時,△F｡と SF｡ とはもはや発散をふくまない｡

ここでついでだから,積分 (2.23)から,発散 A,B を分離する方法を具体的に説明

しよう｡ (2.23)の右辺のkを, 22+〟2- 0なるmomentum Cで Taylor展開

する｡即ち

,{米(k2)ニー6p2+4i ∫d4p
fo2 ′.4 ニp2+m2

(2,{)4V (p2+m2)(p2+m2)

I(k-2,p4ii .Id4p

･五 (k-2 ,p (k 一･g)〟

∂ ′ -p(p-k)+m2

∂kpL(p2+m2)((p-kゝ2+m2 )Jk-i

fo2㌧
4 ir

(2,r ) 4

8 8 ., -p(p-k)Tm2

×J●d4p競 市 L

V .,

(p2十m2)((p-k)2十m2)

(2.28)

〕

powercountingをやってみると,第二項は ^2の発散,第三項はAの発熱 第四項

は logA の発散 と,順次発散の次数が下っている｡この様な方法で有限の積分を分離

する事が出来るO但し,上の例ではFeynmanの方法で積分を整理すると,第三項は対

称性によ91て落ちてしまう｡ 第四項は, k2+IL2に比例する様に書きかえられ, 結局
米1)

(2!.24)をうるのであるo

Dysonは,前述の paperで,Q.E.D.の S-matrixの申にでてくる発散が,

constantszl,Z2,Z5とmass及びchargcの形にまとめられる事を, perturba-
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tionのすべてのorderで証明した｡ここでは,その証明ははぶき,話のみちすぢのみ

を示す｡

Dysonの証明の要点は次の如 くであるo先づ,ある4つの COnStantSZl,Z2,′Z5

及び αを用いて,

I,(p,q;fo)- Z71Tc(p,q,;f)

sF/(p:fo) - Z2S.Fc(p:I)

′
△F(k2;fo)- Z5△Fc(k2;f)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

fc - α~日

米2)
と書 けたとする｡ そして,それら4つのconstantsの中に,すべての発散がおしこめ

られ,右辺のC のついた関数が convergent､な様にきめられるか否かを調べる｡

今, (2.29)-(2.32)を (2.21)及び (2.19)に代入すると,

△Fc(k2;∫)-
Z5(k2+〟2+7r米(k2))

方米(k2)-~∂p2 ' i志 Z22 ZTII d 4p T r 〔 s F c (p;f)

xTc(p･q; i) SFc(p-k; f)]

さて, Salam によると,

(2.33)

(2.34)

米1) 上の例で払 22+JL2-0なるvecto,Pのまわりで, Taylor展開 して,発
散が一つづっ下る事を見たが,これは便宜的な事で, 22+LL2-0 ととる必要は

必ずしもないo任意の定まったvectorZJLのまわ りで展開しても,発散は一次

づっ下る｡物琴的な要求から,便利なPLLをとればよい｡

米2) massdependenceは explicitに書かない｡
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1

㌫ 手 I d4pTr〔sFc(p;f)Tc'B,q;f)SFc(州 f)〕

- zT1〔A+B(k2+〟2)+ --････ 〕 (2.35)

が, perturbationの各 orderで証明される｡但し,--- は有限の term である｡

ここで右辺に予Tlfactorが出るのは,いわゆるb-divergenceによるもので,これ

には Salamの詳 しい研究がある｡

Salam,Phys.Rev.旦 216(1951)

(2.35)を (2.34)に代入 し,それを(2.33)に用いると,

AFc(k2,f)-
Z5〔k2+〟2-6iZ+zT2Z22fo2(A+B(k2+JZ)+･･･)〕

(2.36)

をうる｡従って

∂〟2- Z;1f2A

z5 - - f2B

_1 %
α - zI Z2Z5

ときめると,

△Fc(k2;f)ニ ー k 2+〟 2+････- (2.40)

となり,すべての発散が, jLと zl,Z2,Z,に吸収 される事になるo SFc及びIIcに

ついても全 く同様に話をすすめる事が出来る｡

話をまとめると次の様になる｡

AF'(k2,fo)(SF'(p;f),I.(p･,q;f))を perturbation で計算すると,いた
るところに発散積分があらわれる｡しかし,それらの発散積分から, (2.28)の方法に

よって,順次,有限項を分離してゆくと,発散はすべて IE及び fと zIZ2Z5 9)中に

おしこめる事が出来,結局 (2.29)- (2.32)の形乾まとめる事が出来る｡ここで C
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のついた量は, 〟や fの関数 とみたとき,発散 をふ くまない｡･zl,Z2,Z5は (2･37)

-(2･38)及び SFcに対する同様な関係によって定められるo 尚.(2･37)- (2･38)

･は,夫々

,T米(- LL2) -o

_1 ∂,T米 (k2)
1+

5 ∂k2 ■k2+p2

(2.41)

(2.42)

と書ける事を注意 してお く｡ ここでは, renormalizationの詳しい証明は略したので,

興味及びファイ トのある方は, Dyson及びSalam の原論文を参照されたい｡

Q･E･D･で払 gauge不変性のために zl- Z2という関係が成立っ (Ward

identity)｡ 従って

C2 - ( zI2 Z 2 2 Z5)eD2 - Z, e o2 . (2.43)

即ち' chargeは' photonの wavefunctionrenormalization constantzS

のみによる｡ あとで証明する様に

0 ≦ Z5 ≦ ＼1

e2 ≦ eo2

だから

(2.44)

(2.45)

即ち, renormalizedchargeは, unrenormalizedchargeより,常に小さい｡

最後に一つ注意｡上に扱ったmodelでは,実はすべての発散が

J -⊂>-ニ

(a)

に形のみにまとまらず,

(b)
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志 , i /

等も発散する｡簡単のため,これらをneglectしたが,これらの発散をのぞくには,

Lagrangianの中に, f5¢5+f4 ¢4なるterm をはじめから入れておき, faや

f4の中に発散をおしこめればよいoしかし,これには,問題があるかもしれない｡何

故なら,ここに導入 した相互作用 f5や f4の termが,あらたに新しい形の発散を生

じ,又,それらをくりこむ相互作用を導入しなければならないかもしれない｡そして,

この悪循環が無限につづ くかもしれないからである｡この様な事は,このmodelでは,

幸におこらなかったが,一般にはおこりうる事である｡この点は,あとで調べる｡ Q.

E.I).では, (d)は,Furryの theoremでゼロになり, (e)は gauge不変性で

Finiteになる｡

註 : Furryの theoremというのは,Q.E.D.で, odd numberの electron

のclosedloopの contributionは0になるというものである｡ これは理論が

e一一eに対 して不変である事から証明される｡

§3.PpwerCounting

-以上, Dysonのくりこみ理論の基礎になっているのは, powercountingにより,

発散のorder又は発散するdiagramの種類を知 り,それをexternalなmomentum

についてTaylor展開し,有限部分を分離する事である｡ この様にして,先づ簡単な図

形から順次に発散をとりのぞいてゆく事がミソである｡ 従って,無限個の種類のdia一

gramが発散すると,無限個の subtractionが必要になるo上の例では 一 ニ ト や

J ⊂ ト や一こ し のみが発散し,それより複雑なdiagramには,常に上の三つ

の発散にもとづく発散以外はふ くまれていない事が重要であった｡

くりこみ理論を一般的に議論する場合,いくつ基本的な発散が出て来るかを先づ知る

事が重要である｡この事を調べるために, primitivediヽ･ergenceという概念を導入
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する｡

S-matrixの一つのmatrixelement杖,内線に夫々適当なmomentum vari-

ableを assignL, それらについての｢4次元積分であらわされる｡ それらの積分で,

ノ任意の一つの積分変数を固定して残 りの積分変数について積分を行った場合は収欽する

が,最初に固定した積分変数について更に積分すると発散する様な図形をprimitive

divergentな diagram とよぶ｡言いかえると, primitivediviergentdi.agram

では,任意の一つの内線 を切って,外線と見倣すと,その図形は convergentになる様

なものである｡例えば.

巳 陸彊巳
は,発散するが,内線の一つを切ったもの

y く 及び>-く
は convergentなので 十 〇 一 は primitivedivergentな graphである｡

Diracと scalar場の系で, primitivedi､vergentな diagram がいくつあるか

を見出すために, n個のvertexからなるgraphを考えて見る｡

各 vertexからは, 二本の一fermionlines

一本の bosonline が出ている｡

そのうち,EF本は fermionの externallines.

EB本は boson の 〝 〟 とする｡

すると fem ion internallines の数 IF -

boson //

さて, S一matrix の中で fermionlineは

bosom line

なるhigh energybehaviourをするo
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積分変数の数は, d 4kl-･･･d 4k JB d4p1-- d4pIF だが,各 vertexで energy-

moLnèltum が collSerV｡するので 4次元 ∂一関数 がn個出て来る｡ 但し,そのうち

一つだけはS-matrix全体の energy-momやntum COnSerVationをあらわすので除

外すると,結局,独立な積分変数の数は,

4日B+IF- ∩+1)

となる｡分母は, highenergyで, (k or p )工F+2IBの振舞をす る か ら , S -

.matrix elementは,

4日 B+IF- n+1)一 日F+2IB) ≧ 0
など発散する｡これをexternallineの数で書 くと,

4 - ヱ EF - EB ≧ 02

(3.1)

(3.2)

となる｡これが primitivedivergenceの必要条件である｡

式 (3.2)からわかる様に, primitivedivergentな graphは,次の場に限られる

(a) EF=0, EB = 2
(b) EF - 0 , EB - 3

(C) EF - 0, EB - 4

(d) EF - 2, EB-0
(e) E F - 2, EB = 1

～一一⊂>-一･一･････_

二 〇 -

二 ℃ く

一一一一く > -

> -

これらの図形のどれをとっても,内線を一本きると収赦し,切らないと発散している｡

例えば,～､<=〉-､･･では,

IF - 2, IB-0だから

- 15 2-
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4(IB + IF-n+1ト (IF+2IB)-2>0 (発散 )

しかし,一本の fermionlineをきると

IF - 1, IB - 0i

4(IB+IF-n+1)- (IF+2IB)- - 1<0 (&& )

である｡

例えば,

--～--LIL-I:I

なる diagram では,任意の internallirle例えば boson lineA B を切っても,

発散 しているから, primitivedivergentとはよばない｡ Externallineの数がふ

えてくると,この様な事がおこる｡その様な図形では,発散は常にprimitivedive-

rgent図形を部分的に含んでいる事からおこっている｡従って,発散をくりこんで行く

場合, primitivedivergenceを処理すればよい事になるO上の例で払 CDから出

る発散をくりこんでやると,全体は finiteになる｡

上の, primi tivedfvergenceの条件は, foやサ¢ という簡単な相互作用につ
いて成立っが,相互作用が微分を含んでいたり,場自身のGreen関数が分子に変数をも

っていると, primitivedivergenceの数は,ずっとふえて来る｡ 例えば,例として

ifoやγ5 γLLや∂JL¢
なる相互作用を考える｡ 前のnotationで,

分子の変数の数払 4HF+IB-n+1)+ 2IB

分母は pIF x (k2)IB

従って, divergenceの条件は,

-153-
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4(IF+IB一m+1) + 2 IB- (IF十 2IB)≧0

即ち,

3

4-7 EF- 2EB + n≧ 0 (3.4)

となるから, nが増えてくると,いくらでも新 しい divergence が出て来る｡ 例えば

微分のかかっていない前の例では,二二℃ さ:二 は ぐ3.2)をみたさないが, 今度の場

合の (3.3)では,､(3.4)をみたす｡即ち,このdiagram は発散 している｡これをく

りこむためにFj:, f-+ サ ∂〟 め ∂JL¢ という相互作用を入れておき, fの中にくり

こめばよいが,これが更に新 しい divergenceをもちこみ,更に新しい相互作用を入れ

てくりこむと,それが更に又新しい発散をもちこみ,悪循環がっづく事になる｡この様

な悪循環がおこると, renormalizationは有限回の operation で完成 しない事にな

る｡この様な無限の悪循環のおこらない相互作用を renormalizable,悪循環のおこ

るものをunrenormaHzableな相互作用とよぶ｡

どの様な相互作用は, renormalizableであるかという問題は, Sakata,Umez-

awa,Kamefuchiにより詳 しく調べられた｡

Sakata, Umezawa, Kamefuchi, Prog. Theoret.Phys.

7377 (1952)

簡単にいうと彼 らの判定条件は,次の様なものである｡今,相互作用Hamiltonian

として,

Ly - グH∂a(a)¢(a(Ⅹ) (3.4)
α

をとろう｡ 即ち,場 ¢(a)に払 微分が a(a)回かかっているとする｡ α一場の spinを

S(a)とすると,mass≒ 0 のとき,

<T(め(a め(q )> - ∂2S(q△F

である.即ち, め(Q の内線には, factork2S(a/ k2があらわれる｡ 前と同様power●
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countingをや り,primitivedivergenceの数が有限個しかないという条件を書 く

と,

7 ≡ ∑(a(a)+S(切 + 1 ) i(a- 4 ≦ 0

α
(3.5)

となる｡即ち (3.5)が成立っ場合に払 くりこみが可能である｡ここで, i(a)は,-

場 ¢(a)の数である. 又,関与する場が,ノmassをもたないと,

0

l

f2

i

二伸S
forintegerspln

forhalf-integerspln

と し な け れ ばな らない｡ (3.5)の証明はここでしないが,次の章で次元解析 を す る と ,

そ の 意 味 が 明 らかになる｡

甲> 0 なる理論 を unr_enormalizable,

7≦ 0 なる理論を renormalizable, 特に

でく 0 なる場合を super-renormalizable という｡

(3.5)式を用いて,次の場合を判定してみよう｡

(1) Q･E･D･ N -ie少 γLLサ A/i

A〟は marslessだから

少 は

(a)
S -0,

i(也 - 1,

(a)
a - 0,

(α) 1
S = -

2

i(功 - 2

(也
a - 0

- 1 5 5 -
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3

∴ n;= 1+盲 ･2-4- 0 (くりこみ可能 )

(2)Q.E.D.withPauli-term
I

d = ifサ oJLyサ FLLy

A〟 については S=O
} - 1

少 については

(3)

(4)

(5)

砂

tr

a - 1

1
S = -
2

} - 2

a ±=0

従って

7 - 2+書 ･2- 4 - 1 (くりこみ不可# )-

〟 - fo¢4
S - 0
1 - 4

La - 0
∴ ワニ 4-4 - 0 (くりこみ可能 )

N - fo¢5
S - 10

} = 3

a - 0
7- 3-4--1 (くりこみ可能 )

LU = f(す す)2
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} = 4

a - 0

･ ワ ニ喜･ 4 - 4 -2 (くりこみ不可能 )

となる｡

上の判定条件は, くりこみ可能な相互作用を見出すのに役立っが,この条件をみたさ

ないからといって, くりこみ不可能 とは断言出来ない事に注意する必要がある｡例 とL

て,.

H -fi少 γ/上中 UjL

をとろうoここでU〟はmassivevectorであり,Green関数は

･T(U〟(x',Uy(x′)>O- i(∂〟リー pi ∂p 畑 △F(x-X′)

である｡ PowerCountirlgによる判定条件は,

U〟 に､っき S - 1

a - 0

少 につき

人 〒 1

1

s = 盲

a - 0
i-2

･ 苛 -2+喜 ･2- 5

となるから,くりこみ出来ない相互作用 という事になるが,実はU〟 の Green 関数に

ある∂LL∂y- termは,常に, conservedcurrent予 γJL少 と一緒に出て来る｡

部分積分でQLLを予 γLL恒 こかけると0になるので, essentialに払 微分 ∂LL

は S一matrixの powercountingに contributeしない｡言いかえるとconserved

currentがあると,ULLの Green関数は･ effectiveには,微分のないものとなり,

くりこみ可能となる｡一般に,何 らかのsynmmetryなどのために, powercounting
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を naiveに行 ったものよりもprimitivedivergenceの数は-る事があるので, 判

定条件 (3.5)が満されていない時には,更に細く事情を検討し直さないと, unreno-

rmalizableinteractionであるという主張が出来ない事になる｡

§4･Dimension叶 Analysis

上にのべた判定条件 (3.5)は,実は簡単な物理的意味をもっているムそれを見るた

めに,相互作用

LH - ダ11∂a(a)¢(q(Ⅹ) (4,1)
α

の couplingconstantタ の次元を計算して見よう｡但 し, グ の次元を計算する場

令, め(C4に払 次の次元をassignする:

〔¢(句(Ⅹ)〕 - L-(S(q十1)

丹 (spini )〕 - L-5'2

〔¢(spin0 )〕 - L
-1

〔Aβ(spinュ,massO〕 - L

〔U〟(spiれl,mass≒0)〕- L~2
3

〔㌔ば(spin首,-assキ 0)〕 - L-5'2

例,

さて, (4.1)の左辺 (interactionHamiltonian)は L-4

∑ l(功 (S'q +1) 誉 l(a'a(a

∴ 〔ダ〕 - L~4Lα L

-158--
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L 甲 (4.3)

とな-り, (3.5)に出て来た 7と一致する｡ 従って,条件 (3.5)は, クが長さの 0又

は負のべキをもっ時は renormalizableという事になる｡

今, S一matrixを perturbation展開したとする｡そし千,その n次の項をS(n)i

するO 極めてhigh energyでは,印aSSは neglectできるから,次元解析に入って来

る皐は グ(- L7)と,考えているproce_ssを特徴づける｡ energyEである｡ 従っ

て次元から

S (n十1)

S (∩)

- ダ lTJn; (4.4)

となる｡ 7中正だとE- - に従 い, S(n)よ｡S(n十1)が限｡なく大きくなるから,

perturbation展開は意味を失うO 一万, で-0 なら, グが小さければ perturbat-

ionは悪 くないかもしれない. 7<0なら, energyが大きい程, perturbationの

convergenceがよくなる｡

最後に,二つ注意をのべる｡

(i) め(α㌦ こ asSignした次元L-(S(a +1･) 払 通常の意味の次元 (canonical

dimension)と異っている｡ ここでの assignの仕方は,Green関数にかかっている

最高微分の係数をqimensionlessにする様にしてある｡こうassignする事によって

highenergyで massを neglectL,Eのみを考慮する事が可能になったのである｡

例えば, vectorのGreen関数は

･T(U〟(x),Uy(x-′)),0 - i(8〟リー乏 ∂〟ay'△F(Ⅹ-X′)

であるが, high energyでは,右辺の ∂〟 ∂リがきくであろう｡ しかし上 がかかっ
b 2

ているq)でi p2を neglectするわけにゆかない｡そこで,Upを定義-し直して

<T(Up'(x),U ;(x′))>｡ - i (p 2 6 -∂〟 ∂ y)△ F (x-X′)LLy

とすると, high energyの analysisでは.右辺の ∂LL∂y term のみを考えればよ
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い事になる｡この新 しくredefineした場UJL'の次元が

JUp'Z - L -2

である｡

(ii)判定条件 (3.5)は, relativisticな場について作られたものである｡ non

-relativisticな場に応用する場合は,次の様な補正をしなければ年らない｡
Il /

schrodingerfieldは spinの如何によらず,

<T(+,++)>～
1 2

po~2mp

だから, S(a)-0 とおかねばならない｡

(▽2- ⊥ 空 .)Q=｡なる,h.n｡nについても同様であるo
c2∂12

§＼5.InternalConsistencyofrenormalizationtheory

くりこみ理論払 結局のところ次の様な構造をしている｡今,裸のmaSSmo,jLo

及び裸の'couplingconstantグOから出発して,ある物理量Kを計算したとすると,

Kはmo,LEo,グOの関数としては発散を含んでいるO次に,couplingconstantや

massの observedvalueを夫々 ク,m,

数 としては発散を含んでいるO即ち,

K - K(mo,〟0,才O,A)

m - m(mo, 〟O,グO,A)

LL - LL(mo,ILO,,Fo,A)

ダ ニ 9(mo,JLo,go,A)

〟とすると,それらもタ.,mo,〟.の関

(5.1)

(5.2)
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ここにAは cuー offmomentum であるOさて, (5･2)を逆に解いてmo,〟O,

グO を m, LL･ 5 であらわし(5･2)に代入すると,それはm とLLとクの関数 とな

ろう｡即ち,

K(mo, Ilo, グO,A) - -y(m,jL, 9,A) (5.3)

こうしたとき,X はAを含まないか,含んでいても A- - で finiteな値をとる-

- とい うのが, くりこみ理論である｡

ーしかし,関係 (5.2)に問題がある｡ 例えば (5.2)のはじめの二式 を三番目の式に代

入 し,moと 〟Oを消 したとすると,関係

ダ ニ グ(m,LL,グロ;A)

が得 られるであろう｡ ここでm とLLに observedvalueを入れ, Aを fixして ダO

を-- から +- まで動かすとき, グのとりうる値の領域 をnormalzoneノとよぶ｡

若 し normalzoneがせまいと, タを直ちにobservedvalueに identify できない

かもしれない｡無理に 葬をobservedcouplingconstantとみなすと, グOは実数で

ありえない事になり,は じめのHamiltonianの hermiticityをこわすかもしれない｡

下の図からわかる様に,若 しグOをかえた時 (Aを fix,して ) curve OBが sat-

urateするとグは OA より大きな値がとれない事になる.Observedな タが例えば

OCであれば,く りこみ理論は,

consistentではないo Cut-

offを小さくとるとnormal

zoneOA は,Cまでひろが
るかもしれない｡

この様な事をLee は,簡単

なmodelで調べた｡

T.D.Lee,Phys.

Rev./951329(1954)

このm∝lelでは,くりこみ定

At. B

normalzone
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数 Z が正確に計算されるが,その計算に出て来るcut-offA を大きくすると,

normalzoneがずんずん減って来て,A- - ではnormalzoneが消えてしまうO

即ち

日日 < a(A)

なるa(A)が存在 し,

lim a(｣)- -
^→oo

となるのである｡従ってFを finiteにとるためには,Aを有限にとどめておかねば

ならない｡む りにAを大きくとると, negativenormをもった粒子があらわれる｡

これを血 とよぶ.
ll ′
Kallen, Pauli;Dan.Mat. Fys.Medd.30No.7(1955)

以上の考察から,くりこみ理論は, cutoffと併用 しないとself-consistent

でないという考えが生まれる｡ Q .E.D.･に於いて,そのcut-offを roughにあた

ってみると,

^ ～～ m e157- (e-2.718281828459045-･･･)

とい う大きな量になり,実験的に detectするのは難 しい｡

§6･VariousrepresentationofGreen′sfunctions

以上, perturbationtheoryによる renormalization をながめて来たが,同じ

事がHeisenberg表示でできないか｡勿論形式的には,§2でやった様に,運動方程

式から,perturbationを用いないで,Dysonの方程式を導く事が出来る｡然しなが

ら , どういう種類のprimitivedivergenceが出るかとか発散項を分離する事とかは

pe r tu rbationの知識をかりないと出来ない｡以下に,Heisenberg表示の量を用い

て , ren o rm alizationcon占tants を 定 義 す る方 法 を述 べる.その目的のためには,

G re en'sfun c tion に つ い て の , い ろ い ろ な 表現 方 法 を先づ調 べてお くと便利である｡

種 々 の 表 示 は 目 的 に 応 じ て , い ろ い ろ と 使 い 方が あ る｡
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Green関数の種々の表示

(い Spectralrepresentation

lnteractしている scalar場 ¢(Ⅹ)をとろう｡Heisenberg表示 では, total

epergy-momentum PLLを用いて

¢ (x) - e-iPx¢(o) eiPx

と書けるo P〟については

P〟川 > - O

P〟Jp,a> - p〟Jp,a>

(6.1)

が成立っ｡ここに αは p以外のquantum number,Hamiltonianの eigenvalue

pDは nonnegativeであるoすると,

<o困 x)め(x′)lO> - <0困 0)eip(x -x′)め(o)Io>

-∑.l･d4p･l<0両 o)lp･a> J2eip(Ⅹ-Ⅹ′)o(po)α

(6.4)

p(-p2)-(2,T)5∑ 1<ol¢(0)lp,a> 12
α

今

(6.5)

とお く｡これは右辺が relatinisticに invariantであるから, p2のみの関数である

とい う事にすぎない｡ (6.5)を (6.4)に代入すると

<0回 x)め(x′)lO> -て蒜 Id4peip(x~x′)o(po)p(-p2)

1

CQ

- 石 下 ･乞 dK2･rd 4peip x̀~Ⅹ′)e (po)8(p2+K2, p (K2)
1
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with

CP

C※〇

-ildK2p(K2)A(+)(x-x′, K2)
0

△(+)(x-x/,K2)-
(一27r)5
.l･d4p P ip(x-Ⅹ′)o(po) 8 (p 2+ K2)

- -△(-)(x′-x, K2)

(6･6)は <0丹 (x)4'(Ⅹ′)JO > の spectralrep;esentationである.
同様 に

CC

<o丹 (Ⅹ′)め(Ⅹ)10> - - ij･ dK2p(K2)A(-)(Ⅹ-x′,K2)
0

(6.6)と (6.8)を組み合わせて,

Cく:)

<o圧 ¢(x),め(x′)封 o> - iJ'dK2p(K2)△ (x-x′,K2),
0

0G

<oIT(¢､(Ⅹ),め(x′))JO> - iJ.dG2p(応2)△F(x-X′,K2),
O

where

△(Ⅹ-x/,K2)-A(十)(x-x′,K)A(-)(x- x′,K2)
2

△F(x-X′,K2) - o(x｡-xo′)云十∫(x-x;x2)

- e(xo/-xo)A(-I(x-x′,応2)

であって,特に (6.ll)は

△ (X,応2) - o x0- 0

△ (x,K2)♂(xo)ニ ー 8(41(x)
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(6.10)は, Fouriertransformすると,

CQ

△F'(k2) - 一 ･r d K Z p (K 2)
0

となる｡

定義 (6.5)により,

p(応2)≧ o

k 2 + K 2 - i E

である｡
■

若し¢(Ⅹ)が ¢(x)の canonicaltomonentumであa_様な場合には

〔あ(x),め(x′)〕8(xo-xo′)ニー i♂(4)(x-x′)

この真空期待値と, (6.9)を時間微分 したものと比較すると,

C<〉

J' dK2p(応2) - 1
0

を得る｡

くりこみの粂件

△F/(k2)-- Z5△Fc(k2)

及び,△F'(k2)が k2+〟2-0に poleをもつ事 を考慮すると,

p(K2)- Z5(♂(応2-〟2)+ o(応2))

ここで,

o(ぷ2)-oat 応2≦ 応a2(> 〟2)

であり,勿論

Z5 0(K2)≧ O

である｡
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条件 (6.17)は,

Cく)

O と Z5 - 1 - z z .['d K 2 0 (K 2) ≦ 1ノヽ
K 2

a

又は,

Cく)
Z;1 - 1十.l'd k20(K2)≧ 1

K 2
a

以上は,相互作用の detailにはよらない話である｡

(2) 分数形表示

Dysonequatioi=こよると,

△F/(k2)-
k2+LL2+,r米 (k2)

k2+ JL2+ ,T米(k2)=O

の根 (の符号を逆にしたもの )を〟2とすると,

k2+ LL2+ ,{米(k2)

= K2+ LL2+ ,T米(k2)- ,T米(-〟2)

○

≡ 応2+〟2+(Z;1-1)(K2T〟2)

+ Z;1(K2十 〃2)7T.(k2)

- Z言1(k2十 〟2)(1←7rl(k2))

と書く事が出来る｡ ここで,

7Tl(- P2) - o

又 ,
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(6.27)

∂k2 k2十〟2-0

斯 くて (6.23)(6.25)より

△F/(k2)ニ ー Z5
1 1

k2+〟2-iE 1+ 7Tl(k2)

更に (6･26)を考慮 して 7Tl(k2) を書き直すと

7Tl(k2)-(k2+〟2)7r2(k2)

Hence

△C′(k2)ニ ー

Z 5 Z57T2(k 2)

k2+〟2-iE 1+ 7Tl (k 2 )

と書 く事 も出来る｡

前の representationに出て来た o(K2)と 7Tl(k2)

1 1
+ i,TS(k2+K2)

k2+ 62-ie k2+K2

を用いて,先づ

L97m △C′.(k2) ニ ー 7TP (-k2)

に注意する｡ (6.28)の imaginarypartは

1 Lym 7Tl(k2)
Z らp

従って,

k2+〟 2 ll+,Tl(k2)l2

o(K2)

-k2> 〟2

1 1 L7m 7Tl(-K2)

7r K2- 〟2 日+7Tl(一応2)J2
-2

Z5
- ~-■~
7r

(6.28)

(6.29)

(6.30)

とを関係づけるには,

(6.31)

(6.32)

(K21〟2)仏 C'(一応2)12cm 7Tl(- K2) (6･33)
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となる｡

7Tl(k2)に対 しては, spectralrepresentationが成立するが,ここでは必要が

ないので,文献のみ をあげてお く｡

Lehmann, Symanzik, Zimmermann, Nuovo Cim

2425 (′1955)

(3) Improperself-energyによる表示,

(2.ll)式にもどり,

(コーLL2)<ojT(-め(x),め(x′)iO>

- i6(4)(x-x′)+<oIT(J(x),め(x′))IO>

ー
の右 からロ′- 〟2をかけると,

=≡--
(ローLL2)<oJT(め(x),め(x′))lO> (_=′- FE2)

- i(⊂-〟 2- ∂〟2) ♂ (4 )(x- x ′)

+ <01T(J(x),J(x′))JO> (6.34)

を得る｡

<oIT(I(x),J(x′))Zo> - i,T(x-X′)+i6〟2 ♂(4)(x-x′)

とおくと, Fouriertransform に対 し

△F/(k2)-△F(k2)十△F(k2)7{(k2)△F(k2)

が成立っOこれは, Dysonequationの別の形である.

---⑳ 一一･-
+傑 ∵

(6.35)

7T(k2)は improperselト energyで,一本の線を切 る事により,二つの図形にわ
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かれる｡

こ?表示~(6.35)は,今のところあま~り利用されていない｡

Improperselfene_Tgyは,散乱matrix と関係づけられる事を注意する｡

7 - fo ¢(x) サ(x)

で = foサ(Ⅹ) め(Ⅹ)

<T(め(x)+(y) め(x′)+(y′))>.㌔

(2,T)12
.rd4pd4k d4p′ d4k′ eipyeikxe-ip′y′ -ik′Ⅹ ′e

× a(-4)(p+k-p′-k′)SF′(p)△F,(k)W (p,k;pM △;(k,)S;(p′)

によってW を定義し, Reduction formulaを用いると,

<p,kトSlp′,k′>

- (T i) 4 Z三 ' Z ; 1 .rd4X d 4yd4Ⅹ ′ d4y ′

･古 志 e~ikx去~ibyeik′x′eip′y篇

×L(r)(p)(γ∂y+m)(ロ ー 〟2)<T(¢(Ⅹ)- )め(x′)+(y′))>o

x(ロ ーP2)× (-γ∂y′ +m)u(r′)(p,)

ー′ ー

fD2 1

一 石 2Z2Z5両 プ毒 ;'r'(p) W (p,k;p′･k′)u(r′)(p′)

この様に,W (p,k,'p′,k′)は,rnesonnucleonの散乱に関係 しているO尚,W の

定義式で x-y, Ⅹ′-y′とおくと,
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<T(め(Ⅹ)+(x),め(x′)守 (x))>o

(27T)12
.fd4pd4kd4p′d4k′ei(k十p)Ⅹ√i(k′十p′)Ⅹ′

× 8(4'(｡+k-,,-k′)SU P)△;(k)W (｡,k;｡,,k′)△;(k′)S;(,′)

fo2

- 一 石 平 Ir d 4pd4k d 4p′ d 4k′ ei (k十p )(x-Ⅹ′)

+ ♂(4'(p+k-｡,-k′)S;(｡)A;(k)W(｡,k;｡′,k′)△F(k′)S;(｡′)
′

fo2
- 一 石 評 J･d 4 p eip (Ⅹ-x ′) J･d 4k d 4k′

× S;(p-k)AI(k)W (p-k,k;p-k′,k′)△;(k′)SI(p-k′)

(γ∂+m)サ(x)- fo¢(Ⅹ)サ(x)- 7(x)

E=

(Ta+m)<T(+(x),+(x'))>o(I-Tar+m)
- i(γ∂+m)6(4)(XJx′)+<T(7(x)甲(-x′))>

(irp+m)SI(p)(irp+m)- (irp+m)

′

- 1忘 盲j-d4kd4k′sF(p-k)△;(k)
′

･W (p-k,k;.p-k′,k′)△;(k′)SF(p-k′)
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-(iγp+m)+ ∑(iγp)

従 って improperself-energyは ,

fo2 ′

∑(iγp)- - 1芯 昌一lJ'd4kd4k′sF(p-k)△;(k2)
′ ′

×W (p-k,k;p-k′,k′)△F(k12 ) sF(p-k′)

となる｡

全 く同様 の事を, photonについてやるとphotonpropagatorにつき

k2 D;(k2)k2- -k2 + W(-k2)

1

-k2 D;(k2) -- - 7T(k2)
k2

但 し,

汀 (k 2) - - i l d 4xe- ikx く T (p (x), p(0))> o

p(Ⅹ)は chargedensityである｡これらと, solidstatephysicsでよく知 ら

れた式

1 4花･e2

E(W,q)
′■ヽ･.′

を比較せ よ｡

I- 1- <nLpqlo>L2(
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