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多体問題にグLl- ン関数法を通庸するときは､多体のグリー ン関数を切断す

る近似を周いなければならないことが常識になっているD ここではそのような

切断を周いずに厳密解が得られるという一つの特殊な卸を示そう｡それは最降

捷ス ピンが相互作用をしている一次元 Ising模型である｡ノ､ミJL,ト-アンは

誓 ニーを誉柑 + 【 禦 ul (1,

G7iJは ま番 目の格子点にあるパ" のスピン演算子の Z成分で･ ± 1の億をと

ることができるo｣1)の中の他の記号は自明であるO原点 0のスピンに注目して

G鵡 …≪項七);G｡≫ (2)

なるグ ッ-/関数を定義するQ但し di- 3文士iqyo Goの運動方程式 を作る

と.g言と署の交換子の車で消えないものは.Tdの車のq言を含んだ項のみであ
｢▼

るから

dCio
i- - 4く 6㌔ 咽 +∫- 5言(alLVJ+ojJ洞 ; oJ- +皿t嘩 70+;dt ･T･JI=>

(3)
T?

となるO ここに o+Liは原点の雨降 りのスピン演算子であり､(3)を導(a)に

〔o;,gjZ〕- -2oI 8万 なる関係を用いたQ(3)式の右- 第2項は新しいグジ
ー ン関数であって.

Gl(t)≡≪ oo+(aj +g若)(ち);50_35,

と定義すると.(3)紘

.dGo

lr 打 - 4<oZ> 咽 +JQ-1+- G0
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卸

(5)



-R Ising@

となるo Gl用の運動方程式を作るとき.更に新しいグ華-tj･関数

G2用 …- g言q_zi6号(i);o･O- (6)

を定義することにより.

dG･1

iT r - 4<DOZ(qi +GIZ)> 咽 +2JLnTo+2JG2+nhTGl (7)

とか くことができるQ GZについても運動方程式を作ると､もはや新しいグ ッ-

ン関数は笥われずに

i昔 - 4<6hZIOo7JglYJ>咽 +JGl+皿冒G2 (8)

となるo このように有限僻のグj-ン関数で閉ぢることは､全 く‡singノ､ミ

ル トニアンの特殊性による｡ Gi用をフ-9エ変換し.
0(〇

Gi(i)-- J.a-i碍e-iEtdも-･-Cx〇

更に

丑′= 五一 ln記

とお くと､(5).(7),(8)は夫々

2
針 飢●挿 ト JCil(EJ･)-TX1

4
-2JGo(E')+E･'Gll(琵')-2JGZ(針)=-T X2

2

-JC-1(EJ)+EJCi2(EJ)=･一言-Ⅹ3

となる｡但し

<㌔> - jq 一 <0:(03+巧)>-2Ⅹ2 , <G1 0ozofJ> - Ⅹ3

(ll)からグLl- ソ関数は次のように解かれる

G｡(A,)=⊥ ‡
フr

ⅠⅩ1+Ⅹ2+‡Ⅹ3,‡ Ⅹ1-Ⅹ2+ⅠⅩ3
E'- 2J
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E'+2J

(9)

(1(刀

(12)

･〉

(13a)
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nJl(丑J)= l i7r

G2(EJ)-

Ⅹ1+2Ⅹ2+Ⅹ_3

E'- 2J

1 ,-Xl+x3
7Z･､ E′

-Ⅹ1+2Ⅹ2-Ⅹ3

E'+2J ) (13b)

‡Ⅹ1+Ⅹ2+‡Ⅹ3.‡Ⅹ1-Ⅹ2+一㌢Ⅹ3
E′- 2J 互'- 2J

(13'3)

グリーン関数 が 求まったから.スペク トル定理を用いて (β… 1/kT)

･瑞 > - 2e(芸1空 + fel蒜,2.謡 ,531 ･ ≡lE･2.I;i,331 (14a,

<00-00+(gLzi+gil;?>-
iJ15d 2(xl+2Ⅹ2+Ⅹ3)

･ 言語 等 2~Ⅹ3) (14bj一, - 1

･ooi鶴 #;J,-欝 警 卜器 鞄 +鰐 (14C,

(14)でわかるように､- ミル トニアンにEをいれておかないと発散の餌発を

生ずるO-(14)を臼で展開し､官2以上の項を省賂すると

Ⅹ1- Ⅹ3- βlm冒(1-cothβJ,Ⅹ2)

ト 2+cothβJ･)xi+cothPJ,Ⅹ3-

Ⅹ1-Ⅹ3-βmロトⅩ'2+co拍 βJ壬Ⅹ2)

Ⅹ三 - < oiZ16号 >

但し

.8mて‡
血 b?βJ

(15a)

Ⅹ2 (15とき

(15C)

(16)

∫
(15)は 3個の式l,1対し.X1,Ⅹ2･Ⅹ3,Ⅹ2 と4億の変数があるから完全には

解(,･きないo然し冒- 0のとき.(15a,均より

Ⅹ1=Ⅹ3 = 0 (17)

これは-次元の Ising模型は強磁性にならないことを示している.

以上で Ising模型の特殊性を周いたが､次に一次元格子の特殊性を用いて

問題を完全に解くことを試みるo原点からn番目の格子点のス ピンをanとし.
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-次元工sing模型

次の3億のグリー ン開数

Go,n … ≪ Jo+G孟洞 三gO-

GI,A ≡≪樗(5_Zlヰ･of)anz拘;co≫

G2,a … ≪ 0言o_EJ車 Z(i);gO 港

を定義し.これらの運動方程式を作るO前と同様に 鞄,n(i-0,1,2)を解き

スペク トル定理を用いて.(15a.b,C) に相当する式を求めると

Ⅹ1,Tl-Ⅹ3n- βin利 くgZ･> 一芸2,nGothβJ チ

<olYJan7J>+<Uj orZl> - (Ⅹ1,a+Ⅹ3,rl)cothβJ-Ⅹ2JI

xAn-Ⅹ岨 -Ply,冒 †<giZIUILT 緩> -Ⅹ2nCOthβJ

Ⅹln -<0.ao芸 > I 2Ⅹ2,｡-<緩 (031+OIZ)anZ>,

Ⅹ3,n- < glJj 雷o;iorZi>

但し

Pm甘

sinh2pJ

(2(》

冒- 0では,(19a)又は (19｡)より Ⅹ1,n- 3(-3n であるから､(19b)より

< oj 緩 > +<車 芸> - 2<O.Zo芸> co*vhβJ

が成立する｡これは任意のn′について成立する式であるから

<o雷緩 > - ∑elqn f(q)q

とおいて(21)に代入すると. fぬ)- 0(qキqo)となり､ q=qoで

elqD - {7,a(f h% )

(21)

(22)

となるがt<6:'0芸> ほ nと共 に単軌 と減少すべきで遜 るか ら､(23a)より

<朋 > - (- 号 p
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が解であるQ これにより

･2- く 願 誓> - - 筈

であるか ら.(15a,bjより

･1-÷ 細 目♂J

(25)

(26)

これか ら帯磁率が求まるQ

以上で-次元のIsing模型は完全に求まった｡この方法を二次元及び三次

元のIsilng模型FCL.適用すると.-鮫に (Z+i)腐(封ま搬 格子点の数)のグタ

⊥ y関数を必要とLt'J与)に相当する (A+1)個の独立な式が求まるが､変数

である独立な相粥関数の数は.一般に2Z慮 となるのでモそれ らを完全,'JC解 (

ことはできないOこの場合は.一次元のときの (18)に相当するグ ㌢ ン関数を

用いても.一次元のときのような都合のよい関係式は得られないので､相関関

数の切断の近似を導入しなければならないOこれ らについては改めて述べるつ

もりであるo

lsing模型にグ リーン関数の方億 を適用することは､Domanと 七er亀a手)
及び Callen2)が既に試みているが.彼等は途中で近似を挿入したために

Weiss近似以外の異体的な結果を得ていない｡

この研究の初期の段階で.有益な議論をしていただいた教育大学の高野文彦

氏に厚く御礼申し上げますo
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