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　　　In　this　paper，　after・　a　6vief　study　of　binomial　distributibns，　a　nesv　method　of

．crraduation　is　proposed．　As　a　matter　of　course，　the　．fit　is　satisfactpry　when　the　new

method　is　applied　to　a　theoreti’ モ≠戟@distribution　as　in　example　i．　But　it　should　1）e

noticed　that　the　series’　obtained　by　thls　method　has，　in　some　praetical　cases　as　in

exqmple　2，　far　greater　graduating　ability　than　1’earson’s　frequency　curye．

　　　　　　　　　　　　　　1．　Properties　of　Binomial　Distr量bution

　　　　Let．ンう　be　the　a　priori　probabi難ty　of　occurrence　of　an　event　in　a

single　tr玉cal　andクz　the　tota1！iuniber　6f　tr董als．　照▽henノ》．　ren儀ains　co簸stan乞

throughout　the　triaユs，　the　result呈ng　binomiεし1　probability　distribution　is

given　by
　　　　　　　　Zti＝，L　C，2bi4i扁乞，　　　Z’＝0，1，2，一．．＿．．＿．＿．．，fZ；　　　「（1）’

where　q“一P．　　　　　　　　　　　　．（・）
　　　　1£we　denote　the　absclssa　of　the　mean　of　a　frequency　distribution

by　o7　and　theク’th　staもistical　moment　of三t　abo疑t　the　mean　byソプ1，グ＝＝

2，3，4，usin9£he　summation　method　of　Lap望ace2，　w¢have　in　this　case

　　　　　　　　ご～ζ＝＝クηう，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　レt・　＝mpク，．　　・　　　　　　　　・　　　　　　　　　　．　　　　　（4．）

　　　　　　　　り3＝．nψ4（4一ノ5），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　　　レt　：nP9［1十3（7z－2）ノ5ク］．　・　　　　　　　　　　　・　　　　　（6）

Eliminat沁9　n，ψand⊆7　from．． i4），（5），（6）and（2），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　『．・、＝3・鈷1リ，＋3リ3；

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　2　　　ソ舜

r．　Of　course，　v．　refers　to　a．　total　frequency　of　unity．

2．　A．　Fisher，　The　］Nffathematical　Theery　of　Probabilities，　2nd　ecl．　p．　lo4．
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hence，量f　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユコ

　　　　　　　　T・3・婁一1・，＋ユ・レ3，　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　2　　　りo

we．@obtaln　an　important　proper乞y　of　bin6miai　distributions

　　　　　　　　7しり4＝o．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

Also　we　have

　　　　　　　　　v3刃一P，　．　　　　　　　　．（9）
　　　　　　　　　レ2

　　　　　　　　　レL）　＝7z．　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　（lo）

　　　　　　　　　勿

　　　　　　　　　　　　　　　　II．　New　Method　of　Graduation

　　　　Whe．n　a　glven　statistical　frequel〕cy　distribution　satisfies　the　con－

ditions

　　　　　　　　7L　v4≒○，　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（II）

　　　　　　　　　　レ3＜1；1　　　　　　　　　　（・2）
　　　　　　　　　　レ2

1ve　can　gr昂dRate　it　by　the　following　procedure，　c■ssuming’that　the

distr圭butioR　is　binQrniaユ，

　　　　F圭rst，　the　moments　are　a（itj　usted　as　follows：一

Let　　　　ッ2十ξ　：R2，

　　　　　　　　レ、＋η＝R、，　　　　　　　　　　　　（・3）

　　　　　　　　リ4＋ζ＝：λ，，；

and　put

　　　　　　　　3λ舞一　 重．λ，一卜　垂＼　貴｛　一λ4・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14・）

Neglebt呈ng　the　2bd　and　the　h至gher　powers　ofξ，η，ζ；we　ge£by
　　　　　　の　　expanSlon

　　　　　　　　（…一i一一lll．）ξ・・窪・一ζ＋（T一・・）一・・（・5）

CalculatiRg　the　value　of　ξ，η，ζ，　which　ma，kes　ξi十η2十ζ2　m三nimum

under　the　condition（15），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ
　　1・St「ictly　speaklη9一λ串ぐ；cL　p・王97・



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　021Bino2nial　1）istribution　　　　　　　　　　　　　　I　gフ

　　　　　　　　ξ嵩AZ）　，．

　　　　　　　　η一響・　　　　　　（16）

　　　　　　　　　　　　　CD
　　　　　　　　ζ＝　　　　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

where　A・；一6り，一1－3レ1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　2　　り；

　　　　　　　　　　＿　　　ツ3
　　　　　　　　B－3　　　，

　　　　　　　　　　　　　　り2

　　　　　　　　C＝＝一1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　　　　　1）嬬一（7■一り∂，

　　　　　　　　E＝が＋ヨ2十び．

We　take　R2，λ3，λ4，．thzls　obtained，　as　the　adjusted　moments。

　　　　曇ext，　put

　　　　　　　　　ll†P・　　　　　　（・8）
　　　　　　　　　　’

taking　account　of（2），且nd　the　value　of　2！5　and　ク，　ared　pllt

　　　　　　　　　2・・一，、，　　　　　　　　（lg）
　　　　　　　　　勿

Then　comp魏te　log（ハfグう，　where　N、　is　the　observed　total　frequeltcy．

Take　an　integer　7Zo　such　that

　　　　　　　　n－1〈・7z。《；・z＋1，　　　　　　　　（・6）
　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

・・d・d・・・…1・9剛・uccess・・dy・・g（7z一グ÷1　　．P　　　r　　　　4）・洩……・

7Zfi，　we　get

　　　　　　　　1・9（瓦6；φγグーり，　・1・・，夏……………・…｝・　　（・⇒

　　　わ
When，　for　some　values　ofグ，10g（N，t（みググ噛りls　smaller　th　ca　n－2，　it

is　generally　useless　to　calcu1ate　the　value．

　　　　・・…ecess・・y・h・・ll〈”・，　becau・e伽・・m・・・・・・…．

positive．　Th｛s　is　the　reason　why　we　have　put　the　apProximate　con－

d三tion　（12）。

　　　　Finally，　superpose　the・theoretical　range　upoII　the　observed　so

之hat　both　means　coincide、◆
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　　　　U’sing　the　method　of　interpolation　in　the　series　of　ordinates　（2・i）t，

find　the　ordinate　1　at　the　point　correspondin．o．一　to　the　mid　point　of　a

class　of　the　observed　rans，e．　Then　i　o‘　or　the　nearest　integ’ral　value

to　it　is　the　g’raduated　frequency　of　the　c1ass．

　　　　As　for　the　interpolation，　Everett’s　formtzla2　is　used，　differences　of

higher　than　tl］e　．sth　order　being’　neglected，　and　x　being’　put　equal　tq

the　distance　between　the　integral　polnt　of　the　theofeticaエrange　and

the　nearest　（to　the　right　of　it）　mid　point　bf　’the　class　of　the　observed

rang’e．

　　　　Thzts　the　g’raduation　finishes，

II！．　Numerical　Examples　．

　　　　T－et　us　apply　this　new　i　nethod　to　frequency　C｛istribueioris，　and　see

whether　the　fit　is　g’ood　or　not．

　　　　］i．rxample　i．　’lrhe　following　table　shows　a　theqretical　e＞sample，

the　given　freqtieikcy　f　bein．o．’　the　terms　of　the　binomial’　series　i　ooo×

（o、7＋・．3）20．（Figures　given　to　the　nearest　unit．）3

G1vell　fr壱quellcy

@　　　　！

　　　　Entrylog（鵡卍6レψ「ダ7L一γ）プ＝0，正，2，。。．。。・，15 Interpolated

魔≠撃阜ﾈe　when

ﾈ瓢。．王076

Gradua艶d．
?ｒｅｑｕｅｎ（ツ

@　！’

（ノ》プリ2

@／’

1 1．818夏。 玉．9260王 1
・　　　　0

．7 o．76759 o．84799 7 0
28 1．39306 三44710 28 0
72 1．81817． 、1β5尋3エ 71¢ ◎・◎1尋

エ3G 2．69263 2・1王44Q 130 0．

王79 2．24285 2・25234 179　．　F 0

エ92 2．28472 2．28323 Ig2 0
五64 2．22838 2。2エ676 165 o，oo6

∬4 2．08035 2・0～915・ 三15 o，Qog

6
5

L84464 1．814Σ4 65 0

31 L52329 L48363 3Q o・033

12 1．H662 Lo6773． 12 O
4 o．62329・ o．56493 4 Q
王 o・04013 1．97三85 Σ 0

1000 L36王69 1．28066 一．@1000
一X．2鵠。．062

一2．S7945
撚

　　　r・’W…k・・h・・f・・、・h・．e・t・’・・．becau・e・．・£・e　p慮岩・一÷・16・・ei　i・e…n・ibl・h・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
．・．…ve・g・nt．己P・WerS・・ieS．・f　V・P…id・d　l・1くT・

　　2．H．1・R｛etz，　Handbook　oF　Ma重hematical　St・■tistics，　P。斗Q．

　　3．G．　U．　Yule，　An　Introduction　to　the　Theαy　of　Statistic§，6th　ed．　P。294．

　　4．　The　ac亡ual　value　is　71．50；we　take　71　as　the　nearest　integr証1　va互ue，　s◎that　the　total

frequency　shall　amount　to　IOQo．
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Tlae　constants　are　as　follows　：

mean　＝　S・9940

　　　V2　＝＝　4・19996

　　　V3　＝＝　1．55160

　　　V4　1・＝　SI・24033

　　　T＝：　sr．67982

T一　v｛　＝　O・43949

ξ　篇一〇．〇三788

η諏認一〇．ooo8正

（＝＝　o．ooo73

×2　＝　4．18208

λ3＝醤　王．55079

×4瓢51。24工06

11’i：一　＝＝　o．37083

　　g＝＝　o．68542

　　p　＝　o．31458

　　n　＝＝　ig．3960

theoretical　mean

　nP＝＝　6。エ。エ6

To　find　the　value

nf

ご0

　　　　　　　　　　　o董x　量n　Everett，s　formula，1et

be　the　point　where　the　means　coincide，

be　the　po量nt　on　the　graduated（or　theoretica1）range　whose

abscissa　is　z；referred毛。　the　point　where　the．frequency

ハそ〆凄stands　as　orig圭n　ar｝d

be　the　point　ot｝the，given（or　observed）range　whose　ab－

scissa　is　l，　referred　to　the　mid　pQi熱£　of　the　first　da．ss乱s

　　　　　　　　　

O「191n；

then　we　have冗

　　　　　　　　　　　　＞1

　　　　　　　　P621グ　＝6．1016－6＝二〇註。王6　

’　　　　　　　　　　　　　　　＞

and　．　　2肇4〈26　yi，6－5．9940＝＝o．6Q60，

　　　　　　　　　　　　ン
．’ D　　　　ノ㍉（；～6＝＝o，lo16十〇．oo60＝＝o．lo76，

as　C・．i・th…a・e・t　mid　p・i・t　t・4（6・th・・igh・・f量t）

　　　　　　　　x＝＝o．lo76．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　Completing　the　graduation　and　finding　the　vaユ．ue”

　　　　　　　　x』ゑ｛（み二〆γノγ）2｝

to　be　o。062；we　see　that　the　fit　is，　in　this　case，　satisfactor三1y　good．

　　　　Example　2．．　：For　the　following『actual　data’．　and’．its　graduation

by　Pearson’s　normal　curve　of　error，　readers　are　referred　to　the　Trea，tise

of　W。　P．　Elderton，　Frequency　Curves　and　Correlation，2nd　ed，　P．79．

のし　　！㌔tJPt　means　t｝〕e　（灘stance　bet㍉マeell　the　two　pQints　ノ㌔．and　2｝ノ；
2．H．　L　Rietz，　loc．　c1t．　P．78．
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Obsevvation

Central　Age　for’
　gi’oups　of　5

　years　o£　birth

7
2
7
2
7
2
7
2
7
2
7

1
2
2
3
3
4
4
5
5
6
6

Sum　Assured　and
Bonuses　÷　Iooo
　　　　　　f

　　工1

　48

124

213

28王

29S

I8s

王04

　40

　王5

　　3

1319

Calculation

　　　　Enti；y．

lo9（罵6レググ’一リ

ア訟篇。，1，2，・・し・鱒，13

o・2205爆
　k
I．15960

王．7634王

2．王5398

2．37899

2．46226

2．41636

2・2尋701

王・9547エ

L5348尋

。．g7641

0．2s842

i．3397’／’

2．12274

Interpolated　value
　　　　　when
　　　x　ur　o．7gg8

o・g876g

I．662go

2．0899三

2．34S81

2．4s620

2．43554

2．29070

2．02322

王．62952

1．IOoOg

o．4i633

i・54408

尋

Straisrhtforward　calcuiation　gives　：

　mean　一一　4，440S

　　　v2　：　3．ISO23

　　　va　：　o．6so26

　　　v己＝28．…；7王46

　　　T＝　28．39772

T＿v弓＝魑一〇．17374

　ξ瓢　　Oρ094窪

n＝＝　o．ooo32

・　C＝一〇．OoosI

λ2瓢　　3ば5967

X，　＝　o．6sos8

×4　nm　28．S7095

　λ講

V－?；’　＝＝　P・205gO

　　g＝＝　O．60295

　　P　＝＝　O・　39705

　　n瓢＝13・王977

theoretical　mean

　fiLP　＝＝　5・2403

　　　　：For　the　value　of　x，　we　have

　　　　　　　　　　　　ケ

　　　　　　　　　ノ『｝ノ彦1』＝＝5．2403　－　5；＝Q．24Q3

　　　　　　　　　　　　ジ

and？　　　ノレ’ρ5＝＝，5－4．4405＝α5595，

　　　　　　　　　　　　ジ

　●．　　　　　　2P』（25＝＝＝o．2403　十　〇，5595　；＝o．7998，

as　（；～5　is　the　nearel　t　mid　point　to鶏　（on　the　right　o£it）

　　　　　　　　　x＝○．7998．

Thus　the　foilowing　table　is　obta，ined：　　、　　．
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勘
ノ
2
7
2
［
／
2
勾
／
2
7
2
片
ノ

ー
2
2
3
3
4
4
5
5
6
6

　　　Onr　i）vlethod

Binomial　Distribution

Gradtiated　frequency
　　　　　　．1

　IO

　46

123

　222

286

273

195

105

　43

　13

　　3

i319

（！一ノ7）2．

f’

　　　O．Ico

　　　o．087

　　　0．oo8

　　　0．36s

　　　o．087

　　　1．773

　　　0．g13

　　　0．OIO

　　　O，209

　　　0．308

　　　0．ooo

X許346・

　　Pea嶽…Ollts　Me亡hod

Norrnal　Curve　of　Erxor

Graduated　frequency
　　　　　　ノ’

　王3

　40

104

202

282

288

2三4

王16

　44

　13

　　3

13エ9

（ノ》ノVt）2

fti

o．308

i，600

3．846

0・599　’

o．004

0．170

3・930

1．24r

o．364

0．308

0．ooo
　のX；；＝箒12・370

　　　　Turning　to　Pearson’s　“Tables　for　Statisticians　and　Biometricians

（p．　26）”，　when　nt　：ii，　we　find

　　　　　　　　uPv・　＝o．g66　for　xP2・＝3・460

and　－Pp＝○．262　　f・rル＝王2．370ボ

Thus，　we　conclude　that　the　g－raduation　by　our　new　method　is，　in　this

case，　much　more　satisfactory　thati　that・　by　Pearson’s．

　　　　The　author　wishes　here　to　acknowledge　his　debt　of　gratkude　to

IPyofessor　T．　．　Wada　for　his　1〈indness　ln　reading　the　original　inanuscript

ic　nd　£or　valuable　criticisms．
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