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Abstract 

中央二項級数とは、 summandに中央-=項係数を備えた一種のDirichlet級数であ

り、特に 1978年の Aperyによる <(2)と((3)の無理数性の証明に用いられたことで
有名である。また、その整数点での特殊値は、多重ゼータ値やlog-sine積分など種々

の対象との関連が研究されている。中でも Lehmerは、中央二項級数のpolylog版を

導入し、 Arcsineを用いた表示を与えた。また、その表示を用いて非正整数点での特

殊値を詳細に研究した。この特殊値から得られる多項式には、 Benyiと Matsusakaに

よって二変数Eulerian多項式やpoly-Bernoulli数を用いた解釈が与えられた。今回、

この中央二項級数に実パラメータを付け加えた『Hurwitz型中央二項級数』を導入し

た。また、これのpolylog版 (Hurwitz-Lerch版中央二項級数）と超幾何級数表示を

考えることにより、 Lehmerの結果の一般化を得た。この結果を用いると、非正整数

点における Hurwitz型中央二項級数の振る舞いを調べることができる。特にその特

殊値は、中央二項級数と同様に多項式を用いて表すことができ、その新たな多項式に

関して Benyiと Matsusakaの結果の類似の結果を得た。本研究は九州大学大学院マ

ス・フォア・イノベーション連係学府の池田香凜氏との共同研究内容に基づく。

1 中央二項級数と先行研究

Lehmer [1]では、（よく）知られた定数に収束し、第 m 項が明示的かつ簡素な m の閉

じた表示を持つ級数 ("Interestingseries"と呼んでいる）について研究をしている。そ
の中でも特に、中央二項級数：

00 

年（s)：＝ど 2m, (SE C) 
m=1町 (m)

の整数点 s=kEZにおける特殊値に焦点を当てている。ただし、中央二項級数のよう

にRiemannのゼータ関数：

°° 1 
く（s)：＝ど元

m=l 
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のsummandの分母に中央二項係数

ビ）：＝（2m)! = r(2m+1) 
m). m!m! I'(m + l)I'(m + 1) 

を付け加えた級数自体はLehmer以前より考えられている。例えば、 Aperyによる ((3)

の無理数性の証明には

°° （一1）m-l

ど厨（2：：：)

が用いられた。また、 EulerはBasel問題に関する論文([2])中で次の等式を用いている：

塁］：］＝-barcsin(z), (lzl < 1). (1) 
m 

定義から明らかなように、式（1）の左辺の級数は z= 1/2の時は、中央二項級数foB(l)
である。一方、 z= 1/2における右辺の値は簡単に求めることはでき、 ハ屠／9となる。
つまり、以下の等式が成り立つ：

ハ瓜
(cB(l) =―・ ， 

また、式（1)の辺々に zに関する Euler作用素を作用させた後に z= 1/2とすることに
より以下の等式が従う：

2ハ瓜＋9
伍 (O)=27’

このように、式（1）の辺々に zに関する Euler作用素を複数回作用させることにより、 1 

以下の整数での中央二項級数の特殊値に関する以下の等式が従う：

定理 1(Lehmer [1], 1985).任意の正の整数 k2 Oに対して、次式が成り立つ。

(cB(l-k) = (~)k (tPk-1 (}) +~低1(l)) 
ただし、定理に現れる四(x),qn(x) (n E Z2:-1)は、以下の漸化式を用いてそれぞれ定
義される整数係数の多項式である：

P-1(x) = 0, Pn+1(x) = 2(nx + l)pn(x) + 2x(l -x)p~(x) + qn(x), 

q_1(x) = 1, qn+l(x) = 2(n + l)xqn(x) + 2x(l -x)q~(x) + qn(x). 

最初のいくつかの例を表に挙げる：

n 四(x) 伽(x)

-1 

゜
1 

゜
1 1 

1 3 2x+ 1 

2 8x+7 4丑＋10x+ 1 

3 20丑＋70x+ 15 8企＋60丑＋36x+1 

Table 1: First small examples of Pn(x) and qn(x). 
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この多項式四(x),qパX)に関して以下の結果が知られている：

定理 2(Benyi-Matsusaka [3], 2023).任意の非負整数 n2: 0に対して、

（］）＼ （］） ＝ど叫り
が成り立つ。ただし、 B炉 (K€ Z)はn番目のpoly-Bernoulli数である：

言□＝ L叫1--e-t り＝〗（1-：Kt)m1 
定理 3(Benyi-Matsusaka [3], 2023).任意の非負整数 n2: 0に対して、

四（x)= 2言（n;l)い（x,t)Ek(x,1),
伽 1(X) = 2n En (X, t), 

が成り立つ。ここで広(x,y)は二変数のEulerian多項式であり、次のような母関数を

用いて定義される：

皇三］＝ （et(x1:“-X)y 
Benyiと Matsusakaによるこれらの結果は、「中央二項級数」と組合せ論的な対象であ

る「poly-Bernoulli数」や「二変数のEulerian多項式」との関連を謳った結果であること

に留意する。

2 Hurwitz型への拡張

我々は、実パラメータ aE恥＼Zく。を付け加えたHurwitz型中央二項級数：

(HcB(s, a):=ご(m+a)8(2臼＋t:)'(sE <C) 
を新たに導入し、その整数点での振る舞いを調べた。ただし、 a,(3E民に対して、

(;):=~(3(二)((3十 1)
とおいた。ここで、定義から (HcB(s,1/2) = (cB(s)であることに注意する。 Lehmerが用

いた手法を拡張するために、 Hurwitz型中央二項級数の1変関数化であるHurwitz-Lerch

型中央二項級数も導入する：

~ (2z)2(m+a) 

い（s,a,z):=ど (m+aV（竺＋十:1)'(sE <C, lzl < 1). 
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中央二項級数の時と同様に、次の微分関係式が成り立つ：

1 d 
-i;z-i-<PHcB(k, a, z) = <PHcB(k -1, a, z) 
2 dz 

また、中央二項級数での式（1）に対応する等式は次の定理で与える：

(2) 

定理 4(Ikeda-Kadono [4], 2024十）．任意の Iz|< 1とaE艮＼z:'o。に対して、以下の等式
が成り立つ：

い（l,a,z)~ ~Tiこぅ 2F1（口/lz')
定理 4は式（1）の一般化であることがわかる。実際、以下の等式が成り立つ：

z2a-1 2F1 ([□;} z2)=  Z2F1 (¥ふ z2)=arcsm(z) 
a=l 

式 (2)と定理 4を用いると、以下の結果を得る。

定理 5(Ikeda-Kadono [4], 2024十）．任意の kE Z~o と lzl < 1, a E 艮＼ z~。に対して次が
成り立っ：

応
知 cB(l-k,a,z) = 

2伍（勺（1- 丑）k+½

x ((2a-1)z2a-1汀二5Pk-1(a，召） ＋ z2a-1 2F1 (口ニ}占 z2）低1(召））

ただし、 Pn(a, x) (n E Z~-1) は、以下の漸化式を用いて定義される整数係数の二変数多

項式である：

P-1(a, x) = 0, Pn+1(a, x) = 2((n + 1 -a)x + a)pn(x) + 2x(l -x)p~(x) + qn(x). 

中央二項級数に現れた多項式Pn(X)と伽（x)と共に最初のいくつかの例を表に挙げる：

n 四(x) 四 (a,x) qn(x) 

-1 

゜ ゜
1 

゜
1 1 1 

1 3 2(1 -a)x + 2a + 1 2x+ 1 

2 8x+7 
4(1 -a)2x2 -2(4a2 -3a -5)x 

4丑＋ lOx+ 1 
+4戒＋2a+1 

Table 2: First small examples of Pn (x), Pn (a, x) and qn (x). 

多項式四(a,x)の定義漸化式から以下の関係式が成り立つことがわかる：

四(0,x) = qn(x) (n 2: 0), 



32

四(1,x)=p(x) (n 2': 1). 

これは、四(a,x)が四(x)とqn(x)の補間多項式になっていることを示している。この事

実は、中央二項級数に実パラメータを付け加えた段階では予想していなかった、全く新

しい現象である。さらに、四(a,x)の母関数を考えることにより、次の結果を得る：

定理 6(Ikeda-Kadono [4], 2025十）．任意の n€ Z?。と a€艮＼評Z,:::1 に対して、以下が
従う：

四(a,x)= 2n苫吝（;: ~) G) (a -1)1-1(1 -x)1-1En-j (x, 1) E1 (x, 1) 
定理 5で示したように、 Huwrwitz型の中央二項級数の特殊値もまた、整数係数の多項

式やarcsin関数（の一般化）などを用いた表示を持つことがわかる。さらに、定理 6の

結果にある通り、特殊値に現れる多項式は再び二変数Eulerian多項式表示が与えられた。
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