
ブラウン運動論と量子力学 (Ⅷ)/

佐賀大 ･理工 ･= l化 竹 山 尚 l賢

(6月22日受三甲 )
/

､§1 -うの敬意
1)

Hill とWheelter(1955)紘,有名奇啓蒙的論文 の毎で.自由粒子が収容

されている首さ-のポテンシャ)t'壁が財 く場合を考察したoこの間穿け,戸田●

氏の力作 れ,掠封論 " (培風館 ,1968)96賞の例 2, 及び間 1忙 もとり入れ

られてい る o

o ≦ Ⅹ£Lの間で動 く自由粒子のエえ ′レギーは,丑- (也/2)立2 であり,

作用変数抹 J-fm妄dx-2蕪 L, これけ Fhrenfestの意味で断熱不変
であるか ら量子化されて J主 27rr7.71,従って 読 -7r打乱/L, E- (n2/2m)

×(n7r/i)20 この場合,断熱不変とは,妄L(ち)- consも.の条件が 破れ身い

程度に L(七)がゆっくり動いてもJは.不変とい うことであるか ら . '&.芋 丁
●

(L/L)Ⅹの加速度,あるい打,定数は省いて 立ニー(i/L) Ⅹの 速 度 が 存

在しうそ O この速度を勾配 としてもた らす "速度ポテンシャ}V"揺

¢(Ⅹ,t)ニー(L/L)(Ⅹ2/2)

と求まるo i- cor'st.で壁が財いて も

(1)

ldXl/-I .>>･ l也l(七1I/i(ち)
,

の もとで依然断熱不野であ り,自由艶子のエネル′ギーは , a(ち)- 拍 2/2m)

･‡nx/L(ち))､2で与え b.れ,その暗闇依存性は 1(ち)を通して現われる陀す

ぎか ハO殻静力学の歩合で も (Lがゆるやかに賢る場合)壁の動きの影響は,

速度 がテンシャプレによってとらえて

少(X,七)- (2/i)y28in(n7rX/L)

X exp(-iJ.耳dt/恵)expfim¢(Ⅹ,七)/五〉 (2)

が解 と夜るotnう迄 も貴 く,Schrad.inger方程式は
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iR 吋 /∂七ニ ー (瓦2/2m)∂2サ/∂Ⅹ2 (5)

であるO選藍些次であ り,壁が加速度 Lを有 して謝 くとき, (5)に rQ)及び

(1)を用いて, Schr品dinger方程式は次のようにをると Hell&Wheeler

はいうO

iF_甲や/∂七- - (h2/2m)∂2示/∂Ⅹ2

-(皿Ⅹ2/2う(L/i)4

もしそ うだとすれば,塵を周射的に

TJ ち)-L｡ exp(iQ'ot)

-

(5′)

(4)

動かすと (5')は正しく訴和振動子に対するものと舟 り,本質的に琴が変って

しまうことと脅る(:いや (5)が (5′)と香ること自体が本盤的変化を意味し

てhZ3わけで,Wheelerらの意図腔,聞鯵の項を p/p(圧力/密度) (.×質

塞)の tt圧縮エネ'T/ギー "とみて 代流 体力学的括像 "vEら牽こ うとしたように

み られる(,

(5′)の右辺第 2項は, (2)杏 (5)に代入したときの

正･,∂Q(X,七)/∂七ニ ー (皿･/x2/2)(i/L)

に由来するが,その他に

･(也/2日 ∂¢(Ⅹ,.i)/∂Ⅹ〉2- (Ⅱ/2)v2
＼

- (i/L)2(mx2/2)

が存在し, (5)からtの実数部分は,

m ∂¢/∂七+(a/2)v2= o (5)

を主張すること把をるから SchrAdinger方程式の第 1種ゲージ変換に対す

る不変性が保たれていることを知 ったにサ ぎ奇h o

(5)は速度 ポテンシャJt,を rH にとっ'Tいる限 り

L/I.-L/IJ
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ブラウン運動論 と量子力学 (Ⅷ)

と同等であ り-.(4)はその解で も一ぁるが,自由粒子の塵を､振卸 させ ることに£

り,それが調和振動子VC転化することば起 りえ希辛 のである｡

§2 流 捧力学的描像 一 密度のゆ ちぎ

schradinger方程式

ih 押 /∂七ニ ー (五2/2m)△少+Uや (6)

紘,サ- exp(R/幻 exp(iS/もう,R,Sは実関数,とか いて次式 と奇､るO

∂S/∂七- - (▽LC,)2/2mT U+(▽封2/2m+{V 2皿)▽2R,
(6.a)

∂R/∂七ニ ー (∇S･∇R)/近- (A/23T_)▽2S (6.b)

ここで 煮-cc,r,S七･三 R｡の状静は (6･a& b)の 一つの特解であるから.

そのまわ り陀

f2- ･Ro+ 8fi (7.息)

のようにゆらいでレ､る場合を考えようO ところで p-車 米車に対して ,

良- (V2)lnP であ%,か ら p のゆ らぎと･してみると,Q,ちぎ部分 8pの 1次

近似で

SR ≒ (V 2)po-1･Sp

が成立するopoは座標vC依存し食い密度O

Sに関しては一般に

-:--二一>

▽S - p

としてお小 て, (6.a& b)紘, Spの 1次近似で次式とを各｡

∂S/∂tニーp2/2皿-U+(h2/41nPo)∇ 28p･
__j■ ー

∂8p/∂七ニー(P/a)▽8p- rpロ/m)▽ ･P

一三OO -

.(7.b)

(7.0)

(8)
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(8)の後の式は
1

-dSp/dt= (Pô n)∇･P

さらに微分して ＼

●----i,
-d28p/dt2- (po/氏)▽･P

と怒るot一方 (8)の先の式の勾配をとって

●__I
p--▽U十一拍 2/ 4mpo)▽ 58p,

これを (8.也)に代入して次式がえられる｡t

∂'b-(po/皿)▽2U-- (h2/4皿2)▽ 48p

(8.a)

(8.也)

_(8.C)

(9)

これに Fourユer成分 8p(近),Urk)を導入し,半古典的に,従って角振

動数a)を用いて調和解を求めると (ralld_orePhase)近似のもとで

､= >̀
ia･エ(k･P)/m)28p(汰)

- (po/m)k2U(k)+ (52k4/4n2)∂p(玩)

から

∂β(汰)--
(βo/m)k2U(汰)
.A+

tq'-(k･p)/m〉2- (思2k4/4m2)

と費り,分散熊係

(βo/Ⅱ)k2U(k)

iw-皿-1(妄言)〉2- (7i2k4/4m2)
(10)

を満すQ)が存在すれば (9)は調和振静を夜すことがいえるO

量子過程と力学化された拡散過程との闇の正確舟対応の成立からも期待され

るように,蘇れ系の取扱いVC適した棉像で_Gt.ることがわかるが,上述の処方で
1-

は系の庶速 p/皿は単をるパラメ｢タに留って射 り,密度のゆちぎ操勤 との関

系が明確で食い. そこで (8.a)の F･ouri'er変換形か ら,pとkとが平行,
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ブラウン運動論と量子力学 (価)

即ち縦波の孝合VCr,この点を明らかにしてかかねばえらぬ otまず運財量の成分

は (8.a)から

ー ● 一一■

p(汰)- + i(項 o)Sp(a)A/A,2 B H E:
▲■ま

がえられるO 次に td.a)から, (7.b)のもとで微小項 として落した (▽R)2

/2皿 まセ含めてp,立冬 7レギー密度を考えよう｡

く E> ニーfp∂S/∂t dT

- (1/2m)′＼pp2dT+fpU aT

- (石2/8m)p言2fp(▽Sp)2dT

- (,12/4m)p言1′ p▽28p が

≒ (po/2m)fp2dT+ poUo+ (1/2)fけ〝(Sp)2dT
- (も2/8m)β言1f (∇ Sp)2dT

- (n2/4m)f▽2∂p dで

これを Fourler分解L,I(ll)を用いて

(12)

1

く Eク エ poUo + ∑k(缶2k2/4皿- p(汰)

+∑k〔(孤/2k2p.)tab(k)l2

+ (1/2日 U 〝 (A)+(も2k2/4mpoロ ト∂p(k沼 〕(15)
I

･一一■
がえ られるoこの右辺第 2項の和折消えるが. k空間で智度のゆちぎがランダ

ムであること,これはまた,〔 〕の中の調和技財の安貞性を保証するこ

とで もあ そ 亡 密度の-ゆやぎは調和挨静を行発って軒 り,その固有角按静数は

W2(k,)- i(po/働 k2U"(汰)+ (も2k4/4m2)〉 (14)

ー -■一1

で与えられるopoの状静での 庶速 Ⅴ-p/皿の影響W･Galilei変換VCよ

って考慮すればよ く,
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lw(k)一m~1(言･=)i2 - i(Po/a)k2U〝(汰)_+ (n2k4/4m2)i
(14′)

i /一

と舟り, (ポテンS/ヤ }Vが 2捧間の lor!grangeの性格であるべ きことを考え′/

れば),分散醜係′(14J)は先に示した (10)と完全に一致しているQ

上記二つの処方は一見か杏 り異希っているが,同一性格,少くとも線盈近似

のもとでは同格夜半古典静 (但し,量子力学との開廃は明確)で蘇ることを結■■

論できる｡ 理論わ段階としてW.,密度VE:ゆらぎを番人したこと把より,量子力′ヽ

学に新しい質が現われてhk,ことを認識すべきであろ うO 半古典の意畔は量子

力学 (SchradingeT,方程式)か ら古典力学に一歩後退したことと同義では牽

く,Schr昌dirThger場が本来そ うい う性格をもっている-とみるべ きであろうO

§5 レ､わゆるロトン榛塾の proto七ype

q重野振静子 "転古典概念で&i･,Z･から-(15)の 〔 〕 妄再度童子化し

妄ければ,そゐェ′.ネ7レギーが rn:振動の量子数)l′

くEph> - ∑ k且W(k)･･,( n弓)･ (.5)

と允ることはいえ希いC.とく/に零点挨静の項はそ うであ る ｡ しか し倉が ら(1511

(T･)振動子trLば も2-の項が存在してお り･ (14r)のもとで,

(15)の〔 〕- i(叩 2(汰)/2k2)十 (poU〝(kV 2)

+(a2k2/8m)‖ 8p(k)t2′翫 (･td)

これの po状態の近傍での振舞を考えると･ k2を変数 とみて,右辺欝 1項と

第 5項とか ら,I (15)の r1.- 0の低限値 :BW(汰)/2の存在がいえるo

Abrikoscv-GoTkov-I)zyaloshirlSkiiのテキス トにみられる論法に従っ
2)
て∴零点掠鄭 状態で振動子系の平均エネJvギーを定め右 ｡

(16)UTL (14)を使って ､

i皿Q,2.(汰)/k2日 8p(汰)12/pO-もa･(kl/2

あるいは,
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思a)(汰)± (712k2/2tn)LLB~1(汰),

with JB(汰)- 1Sb(汰)12/po

l

ノ

(17)

ー=->

と夜るO 振動子のエ哀Jvギ丁が , どの ようVEをろ うとも運静畳 nkの自由粒子

のエネJVギーを尺度にして測 ってし､こうIとする立場を復活させ るL,こ(n場合,

qForm factor"LLa(汰)は ,a,(玩)_が (14)で与えられるか ら.

引 締 (p./孤)U〝rk)+匝 K/2Ⅱ)2〉y2
LkB(汰)--

2PoUn(汰)+ (も2k2/2m)

ととっているわけで ,
●

図 が 小さい領域 詔 k)～(忠/2)持 PoU〝(0)T'甑 ,I
/

IkIが大 きい鯨域 Ja(汰) - 1

(18)

の基森的性格は備えているo

暫度のゆちぎによる振動は未励起の状静を考えるO (16)から (17)への

移行で脅したことが必ずしも自明では希いか らであるノOその為vEI(15)におけ

,.る密度の振動の部分のエネルギーを書 き出すO

∑k〔(V 2m)(皿両 (汰)VVFTo菌 )ヲ

+ (1/2)ma,2(ky(Iap(k)1/､坑 ふ )2〕

- ∑k〔(1/2m )p2(玩)+ ircQ,2(,A)/2〉q2(汰)〕

= ∑k Hose(汰)

ただし,a'2(汰)紘 (141で与え られ

p(汰)-･+i(a/､布 )(i/k2)8b(汰),
-.-一:i

q(汰)-+i(1/VrSo)(i/k2)∂b(汰)

であるO ここで新たに交換関係
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であるO ここで新たに交換匪係

〔言 (汰),言(車)〕ニーi態 (19.b)

を設けて (19)を演算子化し,再度 SchrBdinger方痩式をたてて固有値

～(15)がえ られるが,その~姦底状態の波動関数及び固有値が,

-> ,-･･･一

◎o(q)- 甲0 年pi- ∑(mu/2丑)lq(刷 2),汰

< E(3'h > - ∑ h W(汰)/2
k ､
･･-･･･事

と求まるO同じ状態をp(汰)表示で示す と

＼≡≡±三｢
轡｡由 -No′px, 巨 ∑IS(k)12/ 2m諦 〉

k

(19.C)

(す9.a)

･+ .

と査るoどもらでも同じであるが,q表示の場合 1q(汰)t2の 尊｡(盲目 E･よる

量子力学申期待値として,

信 (汰)I2- (ち/2日 mw(汰)i-1

あるLへは (19.a)により

k~2‡Sp(k)i2/p｡-(あ2/2m)-ihutk)｢ 1

(20､.a)

(20.也)

がえられ,､こ れ轄 (17)に他食 らをレ､O この状醇打･ I8p(汰)iVC関して,

Ga_ussiarLであ り,密度のゆちぎの意義が明 らかであろう｡ このようにして密

度のゆちぎをめ ぐって,再びブラウン避静論的描像が後棒することを注意して

お きたh o 例えば (8.C)VLさか上ると,カのバランスに;臣ける右辺第 2項Qj'

正 しく軽度の q拡散 "に対する揺動 カであ り,･初めの取扱いの中では詞和解に
~t

生 きて くるが,後の砺扱いの中で控 k空間で-次項である為に消えることとを

り,両者が同じ鮭巣を一もた らすことば,ゆちぎの2乗平均VEよりエネ7Yギーが

規定されるか らである｡

§4 多体問題 との醍連

ところで我 々は単体間腔か ら出発し,表式としてけ最 も素朴 牽レベ,レでみて
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きたわけであるが,驚 くべき単純汝処方で 中 ndau (1941)にその漁を発

する Q量子流体力学 "乃至 B叩 Oliubov (1947),Bo･h皿 & PirleS(1951),

Bloch(1954),豆O皿O空 ga(1950)ら把より創 られた 吹集団運勢の理論 "
への関連がえられたとと1が認め＼られ よう･Oこの免野V,この 20年間に非摂動

論的方法の系統的発展と合庶 し,多 体系VT傑する量子力学の様相を琴えてしま

め,現在の 『物性研究』に到っているO 線型近似が非線型群論に進められつつ
†

ある忙しで も,一つの基家路紋がしかれてしまうたかにみえ 各 ｡

こ七 でみ尭 ように単体系の量子力学の申VCphonon-'roton理静の proも｡-

type-があ●り,その fealityは別にして一般基礎式 (6.a 皮 b)の線型化で

め-り,それば,R- (七/2)lrlP- COnSも.が一つの ¢Ⅹac七 solutionで

･あることに去 り.,このまわ りで数暫度のゆらぎを番人してえ られたO ⊆旦

Proもotypeが存在し希ければ多体系とレ､えども phor10rr rOtOn坤論は成立

しえ査か ったであろうo この意味で観念論- reelityの欠如 とする批判にた

えておきたい｡ その肇由は多酎 関野 といえども何等かの近似による単体間貯化ー

である点に求めら-れようOそこで先ず同種 N体系を Hartree近似で考えてみ

るO単体jの挙動は

=≡コ

i丑∂サJ(q･七)/∂tニ ト (も2/2m)▽ 2+

+∑′d5q'tu(后 言,)i)廿 1(言I･七)12巧 (冒,ち)1

に よって支配される. ここで も

ー

サJ(q,七)- exp(RJ/A)exp(iSJ/布 ),

p｡- I町 2-- exp (2㌔ /a)

とおいて次の連立式がえられるO

(21)

･l(21.a)

∂芦j/∂七ニ ー (1/2江)(▽Sj)2二号′d5q′U(∫)pi(iJ,ち)

十(1/2m)(▽RJ)2+(負/2m〕▽2㌦

aRj/∂七- - (▽Sj･▽ftJ)/Ⅱ+ (Tl/2m)▽2sJ

- 5 0 6 -
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3,こ･の場合 も･ Rj- RliO- con如 ･は一つの厳密解であ り･･Tt･のときこ v - TIJ J

S:0- (言jO･言卜軍jOt+Cons-t･･J

,とをるo R0 の'まわ り把ゆ らぎを導入し, (21.-b)を線型化し.前と全 く同様
/
陀して分散関係

芦iw- (言･盲Jo)‡2- (po/a)k2豆(汰)+ (批 2/2正)2 (2.･o)IJ

がえられるO 次に (21･b)め第-の式に pj をかけた式をとり･,それの相互作

用項にかしもて･p-po十 8pのようにゆ らぐとき,昏pについて 2次の項は次
のように煮る1,.

(y2) ∑′fd5qSpi(q,ち)fd5q′U_‖宣言 Il)8pi(言J,ち)
i.j u

§2陀かいて U(汰)-'LTu(汰)とそるのけ ハ ミ′レ卜占アン密度において相互作

用が密度の 2次形式である場合に限 られ,そこにおける単 体問題は f=fartre畠

の意味での多体間静であった弓･とを知るO相関の間置としてみれば,位置空間

だけでことた りるのは, longrangeを相互作用で粒子系が相関している場合

であり‥交換の効果のように short ra/nge査相互作用が廟 く (一腹には共存)

･場合には,その影響をどのようにとりこんでいけば よいのかとい う問題が残るO

この間静にブラウン運動論的観点から攻める把は,位置空間の下に藩 ちぎれて

いる避討億 空間とも関係するQ激しV)ゆらぎ わをどのようにして考慮に入れ,

毎億空間にかける●lc,叩 r'ange牽ゆちぎと共存 もしくは干渉させるかという

蘭藤に希ると思 う･oHa･rtfee近似を Fockのレベ′レに迄上げることとどう的

連するのか,そして究鹿的VE.は庶路力学的を連続媒体の中に有限の寿命をもっ ･

た粒子像が浮び出るものかどうかの問潜であろ うO これは鮮度の/'lon苧 range

魯ゆら'ぎ て士訴和摸静)の偽量子としての phorlOrlでは貴 く! short ra咋 e

で運動量に依存して q衝突 "しあ い統括された り,失活 した りしている系の構

成要素の粒子像である｡

schr&dinger方程式が殆んど連続に疏捧力学的描像VE.鮭びついている,以上

I-非線型の問題 廿とは別に,重大を問題が期待で きるか もしれ夜ho
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