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あらまし　遅延フ ィ
ー

ドバ ッ ク制御法は
， 簡便なカオ ス制御法として 広 く使われ て い るが，こ の 制御法を適用した シ ス

テ ム が遅延微分方程式で 表 され る無 限次元の ダイナ ミカル シ ス テ ム であるこ とか ら， その 数学的解析が 困難で ある。本

報告 で は ，
こ の シ ス テム の 時間遅れ （むだ時間）を Pad6 近似し た場合の 挙動に つ い て 解析し

，
遅延フ ィ

ー
ドバ ッ ク制

御法に お け る カオ ス制御の非線形動力学を数値的に検討する，
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Abstract　The　mathematical 　analysis 　of　the　delayed　feedback　control （DFC ）method
，
　which 　is　famous　as 　a　simple

and 　conven1ent 　chaos 　control 　method ，　is　very 　diMcult　because　the　system 　with 　DFC 　method 　becomes　an 　infinite−di−

mensional 　dynamical 　system 　expressed 　by　delay−differential　equations ，　In　this　report
，　we 　analyze 　the　system 　with

DFC 　method 　by　means 　of　applying 　the　Pad6　approximation 　to　the　time　delay，　and 　discuss　the　nonlinear 　dynamics

of　chaos 　control 　in　detail，
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1． は じ め に

　非線形の 数理モ デル の 中で は
， 原因と結果の 関係 が 明 瞭で な

い 乱 雑 さを 持 っ た振る 舞い
，
い わゆる カオス 現象が 数多 く観測

され て きた．カオ ス は 数学的に は 非常 に 興 味深い 現象 で あ る

が
，
工 学 的 に は決 して 望 ましい 状態 と は 言え ず 1 制御す べ き対

象 とみ なされ て い る ．カ オ ス 制 御 は
，
カ オ ス ア トラ クタの 中に

無数に存在す る不 安定 周 期軌道 （Unstable　Periodic　Orbit ：以

下 ，UPO と略す）を 安定化す る こ とに よ り，シ ステ ムの 動作を

正 常に す る こ とを 目的 とした 制御法で あり11990 年に Ott らに

よ っ て提案さ れて 以来 ， 多 くの 研究 が な され てい る 国．その 中

で も
，
1992年に Pyragas に よ っ て 提案され た遅延 フ ィ

ードバ ッ

ク制御 （Delayed　Feedback　Control ：以 下，　DFC と略す）法は ，

シ ス テ ム の 現在の 出力 と，目標軌道の 周 期分だけ過去の 出力の

差 を入 力 に フ ィ
ードバ ッ クす る こ と に よ り UPO を 安定化する

手法で あり ［2］， 目標とする UPO の 周期 を 除け ば ， 制御対象の

ダイナ ミ クス に 依存せ ず ， 実験系に おい て 制御対 象 の モデル を

必 要 とし ない ．DFC 法は，こ の 簡便さから様々 な実シ ス テ ムに

も適用 さ れ
，
そ の 有効性が 実証され て き た．

　その一方で，DFC 法は 時間遅れ を 含 む微分方程 式 （遅 延微 分

方程式）で 表され る無限次元 の ダイナ ミカル シス テ ムで ある こ

とか ら，その 数学的解析は 簡単で は ない ．また，DFC 法 のシ ス

テ ム の 相空 間は 関数空 間で 表 され る た め，そ の 引き込み 領域が

極め て複 雑にな る こ とが 示 さ れ て お り 〔3
−5］， 実験系に お い て 目

標軌道を 選択す るこ とが で きず，こ れ に よ り未だ実用 的な 制御

法 とは 言え ない ．山本らは，時間遅れを 表す伝達 関数に Padぐ近

似を 用 い る こ とに よ っ て ，Mackey −Glass遅延微分方程式を有限

次 元 の 微分 方程式に 近似し て 解析し て い る ［6】．そ こで 本 研究で

は ， 山本らの 考え を Pyragas の DFC 法に 導入 する こ と に よ り，

時 間遅れ に pad6近似を適用 した 有限次元シ ス テ ムで 表され る

カオス 制御法を解析し
，
DFC 法に お け るカ オス制御の 非線形動

力学 を 明 らか にす る．
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　本報告は 以 下の よ うに構成され る ．第 2 節に おい て DFC 法

の シ ス テ ム を 導入 し，第 3 節 で DFC 法 の 時 間 遅れ に Pad6 近

似 を 適用 した 有限次元の シ ス テ ム を提案する，第 4節で は 1 実

際の カオス シ ス テ ムに DFC 法 と第 3 節 で 提案 した有限次元の

シ ステ ム を適 用 して ，カオ ス 制御の 数値計算を行う．また，こ れ

ら の ア トラ ク タや 引き込 み領 域 を比 較 す る こ とに よ りカ オ ス 制

御 の メ カニ ズ ム を議論す る．第 5 節は 本報告の まとめ で あ る．

　2． 遅延フ ィ
ードバ ッ ク制御法

　Pyragas に よ り提案 され た DFC 法は
，
カオ ス 軌道の 現 時刻

で の 出力 と 目標 とす る UPO の 周 期 分だ け 過 去の 出力 との 誤差

を線 形 フ ィ
ードバ ッ クす る こ とに よ り UPO を安定化する カオ

ス 制御法で ある．図 1に ，
一

般的な カオ スシ ステ ムに DFC 法を

適用 した シ ス テ ムの ブ ロ ッ ク線図を 示 す．

　本報告で は
1 以 下 の よ うな カ オ ス シ ステ ムを 対 象 と し て 考

え る．

（の一儂 ：：1）　　　 ・1・

シ ス テ ム （1）の カオス 軌道に 埋め込 まれ た UPO を DFC 法に

よ っ て 安定化 す る場合 ， 次の よ うな状態フ ィ
ー

ドバ ッ クを 考え る，

（1）一儂 ：1；）− Ku 　 …

こ こ で，K は フ ィ
ードバ ッ クゲイン

， u は制御入力で あ り

・ 一（　，，，）−1，，　一　．、）　　　 …

で表され る．また，T は 目標 とす る UPO の 周期で ある，シ ス テ

ム （2）の 軌道が 周期 T の 周 期軌 道に収束 すれば
，y（t− T ）；y（t）

とな り，フ ィ
ードバ ッ ク項 は消え る た め

，
そ の 周期軌道は元 の シ

ス テ ム （1）の 解で あ り ， UPO が 安定化 され た こ とに な る．しか

し ， 同 じ 周期の UPO が複 数存 在す る場合には
，
　UPO の 引き込

み領域が 複 雑 にな るこ とが あり，目標軌道を選択す る こ とがで

きな い ．

　次節 では，DFC 法 の シ ス テ ム に お け る 時間 遅れ に pad6 近似

を適用した有限次元の シ ステ ムを 提 案す る．

　3． Pad6 近似を用い た遅延フ ィ
ードバ ッ ク制御法

3．1Pad6 近似 と は

Pad6 近 似と は
， 多項 式近似で あ る Taylor展開近似を

， 有理

図 1 遅延 フ ィ
ー

ドバ ッ ク制御 法 の概 念 図．
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図 2　カオ ス 制御 の 例．（a ）制御入力の な い カオ ス 波形．予測で きない

　　 乱 雑な 挙 動を 示 して い る．（b）カオ ス 軌道に t ＝100 の 時点で

　　 制御入力を投入した波形．定常状態に お い て 周 期軌道に収束して

　 　 い る，

関数近似に 拡張したもの で ある，次数 （M ，L）での 関数 g （x ）の

Pad6近似 は，以下 の式 で 表 され る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M
　 　　 　 PO 十 PIX 十 …

　 十 PMX
　9（x ）cr　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　 1十 qlx 十

tt・
十 qLxL

式 （4）の 係数 p砲 ＝0
，

…
，
M ），

　gゴQ ＝1，… ，五）を求 め る場

合，あ らか じめ 関数 g（x ）の Taylor展 開を M ＋ L ＋ 1次の 項ま

で 求 めて お く必 要が あ る，関数 g （x ）の Taylor展 開近似 を

9（X ）＝・。 ＋ ・、X ＋ α、X2 ＋
・・

（5）

とす る と，式 （4），（5）よ り，

・・ ＋ … ＋ ・… …
’・

−im’＋P

，iX．

’

＋
………器

M

・6）
とい う式を得 る．式 （6）右辺 の 分母を払 うと

， 以下の 式を得 る．

　 　 　 M

　　　　（n − 1， n
− 1）Pad6 近似を用い た DFC 法

　こ こ で は，時間遅れを表す 伝達関 数を 次数 （n
− 1，n − 1）で

Pad6 近 似 す る こ とに よ り，
DFC 法の シ ス テ ムを 有 限次元 の シ

ステ ム で近似す る，

　DFC 法の シ ス テ ム （2）に お い て，　y（t）の ラプ ラ ス 変換を y

とす る と，y（亡一T ）の ラ プ ラ ス 変換は e
−TSY

とな る．時 間遅 れ

を表す伝達関数を次数 （n − 1
，
n − 1）で 以下の よ うに Pad6 近

似す る，

・什 Σ ・・一疎 叩 沼 一・，… ，M ）　　　 （7）

　　　
允

寿
’

・什 Σ ・・一・q・
一・ （1− M ＋ 1ジ

『『，M ＋ 五）　 （8）
　 　 　 k＝1

式 （7），（8）よ り
， 係数 Pi（i＝O

，

・・t
，
M ），

　qj（」＝1
，

・・，L）の値

が求まる．

　 3．2
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式 （9）の 右辺 を （
− 1）

n

（Yn
− Y ）と置 き

，
Yn の 逆ラ プ ラ ス 変換

を Yn とする と
， 次数 （n − 1

，
n − 1）で Pad6 近 似 し た DFC 法

の シ ステ ムは，付加的な 変数 g2 ，
＿

，Yn＿1 を用い て
， 以下の よ う

な n ＋ 1次元の 微分方程式で 表され る．

　n が 偶 数 の 場合 は，

廊

・
〃

．
功

．
佛
゜
馳

齢

（
f・（x ，y，

t）

f2（x ，．Y，t））− Ku

　　 2bly− blYn

　　 Y2 − b2yn

　2b31ノ→一！ノ3 − b3Xn

2bn＿IY 十 Yn ＿1
− bn＿1yn

となり，
n が 奇数の 場合は

，

・
τ

・
ツ

2
　

3

　

4

・
観

・
ン

．
亨

シη

儷：；：ll）
一・・

　 　 　 　 − b1Yn

　　2b2y ＋ Y2 − b2Yn

　　　 Y3 − b3Yn

2bn＿1Y 十 Yn ＿1
− bn＿1Yn

とな る．シ ステ ム （10），（11）に おい て
， 入力 u は

，

・ 一（
　 　 　 O

y −
（
− 1）

n

（1／n − y））
で 表 され る．

　次節で は
，
カオ ス 制御の 数値 計算 を行 う．

4． 数 値 計 算

4．1 対象とする カオスシ ス テム

（10）

（11＞

（12）

　本節で は
，
DuMng 方程 式に 対して 1

　DFC 法 と有限次元に 近

似 し た DFC 法 を適用 した場合の 数値計算を 行 う．DuMng 方程

式は

（1）一偏櫛 盤 ． B ，。 ，t） （13）

と表 され る強 制 振動 系 で あ り，図 3 の よ うな カオ ス 現 象 を示 す

こ とが知られ てい る．

　式 （13）に フ ィ
ードバ ッ クを考慮し たシ ス テ ムは

， 以下の よ う

に表 され る ：

（；）一（＿ 盤 ． 。 c。 st ）… ・・4・

こ こ で ，入 力 u は，DFC 法の 場合に おい ては 式 （3）で与え られ ，

DFC 法を有限次元に 近似した場合に おい ては 式 （12）で 与えらる．

今回 は DuMng 方程式の パ ラ メータ は δ＝O．16
，
α ＝ 1

，
B ； O，27

2

1

VO

・1

2

1

yo

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・2・2
　 ・2　　　　　−1　　　　　 0　　　　　 ↑　　　　　 2　　

・2　　　　　
−1　　　　　 0　　　　　 1　　　　　 2

　 　 　 　 　 　 　 謬　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　x

　 　 　 　 　 　 （a ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （b）

図 3DuMng 方 程 式の カオ ス ア トラ ク タ．（a ）連 続 時間 で の 解

　　 軌 道 （b）離 散 時 間で の 解 軌 道 （周 期 2π の ス ト ロ ボ 点 ）．

　 　 δ＝0．16，α ＝1，B ＝027 ．

を 用 い る．また，式（13）は 周期 2π の 強制振動系な の で UPO

の 周期は 2π の 整数倍で あり， 今回は周 期 T ＝2π の UPO を 目

標 軌道 とす る．

　4．2　初期条件の 設定

　有 限次 元の シ ス テム の 数値 計算を行 う際に は
， 次元の 数 （状態

変数の 数）だけ初期値を 与えれば 良い ．一方，時間 遅れ （むだ時

間）T を 含 む無 限次元 の シ ステム の場合には ， 区間 一T ≦ t ≦ 0

での 初期条件を関数と して 与え る必要が あ る，

　本 報 告で は
，
制 御入 力 は時刻 t＝0で 投入 す る こ とと し

，
DFC

法の シ ス テ ム （2）に お け る 初期 条件 を

｛
　 （x （0），y（0））＝（Xo ，Yo）

　 y（t）＝0　（
− T ≦ tく 0）

（15）

と設 定し，有限次元 の シ ス テム （10）， （11）に お ける初期条件を

（x （0），！ノ（0），Y2（0），・　・，Yn （0））＝（Xo ，1／o，0，

・
　
・

，
0）　　　（16）

と設 定す る．

　以下 で は，式 （15）1 （16）に おける （Xo ，yo）の 値を 変化 させ て ，

解軌道の 初期条件 と収束先の 関係 を調べ る．

　 4．3 周 期 ア トラク タ

　こ こ で は
，各シ ス テ ムに おけ る，定常 状 態で の 解 の 収束先 （ア

トラ クタ ）を調べ る．Du田ng 方程式に 対 して
，
　DFC 法 と有限

次元 （5−8 次元）で 近似 した DFC 法 を 適用 し た場合の 周 期 2π

の 周 期 ア トラ クタを，それぞれ図 4
，
5 に 示す ．こ こ で，フ ィ

ー

ドバ ッ クゲ イン K の 値 は，カオ ス 制御 の 入 力信 号 と し て 十分大

きな 値で あ る K ＝1．1 と し た．また，各 周 期 ア トラ クタ上 に プ

ロ ッ トされ た点 は，周 期 2π の ス トロ ボ点で ある．

　まず，DFC 法の 周期ア トラ クタ は，制 御 入 力が消え て お り，

元 の シ ス テ ム （13）の UPO に
一

致 して い る．一方で，有限 次 元

（5−8 次元 ）の 場合は
，
制御 入 力 が残 っ て い る ため，元 の シ ス テ

ム （13）の UPO か ら少 しずれ てい る．5−8 次元の 中で は
，
8 次

元 の シ ス テ ム の 周期ア トラ クタが 最も DFC 法の 周期 ア トラ ク

タの 形に 似て お り，高次元 ほ ど似て い る とい う傾向が 見られ る．

また，6，8 次元の 場合で は ，DFC 法 の 場合 と同様 に 原点に 対し

て 対象な周期ア トラ ク タが 1組存 在して い るが
，
5

，
7 次元 の 場

合 で は，原 点に 対して 対象な周期ア トラ クタが 二 組 存在 して お
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図 4DFC 法で 安定化 され た 周期 2π の 周 期ア トラ ク タ．制御 入 力が

　　 消え て い るため，対象とする DuMng 方程式の UPO と
一致して

　 　 い る．δ＝O．16，α ＝1，B ＝O．27，K ＝1．1．

り1 定性的な違い が見 られ る．

　これ らの 結 果 よ り
，
DFC 法の 場合 と有限次元 （5−8 次元 ）の

場合で は
， 定常状態の 解 の 挙 動 に大 きな 違い は 見 られ な い ．以

下で は，これ らの シ ス テ ムに おい て 1 定常状態の解の収束先が初

期条件に どの よ うに依存す るの か を調 べ る．

　4．4 引 き込み 領域

　 こ こ で は
，
シ ス テ ム の 定 常 状 態に お け る解の 収束先で あるア

トラ ク タ と，初期条件 の 関係性に つ い て 調べ る，図 6，7 に，そ

れぞれ 図 4，5の 周 期ア トラ ク タの 引 き込 み領域を示す．横軸 と

縦軸 は，式 （15）， （16）に お け るそれ ぞれ Xo と yoで あ る．これ

は，こ れ ら の 図の い ず れか の 点 を 初期 条件 （15）， （16）に お け る

（x （0），y（0））に と っ た場合に，解軌道が 定 常状態に おい て それ ぞ
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図 5 有 限 次 元 で 近 似 した 場 合の 周期 2π の 周 期 ア トラ ク タ．制御

　　 入力が 残っ て い る ため
， 対象 とす る UPO か ら少しずれ て い る．

　　 δ ＝0．16，α ＝1，B ＝0．27，　K ＝：1．1．（a ）5 次元 シ ス テ ム （b）6

　　 次元シ ス テ ム （c）7 次元 シ ステ ム （d）8 次元シ ス テ ム．
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図 6　DFC 法にお け る各周期ア トラクタの 引き込み領域．δ・＝O．16，α ＝

　 　 ユ，β 三〇．27，K ＝1．1．

れ 図 4，5 上の 同 じマ ークの プロ ッ ト点 を持 っ た 周期ア トラ クタ

に 収束す る とい うこ とを 意味し て い る．

　図 6の DFC 法の場合は，原 点 に 対 し て対 象 な 2 つ の 周期ア

トラ ク タの 引き込み 領域が なめ らか な境界 を 持っ て 区分 け され

て お り，両 者が 渦 巻 くよ うな形 とな っ て い る ，また 1 図 7 の 6
，
8

次元の シ ス テ ム の 場合も，
DFC 法の 場合 と似た パ ター

ン の 引 き

込 み 領域の 構造を持 っ て い る こ とが わ か る．5
，
7 次元の シ ス テ

ムの 場合に お い て は，図 5 に 示したよ うに原 点に 対して 対 象 な

周 期 ア トラ クタが 二 組 存 在し て い た が
， 相平面 上の 右半平 面 同

士
，
左 半平面 同士の 2 つ の 周 期 ア トラ クタの 引き 込み 領域をそ

れぞ れ 合わせ る と，DFC 法の 場合 と似たパ タ
ー

ン の 引 き込 み領

域の 構造を持 っ て い る こ とが わ か る．

　以上 よ り，有 限 次元 の シ ス テ ム に お け る引 き 込み 領 域 の 構 造

は
， 周 期ア トラ ク タの 形 と同 様に，高次元の 場合ほ ど DFC 法の

場 合 に近 い 形 とな っ て お り，
8 次元の シ ス テ ムで は か な り近 い

形となっ て い る．こ の こ とは，定常状 態の 解の 収束先 と初期条

件の 関係性 に お い て
，無限次元 の シ ス テ ム （DFC 法 ）と有 限次

元 の シ ス テ ム の ダイナ ミ クス に 大 きな違 い が ない こ と を 示 唆し

て い る．

5． お わ り に

　本報告で は，無 限 次 元 の ダ イ ナ ミカ ル シ ス テ ム で 表 さ れ る

DFC 法を，Pad6 近似 を用い て 有限次元 の シ ス テ ム に 近 似 した．

ま た
，例として DuMng 方程 式を 用 い て，数値実験に よっ て 両者

の定常状態 に おけ る収束先で ある周期ア トラ クタ とその 引 き込

み領域を比較す る こ とに よ り，カ オ ス 制 御の ダ イナ ミ クス を 解

析 した．有 限次 元 の シ ス テ ム に お け る 周期ア トラ ク タ とその 引

き込み 領域が ，無 限 次 元の シ ステ ムの 場合と 同様の 形状を持 っ

てお り，8次 元 程度で その 形をほ ぼ再現で き る こ とを示 し た．こ

の 結果から，カ オス制御 とい う観 点に お い て
， 無 限次元 の ダイ

ナ ミカル シ ス テ ム の ダ イナ ミ クス と有 限 次元 の ダ イナ ミ カル シ

ス テ ム の ダイナ ミクス に大 きな違い が ない とい う可 能性が 考 え

られ る．しか し， 今回 の結果 は，
一

例 を 示した に過ぎない ため，
DFC 法に お け る一

般的なダ イナ ミクス を調べ る こ とが 今後の

課題で ある．
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図 7 有 限 次 元 で 近 似し た 場合の 各周 期 ア トラ クタの 引 き込み 領 域．δ ＝0．ユ6，α ＝1，B ＝

　　　O．27，K 　・＝ 1．1．（a）5 次元 シ ス テ ム （b）6 次元シ ス テ ム （c ）7 次元 シ ステ ム （d＞8 次元 シ

　 　 　ス テム ．
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