
89

Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式の楕円ソリトン解
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1 はじめに

浅水波を記述する多ソリトン解を持つ可積分なソリトン方程式として KdV方程式

Ut + 6uux + uむ①ェ＝ 0 (1.1) 

がよく知られている［1,2]．また， KdV方程式を空間方向へ 2次元拡張した方程式として KP方程式

(ut + 6u四＋Uxxx)x+ Uyy = 0 

も知られており，浅水波やプラズマ中の波動などを扱う際に登場する [3,4].KdV方程式（1.1)やKP

方程式（1．2)は変数変換 u= 2(logTtxにより，それぞれ
Dx(Dt＋巧） T•T =0 

(Dェ(Dt+Dり＋ D~) T ・T = 0 

(1.2) 
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といった双線型形式で表され，広田の直接法により多ソリトン解が得られる．ここで用いた Dxや

Dy, DtはD-operatorと呼ばれ以下で定義される [5]:

8m伊
D~ Df f (x, t) • g(x, t) = ~-i--:;-f (x + y, t + s)g(x -y, t -s) I (1.5) 

8ym Osn y=0, s=0 

ソリトンの発見以降の爆発的な研究の進展の後， KP方程式を含むKP階層とその簡約のソリトン方

程式に関する統一的な理論として， T関数，頂点作用素，双線型恒等式， Lax方程式，佐藤方程式など

に関するいわゆる佐藤理論が発見された [6,7]. 

1974年， KuznetsovとMikharlovはKdV方程式の楕円ソリトン解を逆散乱法によって発見

した [8].“楕円ソリトン解’'とは， Lametype plane wave factor (Lame type PWF)虹(k)= 

芯霜e―く（k)xから構成される，楕円関数で表される周期波の上を進行するソリトン解のことを指
す [9].ただし，ふ 5 はWeierstrassのふぴ関数であり，以降登場するゅも同様にWeierstrassのゅ

関数とする．

最近， Nijhoffと AtkinsonはAdler-Bobenko-Suris(ABS)格子方程式の， Yoo-Kongと Nijhoffは

Lattice Potential KP方程式の楕円ソリトン解を離散Lametype PWFとCauchy行列を用いて

導出した [10,11].これらの発見により楕円ソリトン解に再度注目が集まり， 2022年に Liと Zhang

はKdV方程式， KP方程式の楕円ソリトン解を双線型形式を用いて導出した［9].そして 2023年，
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寛は Darboux変換を用いて楕円ソリトン解を再構成し， Liと Zhangが確立した枠組みを佐藤理

論の観点から説明した［12]. また頂点作用素を用いた構成方法も研究が行われており， 2024年に

中屋敷は KP階層の楕円関数解と頂点作用素を用いて楕円ソリトン解を導出した［13].本論文で

は， Liと Zhangが提案した方法を用いて KdV方程式の KP方程式とは異なる 2次元拡張にあたる

Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式の楕円ソリトン解とそのロンスキアン表示を導出する．

ー
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準備

Calogero-Bogoyavlenski i-Sch iff方程式

Calogero-Bogoyavlensky-Schiff (CBS)方程式

Uz = i曰＋以叩Uy)囮＋ UUy (2.1) 

は1975年に Calogeroが発見した方程式で， Bogoyavlenskiiと Schiffは Calogeroとは異なるアプ

ローチでこの方程式を導出した特に Schiffは Self-dualYang-Mills方程式からのリダクションでこ

の方程式を導出し， Bogoyavlenskiiはソリトン解やLax形式

Lz =[M, L] 
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などを求めた [14-16].また， 1998年に愈らはtrilinear形式を用いてソリトン解を構成した [17].そ

の後， 2001年に池田，高崎はCBS方程式を高次元化して CBS階層を構築し，伊達の方法を用いてN

ソリトン解を導出した［18].他にも Lax形式や頂点作用素について扱い，その代数構造についても議

論したまた池田，高崎は変数変換 U= 2(logT)xxによって双線型形式

｛⑰ -4几Dt)T • T = 0 
(D図＋ 2D凸— 6DzDx) T • T = 0 

(2.4) 

が得られることを示したこの双線型形式に広田の直接法を用いて次の N ソリトン解が導出される：

TN=  
｛肛｝此ど。l}Nexp ［喜μ，0,+ 1:'苫SNμ,μJA9Jl
｛化＝K]x ＋怜＋らy+~西＋吟°)

凸＝（：： ： ：：） 2 

(2.5) 

(2.6) 

徹らが提案した解との違いは，もに ¼kJtがあるかどうかだけである．また N 2". 2のとき， ki= kJ 

となるような定数の取り方を行うことで，図2のような V字型ソリトン解が得られることもこの方程

式の特長の 1つとして挙げられる [19].
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図1:2ソリトン解 図2:V字型ソリトン解

(z = 0, k1 = -1.6, k2 = -2, £1 = 2.5, £2 = -2) (z = 0, k1 = k2 = -1.4, £1 = 2.5, £2 = -2) 

そして双線型形式 (2.4)やNソリトン解(2.5)からも分かる通り， CBS方程式はKdV方程式

3 1 
叫＝ーuuぉ＋ーUおおの
2 4 

(2.7) 

を拡張した方程式の 1つとして知られており，その拡張は ToroidalLie代数を用いて説明さ

れる [18,20].

2.2 KdV方程式の楕円ソリトン解

この節では主に， Li,Zhangが導出した KdV方程式の楕円ソリトン解について紹介する [9].KdV 

方程式(2.7)において，変数変換
U=  -2ゅ(x)+ 2(logT)匹 (2.8) 

を考えると，双線型形式

(D! -4DxDt -12叩）巧） T・T=Q (2.9) 

が得られる．そしてこの双線型形式より，楕円Nソリトン解

TN ＝ ｛叫｝り:{O1}Nび］元竺：言：］exp ［喜叫(x,t) +区ど;N凸μJAt]] (2.10) 

{eA:j:(~)';丸）t＋ 0}°) (2.11) 

やそのロンスキアン表示

TWr = det (r.p, r.pぉ,'Pxx,・ ・ ・,'P(N-l)x) (2.12) 
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が両立条件となる線型固有値問題

{t;：：や

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

に定常解 u= -2p(x)，固有値入＝ゃ（朽）を代入して得られる微分方程式の解となっている．

3 Ca logero-Bogoyavlenski i-Sch iff方程式の楕円ソリトン解

3.1 双線型形式と楕円 1,2ソリトン解

CBS方程式 (2.1)において，変数変換

U=  -2凶(x)+ 2(logTtx (3.1) 

を考えると，双線型形式

{(D] -4DXDt -12炉(x)功） T．T = 0 (3.2) 

(D叫＋2几Dt-6Dz几ー6訓X)DyDx)T • T = 0 

が得られる．第一式はKdV方程式の双線型形式（2.9)と同じ式であり，直接的な計算により以下の楕

円1,2ソリトン解をもつことがわかる．（使用した関係式は付録 1に．）

町＝ 1+叱(2柘）e゚1

a(x+2k1 +2k叫
乃＝ 1+虹(2柘）砕＋虹(2朽）e゚2+ a12 使1+02 

o（叫a(2k1)a(2k叫

虹(k)= 
a(x + k) 
a(x)a(k) 

的＝（：岱：：：］） 2 
も＝ー2((kj)X十ゅ'(kj)t十らy+p(k])もz+砂0)

また楕円 2ソリトン解において，柘＝朽とすると a12= 0となり，図4のような V字型楕円ソリト

ン解が得られる．
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3
 

図3:楕円 2ソリトン解

(z = 0, k1 = 1,松＝1.3,£1 = 2,伍＝ー1)
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15 

(a) z = -4 (b) z = -2 

3
 

15 15 

(c) z = 0 (d) z = 2 

図4:V字型楕円ソリトン解の時間変化 (k1＝朽＝ 1,£1 = 2.5,伍＝ー2)
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3.2 楕円ソリトン解のロンスキアン表示

CBS方程式の双線型形式 (3.2)より，楕円ソリトン解のロンスキアン表示（以降，これをロンスキア

ン解という．）

{:; :Tw:::::r.p=xx叱（士k:)(eN=T1)x)

"/j = (（杞）x-心＇（朽）t ＋らy+ p(k心＋吟0)

(3.3) 

(3.4) 

をもつことが示されるただし，r.p=（や1,cp足..'約v)丁とし， KdV方程式の場合と同様に Lax形

式(2.2)が両立条件となる固有値方程式と時間発展方程式

{~::i'-P 
(3.5) 

に定常解 u= -2炉（x),固有値入＝炉(kj)を代入して得られる微分方程式

｛口t::ゅ］：k：：3：+32:((XX)):xJ—心'(x)幻 (3.6) 

の解となっている．ここで， KdV方程式も同時にみたす必要があるため第2式を追加している．これ
ー一 ― → 

より， Twr= ID, 1,..., N -11 = IN -11といった記法を用いると，

であり，

TWr=|斥コI (3.7) 

一―_OxTWr = IN -2, NI (3.8) 
ー一 ― •——. .一 ― •——· 

8合Wr= IN -3, N -l, NI+ IN -2, N + 11 (3.9) 
ー＿ →- -一―→--

心Wr= IN -4, N -2, N -l, NI+ 21N -3, N -l, N + 11 
—-_ 
+ IN -2, N + 21 (3.10) 
- - →-- ---―→--

如Wr= IN -4, N -2, N -l, NI -IN -3, N -l, N + 11 
------ --...,  " ------ --• 3 --~., " ------+ IN -2, N + 21-3g:i(x)IN -2, NI -~N切'(x)|N- 1| (3.11) 

2 

詞巧＋2DyDt-6DzDx -6叩）D凸）TWr• TWr 

= 3((I□ ,N -2, N -1, Nly+|了五 N+2ly)丙言I
ー（応可， N-2,N-1, N|+|炉五 N+21)1応土）

-3((|戸 ,N-1,Nly+|炉巧， N+lly)|炉巧， NI
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ー(|戸， N-l,N|+|炉互 N+11)1炉互 Nly)
---→--- ---→--- ---→-- -→  

-6(1Jv -2, Nlzllv -ii -IN -2, NIIN -ilz) 
—- •—- - - → -―--- •—- --- •—--

-12訓x)(I~, Nlyl~I -I~, Nll~ly) (3.12) 

となる．この式の右辺が0になることを示す．まず，行列式に対するJacobiの恒等式［5]（式の形に合

うよう少し変形している）

X Xn Xn+l 

~ X; 11 ~ :1 1-1 ~ ~ 11 ~窃＋1 =|A| a y1 釘 (3.13)
A y z 

X = (x1 四・・ •Xn-1), a= (a1四．．． an-1),A:(n-l)次正方行列

Y = (y2 Y3 ・・ • Yn)丁， z= (z2硲 •・・ 知）丁

を用いると，

ー一 ― →—ー· —一 ― →—ー· —一 ― →- .一 ― •——· 

IN -2, NlylN -11-IN -2, NIIN -lly 

四四X • • •四(N-2)x
仇ゆlx

四や3ぉ...四(N-2)x
釘四x

＝ー 四四x
： 

郊砂X... 砂 (N-2)x
cpN 郊 x

心lNx
やlNx

'P2Nx I+・・・ 

やNNx

となるただし，叫＝幻yであり，対称性より加が現れる項のみ考えている．ここで，

叫 叫x
四四X.•.四(N-2)x

~, l'P3 四x ・・・ 四(N-2)x
釘切x

|N -2|2 =.  • • , 1心＝四年
： ： ： ： 

砂やNx... 郊 (N-2)x

といった記法を新たに導入し，同様に他の項も計算すると，

成立 N|y成言|-|了百， N|成言1y
- - →-- ^ 

= -IN-212IN|ゅ+•.. 

- - →-- ---―→-- - - →-- - - →―― 

IN -2, NlzlN -11 -IN -2, NIIN -llz 
--- ^ 

＝一p(k1)IN-2l2IN|ゅ+...

'PN 'PNx 

|~,N+lly|~,N| ―|炉巧， N+lll炉巧， Nl y
一―→—- - - _ 

= -IN -2l2IN -2, N, N + 1|ゅ＋・・・

――→  ---→--- --―→  ---•——· 

IN -2, N + 2lvlN -11 -IN -2, N + 2IIN -llv 
ーー→ ·--•——· 

= -IN -2l2IN -1, N + 2|ゅ＋・・・

一―→-- -—•—- -—•—- - - _ 

IN -3, N -1, NlvlN -2, NI -IN -3, N -1, NIIN -2, Nlv 
一―→--

= -IN -3, Nl2IN|ゅ＋・・・

心lNx
ifJlNx 

や2Nx

'PNNx 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
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丙言， N-2,N-1, N|謡でii-I炉可， N-2, N -1, NI I炉万ly

＝ー丙言， N-2,N-112成1ゅ＋・・・

となる．また，cp]の条件式 (3.6)の第 1式cp]xx＝（ゅ（柘） ＋2p(x))cp1と列基本変形によって，

（jも=2e(k;)+2p(x)})戸 |2
（ゅ（松）＋2p(x)｝ や2 'P2x 四 (N-2)工
（p(k3) + 2p(x)四 'P3x や3(N-2)x

（ゅ(kり＋2p(x))cpN cp応 'PN(N-2)x 

'-P2 （p(k2) + 2ゅ(x))(()2x '-P2xx 四 (N-2)x

'P3 （炉(k3)+ 2炉(x))や3x や3xx 四 (N-2)x
＋ 

cpN （ゅ(k刈＋2p(x))'PNx 'PNxx やN(N-2)x

'P2 'P2x 四 (N-3)x ｛ ゅ（松）＋2炉(x)｝ 四 (N-2)x
t_p3 'P3x 四 (N-3)x p(k3) + 2p(x)f-fJ3(N-2)x 
＋ 

({)N 'PNx f-fJN(N-3)x （ゅ(k刈＋2p(x))砂 (N-2)x

<p2 'P2x 四 (N-4)x ｛ g:1(k2) + 2ゅ(x)｝ 四 (N-3)x 四 (N-2)x
(()3 'P3x 四 (N-4)x ゅ(kサ＋2ゅ（x)'P3(N-3)x 'P3(N-2)x 

l.f!N lfJNx 'PN(N-4)x （ゅ(k刈＋2ゅ(x))外 (N-3)x 'PN(N-2)x 

'-P2 'P2x 四 (N-3)x ｛ ゅ(k叫＋2p(x)｝ 'P2(N-2)x 
や3 'P3x 四 (N-3)x ゅ(k3)+ 2p(x)四（N-2)x

＋ ： 
'{)N i.pNx 'PN(N-3)x 似知） ＋2p(x))砂 (N-2)x

一―→-- - - _ 

= IN -4, N -l, N -212 + IN -3, Nl2 
ー一 ― •——. -一 ― •——· 

= -IN -4, N -2, N -112 + IN -3, Nl2 

(3.21) 

(3.22) 

となる．ちなみに，式変形ではi.f!Jxx= (p(kj) + 2ゅ(x))if!]の両辺を xで微分したものを用いており，

列基本変形と合わせると，行列式の微分と似た操作（各列に対して 1回ではなく 2回微分している）

になっていることがわかる．これまでの計算結果をまとめると，

(D図＋2DyDt-6DzDx -6叩(x)Dy几） TWr'TWr= Q 
ー＿→-—-一―→——·

⇔ 
-IN-1, N +2|ゅ+|N-2,N, N +l|ゆ

+ (2(N + 1)ゅ(x)+ 2ゅ(k1)十以(k叫＋・・・十ゅ(k刈）瓜心＝ 0 

となる．そして (3.22)と同じ操作により，

(2(N + 1)p(x) + 2ゅ(kリ＋p(k叫＋・・・＋以(kN))IN|心
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—- •—- --- →一

= IN-1, N +2|ゅ+|N-2,N +1, N|ゆ
- - →-- - - →--

= IN-1, N +2|ゅ-|N-2,N, N + 1|ゅ

となるため， TWrが双線型形式 (3.2)をみたすことがわかる．

3.3 楕円 N ソリトン解

今回得られた CBS方程式のロンスキアン解はKdV方程式のロンスキアン解 (2.13)と指数部以外

同じであり， Li,Zhangと同様の手順で楕円 N ソリトン解が求められる．具体的には，ロンスキアン

解（3.3)について， at=1, a;―=  (-1)Jとすると

巧＝（ら）］虹(e占）e―e心，｛咋｝心 E{l, -l}N 

からなるロンスキアンに分解できる．このとき，

とすると，

fe ：｛荘｝心 E{l, -1げから定まるロンスキアン

lr::I:{咋}f=lE {1, -1}刈こ含まれる 1の個数

N N 

TWr＝どLfe＝どf（n)
n=O lel=n n=O 

と表される．ただし， Llel=nfe = jCn) とおいたそして，

叫 x,t, y, z) := 
Twr(x+ど!1ki, t, y, z) 

賣（x+謬占t,y, z) 

とすると TNは双線型形式 (3.2)をみたし，

TN~ ｛四｝ぶど。l}N:し:rr2：ど言::]exp ［言µ，0,(x, t）＋区ど~N 凸µJAt]]
｛凸＝信：： ：］） 2 

化＝ー2((kj)X十p'(k1)t+らy+叫叫z+吟0)

となる．

4 おわりに

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

本論文では， Liと Zhangが提案した KdV,KP方程式において双線型形式から楕円ソリトン解を

求める方法を用いて CBS方程式の楕円 N ソリトン解を導出した．また，その楕円 N ソリトン解の

ロンスキアン表示についても証明を与えた． CBS方程式の特長の 1つである， v字型ソリトン解が同
様に楕円ソリトン解の場合も得られることも示した今後の課題としては， CBS階層［18]への拡張

や，中屋敷が行った頂点作用素を用いた構成方法 [13]を本研究にも適用することなどが挙げられる．
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その他にも， CBS方程式とは異なる方程式において同様に楕円ソリトン解を構成できるかどうかも考

えていきたい．

本研究はJSPS科研費JP22K03441,23K22407,日本学術振興会二国間交流事業JPJSBP120247414,

早稲田大学特定課題（研究基盤形成）の助成を受けたものです．

付録 1

Weierstrassのg;i,(, a関数について簡単に紹介する［21].g;i関数は楕円関数であり，股上一次独

立な複素数 W1,W2に対して

ゅ(z+ 2mw1 + 2n四） ＝p(z) (m, n E Z) 

が成り立つ．またふぴ関数は楕円関数ではないが，

く(z+ 2叫＝〈（z)+ 2く（叫

叩＋2w』=-exp[2(z + wぷ(wi)]u(z) 

が成り立ち，互いに

く(z)= (logcr(z))'= 
，が(z)

cr(z) 

p(z) = -('(z) 

といった関係式で結ばれる．またゅ，＜， 0 には多くの関係式が存在し，例えば

（西））2= 4p3(x) -92ゅ(x)-g3 

び(x-y)cr(x+ y) 
叩）一ゅ(y)=― 庄(x)庄(y)

1ゅ'(x)-p'(y) 
く(x+ y) -((x) -((y) =ー＝叫x)

2ゅ（x)一p(y)

p(x + y) + p(x) +ゅ（y)=（以］□ ：’し）2
((x) + ((y) + ((z) -((x + y + z) = 

cr(x + y)cr(y + z)cr(z＋叫
び(x)ぴ(y)cr(z)cr(x+y+z)

(4.1) 

(4.2a) 

(4.2b) 
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といったものがある．ただし， 92= 60 I:wEfl'土，仰＝ 140I:wEfl'~とする．
最後に，楕円 1,2ソリトン解を直接的な計算で示した際に使用した関係式を挙げる． PJ= 

叱(2朽）砂， 0J= -2((K])x十ゅ'(K])t+ 0例に対して，

―¢'(KJ・) 
PJぉ＝叩＋朽）一ゅ(KJ)朽

Pixx = 2TJk(x)pjx 

P丘口＝ （6p(x) + 2p(x十柘） ＋4p（柘））p吐

（ゅ(x+2朽）一iP(X))Pj = (T/k; (X十柘）一T/k;(X)) Pi X 
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が成り立つ［9].また，楕円 2ソリトン解の計算においては，

ゅ(b)一p(a)=（＜（入）＋((a)＋((b)ーく（入＋a+b)）（く（入＋a）一く(a)一〈（入＋b)＋く(b))

ー a(x)a(x+a+b+c)a(a)a(b-c) 

= a(x + b)a(x +a+ c)a(c)a(a + b) -a(x + c)a(x +a+ b)a(b)a(a + c) 

も有用であった
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