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Abstract

重力を記述する理論としてEinstein-Hilbert作用を採用した一般相対論は多くの観測結果
と整合する結果を残している。しかしながら、この作用を変更し、より正確な重力理論を
得ることができるのではないかという試みが、主に二つの動機からなされている。一つ
は、一般相対論が量子重力理論の低エネルギー有効理論であり、考える物理現象のエネル
ギーのスケールを上昇させることによって、低エネルギーの領域では考える必要のなかっ
た高階微分項等の項が量子補正として現れることが期待されるという動機である。もう一
つは、ダークエネルギーの候補を始めとする現在の宇宙論における未解決問題を解決する
方法として重力の作用を変更することを候補とするという動機である。一般相対論の観測
と整合する部分に影響を与えないまま未解決問題に対して影響を与えるように重力の作
用を変更することが可能であれば、それをもって宇宙論の問題に対する解答とすることが
できる。真の重力を一つに断定することは困難であり、現在重力理論の修正の仕方として
様々な候補が挙げられている。それらの候補のいずれが真の重力理論かを決定することが
現時点で不可能であっても、各々の理論の性質を調べることは、今後真の重力理論探索す
るに当たって有益である。
本研究においては二つの観点から既存の重力理論の性質を調べる。第 1章でイントロ

ダクションを行い、第 2章で本研究に登場するいくつかの修正重力理論を紹介する。第 3
章では、、重力を修正する一つ目の動機である、古典的な重力理論は量子重力理論の低エ
ネルギー有効理論であるという観点から、特にEinstein-Gauss-Bonnet重力について調べ
る。ブラックホールの熱力学的性質は重力の量子性に端を発しているという予想がなさ
れており、その帰結として、物質のエントロピーがその物質の占める領域の面積によって
上限を与えられるという予想がいくつかの形で提唱されている。そのような予想のうち、
Bousso[1]は、一般共変性を指導原理として、重力の理論が満たすべき性質としてBousso
boundと呼ばれる物質のエントロピーの上限の仕方を定式化した。Bousso boundはD次
元時空において 面積 A を持つD− 2次元超曲面から内向きに発せられる測地線によって
構成されたD − 1次元光的超曲面上に分布する物質のエントロピーが、A/4 を上限とす
ると主張している。この主張には完全な証明は与えられていないがいくつかの条件を課し
た上での証明は与えられており、量子重力の有効理論として 重力理論が満たすと予想さ
れる性質の一つである。本研究ではEinstein-Gauss-Bonnet重力におけるブラックホール
エントロピーの形を一つ仮定し、そのエントロピーについて、一般相対論で与えられたの
と同じBousso boundの証明を満たすことおよびGeneralized second lawというブラック
ホールエントロピーが満たすべき性質を満たすことを示した。また、第 4章においては、
二つ目の動機に関連して、宇宙論的背景で重力の変更により観測可能な量の受ける変化
を調べるという観点から、重力波による観測可能な現象としてメモリー効果に注目した。
メモリー効果とは重力波の伝搬によって、二つの観測者の距離が瞬時かつ永久に変化する
という効果である。本研究においては、Wald and Tolish[2]による宇宙論的な背景におけ
るメモリー効果の研究を Scalar-Tensor理論に応用し、スカラー場と重力が結合した場合
においてメモリー効果を宇宙論的な背景で計算する方法を与えた。
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Chapter 1

Introduction

一般相対論は、その予言が既存の観測結果と整合しており、そのため重力の標準理論とし
て受け入れられている。一方、いくつかの動機によって、一般相対論の作用を修正し、新
たな重力の理論を考える試みがなされている [3]。
動機の一つに、一般相対論がより高エネルギーな理論に対する有効理論と捉えること

が自然であることが挙げられる。つまり、初期宇宙などの高エネルギーの系においても重
力を記述可能な理論が存在すると仮定し、その理論の低エネルギー有効理論が一般相対論
になっているという主張である。一般相対論が整合している観測結果は、現在観測可能な
程度のエネルギースケールに属する現象であり、初期宇宙などの高エネルギーの領域を記
述する系ではその整合性は保証されていない。それのみならず、高エネルギーの系におけ
る重力を記述する理論として一般相対論を受け入れることは妥当ではないと思われる。
その理由の一つに、重力が他の力と同様に量子化されることが予想されていることが

挙げられる。重力がどのような形で量子化されるのかは未解決の問題であり、多くの候補
が挙げられている [4][5][6][7][8]。しかし、少なくとも整合性のある量子重力の理論は高エ
ネルギーの系に対しても適応可能な理論であることが求められる。一方で一般相対論は繰
り込み不可能な理論であり、紫外発散を除去できない。よって、高エネルギーの領域を記
述する理論として一般相対論をそのまま使うことはふさわしくない。一般相対論の作用を
修正することで、重力の量子効果を取り入れた新たな有効模型を構築し、初期宇宙などの
高エネルギー、強重力の系における現象を解析する試みがなされている。
別の動機として、重力を修正することによって現在知られている宇宙論の未解決問題

を解決しようとすることが挙げられる [9]。解決が望まれる問題の例として宇宙の加速膨
張がある。宇宙の加速膨張を説明する機構としてダークエネルギーが導入されているが、
いかにしてダークエネルギーを導入するかは明らかではない。一つの手法として、一般相
対論における宇宙定数をダークエネルギーとして採用する Λ-CDM model があるが、こ
の手法にはいくつかの問題点が指摘されている。第一に、宇宙膨張を再現するためには真
空のエネルギー密度は 10−47GeV 4程度であることが要請されるが、この値は場の量子論
による真空のエネルギーの値 1074GeV 4と乖離している [10]。第二に、現在における宇宙
定数のエネルギーと物質のエネルギーの値はほぼ同じオーダーである。物質のエネルギー
密度が時間により変化する一方で宇宙定数のエネルギーは一定であり、これら二つの値が
現在において一致するには宇宙初期におけるパラメータの fine-tuningが要請される。こ
れらの問題から、Λ-CDM modelはダークエネルギーの問題に関する最終的な解決策では
なく、他の方法を考えることには有効性がある。その方法の一つとして重力の理論を修正
することが挙げられる。重力の作用を修正することで宇宙定数の代わりとなる新たな項を
運動方程式に追加することができる。
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上記の問題意識をはじめとする一般相対論による重力の記述の不完全性を補完するた
め、数多くの修正重力理論が提唱されている。しかしながら、それらのうちどれが重力を
記述する最もふさわしい理論であるかは現在明らかではない。その理由の一端に、一般相
対論の破綻が顕著になると予想される高エネルギー、強重力の系での観測によってのみで
は、一つの修正重力理論及びそのパラメータを観測と整合する重力の理論として一意に
定めることはできないことが挙げられる。修正重力の動機において述べたように、重力を
真に記述する理論とは量子重力理論などの高エネルギーの重力理論の有効作用として導
かれ、強重力系に適用可能な理論である。したがって真の重力理論は各エネルギーの段階
においては高エネルギーの理論から一意に定まるはずである。したがって、複数の修正重
力理論が観測による制限を生き残っているとき、それらの理論のうちどれが最も高エネル
ギーの理論から得られる有効理論としてふさわしいか議論する方法があれば、観測技術の
発展によりさらなる制限以外の方法で重力理論に制限をかけることができる。
量子重力理論から有効理論として導かれる重力理論が満たすべき性質を求めることが

できれば、それを用いてふさわしくない理論を除外することができると期待される。この
ようなふさわしくない理論を取り除く手法は、仮に量子重力理論とそこから低エネルギー
有効理論を求める方法が定まっていれば必要ない。しかし、現在量子重力理論の構築に成
功しておらず、また未来においてそれらが成立するかが明らかでない以上、代替手法や、
より効率よく真の重力理論の探究を行う方法としてこのようなふるい落としを行うこと
は有効であると考えられる。
このアプローチで修正重力を見つけるにあたって、私は重力の持つ性質や現象が、理

論の変更によってどのように変化するか、あるいはそれらの現象や性質のどの部分が変化
しないのか把握することが重要であると考えた。一般相対論で成立する重力の性質や現象
が、ある特定の修正重力理論を考えたときに変化するとき、その変化が、高エネルギーの
理論から得られる重力理論としてふさわしくないものであれば、その修正重力理論は真の
重力理論の候補から外すことが可能であり、逆に真の重力理論としてふさわしいものであ
ればその理論を有力な候補としてみなし、重点的に解析を行うことが可能である。
どのような性質を持っていれば真の重力理論としてふさわしいかを完全に確信を持っ

て定めることは困難である。しかしながら、一般相対論で確認されている性質や現象のう
ち、その起源が重力の量子性に期待されるものや、量子重力の理論的性質と関連するもの
は、量子重力の有効理論として現れる修正重力理論にも受け継がれていくのではないかと
期待できる。本研究ではこのような側面を持つ重力理論の二つのトピックについて、一般
相対論を超えた理論による解析を行い、作用の変更によって扱うトピックがいかに変化し
たかを調べる。
一つ目のトピックはブラックホールの熱力学的性質である。このトピックは重力を修

正する一つ目の動機である量子重力の有効理論としての重力理論の側面に関連している。
ブラックホールの持つ特異な性質に、その面積がいかなる物理過程でも減少しないという
ものがある [11]。この減少しないという特異な性質は、熱力学における孤立系のエントロ
ピーと同じであり、ブラックホールの性質をよく研究された熱力学と類推して調べること
が試みられた。それらの試みの一つに、Hawkingら [12]によるブラックホール第一法則
の発見がある。Hawkingらは、ブラックホールを持つ時空の持つ二つの保存量である時空
の質量M 及び角運動量 J の、計量の変分 δgabに伴う変化量 δM 及び δJ がブラックホー
ルの面積の変化量 δAと

δM =
κ

8π
δA+ ΩδJ (1.0.1)

の形で結びついていることを指摘した。ここで κはブラックホールの表面重力、Ω は角速
度である。(1.0.1)はブラックホールの持つ保存量及び面積の変化量が相互に関連している
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ことを示している。最初の予想通りブラックホールの面積Aが熱力学の系におけるエン
トロピーに対応し、時空の質量M が内部エネルギーに対応していると考えれば、(1.0.1)
は熱力学の第一法則におけるエントロピーと内部エネルギーの関係式に対応していると
いえる。この対応関係の発見によってブラックホールが熱力学的性質を持つことはより強
く信じられるようになった。
ブラックホールの熱力学的性質がどこからくるのかはまだ分かっていないが、その起

源を量子重力に求められるのではないかと期待されている。ブラックホールが熱力学的物
体であるならば、黒体輻射を行うことが期待されるが、古典的にはこのような輻射は発見
されなかった。しかしHawking[13]は量子効果を一部取り入れた解析を行い、このような
輻射が存在することを発見した。したがってブラックホールの熱力学的性質を完全に記述
するためには量子性を取り入れる必要がある。これがブラックホールの熱力学的性質の起
源を量子重力に求める第一の理由である。第二の理由として、ブラックホールのエントロ
ピーが面積のみで決定されるという特異な性質がある。通常の熱力学系における物質の
エントロピーはその系の体積に比例する。一方でブラックホールのエントロピーはその面
積のみに比例している。エントロピーはその系のとりうる量子状態の対数で与えられる。
もし量子重力が 3+1次元の理論でなく、2+1次元の理論であるならば、ブラックホール
のエントロピーが面積という二次元の量で与えられることは自然である。このような、理
論の実際の自由度が、理論を考える時空の自由度より一つ小さいことをホログラフィーと
いう。ホログラフィーは量子重力に予想される性質の一つであり、ブラックホールの熱力
学的性質が重力の量子性を起源とする根拠となっている。
二つ目のトピックは重力波のメモリー効果である。メモリー効果とは重力波の現象の

一つであり、重力の伝搬によって２つの観測者の位置が瞬時かつ永久に変化する効果であ
る。メモリー効果は Zel’dovichとPonarev[14]らによって最初にその存在を提唱され、そ
の後Christodoulou[15]によって、Einstein方程式の非線形性がさらなるメモリー効果を導
くことが示された。メモリー効果は複数の意味で興味深い対象である。第一に、メモリー
効果は観測可能な効果であるということである [16][17][18]。第二に、メモリー効果は重力
に関連する他のトピックと深く関連していることが知られている。漸近平坦な時空におい
て、メモリー効果は無限遠近傍における計量の変化によって表すことができるが、その計
量の変化は、時空の漸近平坦性を保つ変化であることが知られている [19]。このような変
換を漸近対称性 [20]とよぶ。従ってメモリー効果と漸近対称性は等価である。また、この
漸近対称性は、Soft-theoremと呼ばれる重力子の散乱振幅 [21]における関係式と等価であ
ることが知られている [22]。Soft theoremは、極めてエネルの低い重力子 (soft graviton)
を含む散乱過程を考えるとき、重力子が存在することによる散乱振幅への寄与が、散乱過
程に関連するその他の粒子の寄与と分離できることを主張する定理である。理論の持つ対
称性として漸近対称性を許した場合、漸近ギー対称性に関するWard-Takahashi恒等式が
Soft-theoremと等価であることが知られている。従って漸近対称性を通じてメモリー効果
と Soft-theoremは関連しており、重力波による観測可能な現象を通じて重力子の散乱に
関する性質をチェックできる可能性がある。
本論文は以下のように構成される。第三章は発表済みの論文 [30]に基づく。ブラック

ホール熱力学を一般相対論から別の理論に拡張する手法であるWald entropyを説明し、量
子重力から導かれる重力理論に望む性質としてBousso boundを説明する。そして、Gauss-
Bonnet重力におけるブラックホールエントロピーの定式化と、それを用いたBousso bound
の証明を行う。第四章は発表済みの論文 [53]に基づく。宇宙論的な背景におけるメモリー
効果の解析を行う。第五章では結果をまとめ、進展について議論する。





Chapter 2

修正重力理論

この章では後の章に登場する修正重力の理論について簡単に説明する。

2.1 The scalar-tensor theory

線形運動項を持ち、高階微分項を持たないスカラーテンソル理論を最初に紹介する。物質
場が直接メトリックに結合する Jordanフレームでの作用は

SJ[g̃, ϕ, ψ] =

∫
d4x
√

−g̃
[
M2

Pl

2
F (ϕ)R̃

− 1

2
K̃(ϕ)g̃µν∂µϕ∂νϕ− Ṽ (ϕ)

]
+ Sm[g̃, ψ] (2.1.1)

で与えられる。ここで MPl = (8πG)−1/2 は縮小プランク質量, R̃ は Jordanフレームにお
けるリッチスカラー, F , K̃ そして Ṽ はそれぞれスカラー場の関数 であり、Sm は物質場
の作用で、 ψ は 考慮されている 全ての物質場と粒子を網羅して表している。 (2.1.1) は
作用の重力に関する部分で、Jordan フレームにおけるメトリック g̃µν とスカラー場 ϕで
構成される。

gµν を Einsteinフレームにおけるメトリックとする共形変換、

g̃µν = F (ϕ)−1gµν , (2.1.2)

によって Einsteinフレームにおける作用は

SE[g, φ, ψ] =

∫
d4x

√
−g
[
M2

Pl

2
R

− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
+ Sm[g̃, ψ] (2.1.3)

となる。ここで

φ ≡
∫ √

K(ϕ) dϕ, K ≡ K̃

F
+

3

2
M2

Pl

(
F,ϕ
F

)2

, V ≡ Ṽ

F 2
(2.1.4)

と定義する。(2.1.3)における g̃は (2.1.2)であり、 ϕ は φの関数である。

11
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等価であるはずの二つの作用 (2.1.1) と (2.1.3)を比べると、gµν に対する作用と g̃µν
に対する作用が異なっていることがわかる. この差異は物質場のカップリングが異なる
ことからくる。すなわち、Jordan flameにおいては物質場は g̃µν にのみ結合しているが、
Einstein flameにおいては gµν と φ にも結合している。 よく知られているように、これ
こそが一般相対論におけるEinstein-Hibert Actionと同じ作用であらわされているにもか
かわらずスカラーテンソル理論が修正重力の一種だと考えられている理由である。
計算を容易にするため、全ての計算をEinstein flameで行い、最終的にJordanフレーム

での量に変換する。 JordanフレームとEinsteinフレームにおける変換の詳細は Appendix
2.2に示す。 アインシュタイン方程式は作用 (2.1.3) の gµν に関する変分をとることで導
き出せて

M2
PlGµν = T (φ)

µν + T (m)
µν ; T (m)

µν =
−2√
−g

δSm

δgµν
(2.1.5)

となる。ここでGµν はEinsteinテンソルであり、T (m)
µν は物質場のエネルギー運動量テン

ソル ( Appendix 2.3参照)。スカラー場のエネルギー運動量テンソルは

T (φ)
µν = ∂µφ∂νφ− gµν

[
1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ)

]
(2.1.6)

で与えられる。作用 (2.1.3) の φに関する変分をとることで

□φ− V,φ =
F,φ
2F

T (m) ; T (m) = gαβT
(m)
αβ (2.1.7)

を得る。
物質場のソースとして二種類のものを考える。一つは宇宙のエネルギー密度を生み出

す完全流体であり、もう一方は重力波を生み出す理想的なソースとして導入される、単一
粒子と同じ作用を持ったソースである。物質場のエネルギー運動量テンソルは二つの部分

T (m)
µν = T (F)

µν + T (P)
µν (2.1.8)

に分離することができる。物質場の保存則から

∇µT
(F)µ

ν = −F,φ
2F

T (F)∇νφ , (2.1.9)

∇µT
(P)µ

ν = −F,φ
2F

T (P)∇νφ . (2.1.10)

が得られる。完全流体のエネルギー運動量テンソルは
T (F)
µν = (ρ+ p)UµUν + p gµν , (2.1.11)

ρと pはそれぞれEinsteinフレームにおけるエネルギー密度と圧力、Uµ は gµνUµUν = −1
で規格化された四次元運動量である。
粒子のエネルギー運動量テンソルは

T (P)
µν =

∑
l,in

T (M,l)
µν +

∑
n,in

T (N,n)
µν

+
∑
l′,out

T (M,l′)
µν +

∑
n′,out

T (N,n′)
µν (2.1.12)
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であり、上つきの添字M とN は それぞれmassiveとmasslessの粒子を表し、
T (M,in)
µν = muµuνδ

(3)(x− z(t))
1√
−g

dτ

dt
Θ(−t) , (2.1.13)

T (N,in)
µν = kµkνδ

(3)(x− y(t))
1√
−g

edλ

dt
Θ(−t) , (2.1.14)

である。 uµ = dxµ

dτ
は massive な粒子の四次元運動量で、 kµ = dxµ

edλ
はmassless particles

の四次元運動量。また、 τ は proper time で tは粒子の局所的な時間座標であり、重力
波が発生するイベントである粒子同士の衝突の時刻が t = 0となるようにとられている。
“in” のラベルは粒子が過去向きのLight cone t < 0 中のものであることをしめし、 “out”
は 粒子が未来向きの Light cone t > 0中のものであることを示す。従って、outのエネル
ギー運動量テンソルは Eqs. (2.1.13) および (2.1.14)において Θ(−t) と Θ(t)を入れ替え
たものと同じである。

2.1.1 Background equations

(2.1.3)によって表される背景の重力場の配位について,空間的に平坦なFLRWメトリック
と一様なスカラー場

ds2 = ḡµνdx
µdxν

= −N̄(τ)2dτ 2 + a(τ)2δijdx
idxj , φ̄ = φ̄(τ) , (2.1.15)

を考える。ここで N̄ と a は lapseと scale factor。また、バーのついた量は τ にのみ依存
するそれぞれの背景場の量を表す。
物質場における完全流体については、一様で等方な配位を考える。すなわち、

T̄ (F)
µν = (ρ̄+ p̄) ŪµŪν + p̄ ḡµν ; Ū0 = −N̄ , Ūi = 0 . (2.1.16)

物質場における単一粒子の形をしたソースは背景場ではノンゼロの値を持たず、摂動の段
階でのみ現れる。
背景場に関するアインシュタイン方程式 Eqs. (2.1.5) は Friedmann方程式、

3M2
PlH

2 = ρ̄+ ρ̄φ , (2.1.17)

−M2
Pl

(
2Ḣ + 3H2

)
= p̄+ p̄φ , (2.1.18)

を導く。ここでドット ·は cosmic timeに関する微分 d/(N̄dτ)であり、H = ȧ/a はハップ
ルパラメータである。 背景場におけるスカラー場のエネルギー密度と圧力は

ρ̄φ =
1

2
˙̄φ2 + V̄ , p̄φ =

1

2
˙̄φ2 − V̄ (2.1.19)

で与えられる。
スカラー場 (2.1.7) の運動方程式は

¨̄φ+ 3H ˙̄φ+ V̄,φ =
F̄,φ
2F̄

(
1− 3w

)
ρ̄ (2.1.20)

であり、完全流体に関する保存則は (2.1.9)

˙̄ρ+ 3H(1 + w)ρ̄ = − F̄,φ
2F̄

(
1− 3w

)
ρ̄ ˙̄φ (2.1.21)

である。ここで状態方程式のパラメータをw ≡ p̄/ρ̄とおいた。単粒子に似たソース (2.1.10)
に対する保存則は背景場のレベルでは自明に成立する。
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2.2 Jordan frame vs. Einstein frame

この節では、Jordanフレームにおけるスカラーテンソル理論の作用から始める。このと
き、物質はメトリックに直接結合される。共形変換を行い、Einsteinフレームでの対応す
る作用を書き下す。そうして得られた作用を本研究の作用として用いる。この作業は非常
によく知られている (例えば、[23, 24, 25, 26, 27] とその引用を参照）。ここでは論文の自
己完結性を保つために紹介する。

2.2.1 Jordan frame

Jordanフレーム作用全体は物質はメトリックに直接結合され、
SJ[g̃, ϕ, ψ] = Sg[g̃, ϕ] + Sm[g̃, ψ] ; r (2.2.1)

Sg[g̃, ϕ] = SF,R̃[g̃, ϕ] + Sϕ[g̃, ϕ] . (2.2.2)

を得る。ここで、g̃µν と ϕは Jordanフレームにおける重力セクターの力学変数であるの
メトリックとスカラー場であり、ψは考察中のシステムに存在するすべての場と粒子をま
とめて表している。作用の重力の部分は

SF,R̃[g̃, ϕ] =
M2

Pl

2

∫
d4x
√
−g̃F (ϕ)R̃ , (2.2.3)

Sϕ[g̃, ϕ] = −
∫
d4x
√
−g̃
[
1

2
K̃(ϕ)g̃µν∂µϕ∂νϕ+ Ṽ (ϕ)

]
(2.2.4)

によって定義され、ここで MPl = (8πG)−1/2 は縮小プランク質量, R̃ は Jordanフレーム
におけるリッチスカラー, F , K̃ そして Ṽ はそれぞれスカラー場の関数であり、物質場の
作用は

Sm[g̃, ψ] =

∫
d4x
√

−g̃Lm(g̃αβ, ψ) (2.2.5)

であり、Lmは物質場のラグランジアン密度である。
(2.2.1)の作用をメトリックに関して変分をとり、関係式

δg̃SF,R̃[g̃, ϕ] =
M2

Pl

2

∫
d4x
√

−g̃
[
F (ϕ)G̃µν + g̃µν□̃F − ∇̃µ∇̃νF

]
δg̃µν (2.2.6)

を用いると、Einstein方程式
M2

PlF (ϕ)G̃µν = T̃ (ϕ)
µν +M2

Pl∇̃µ∇̃νF −M2
Plg̃µν□̃F + T̃ (m)

µν (2.2.7)

を得る。ここで、

T̃ (ϕ)
µν =

−2√
−g̃

δSϕ
δg̃µν

= K̃(ϕ)∂µϕ∂νϕ− g̃µν

[
1

2
K̃(ϕ)g̃αβ∂αϕ∂βϕ+ Ṽ (ϕ)

]
, (2.2.8)

T̃ (m)
µν =

−2√
−g̃

δSm

δg̃µν
. (2.2.9)
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(2.2.1)を ϕに関して変分すると

δϕSJ[g̃, ϕ, ψ] = δϕSg[g̃, ϕ]

=

[
K̃(ϕ)□̃ϕ+

K̃,ϕ

2
g̃αβ∂αϕ∂βϕ− Ṽ,ϕ +

M2
Pl

2
F,ϕR̃

]
δϕ = 0 (2.2.10)

を得る。ここで物質場の作用 Sm[g̃, ψ]は Jordanフレームにおけるスカラー場 ϕとは独立
であることを用いた。また、物質場の保存則は

∇̃µT̃
(m)µ

ν = 0 (2.2.11)

である。

2.2.2 Einstein frame

以下の共形変換
g̃µν = F (ϕ)−1gµν (2.2.12)

により、Einsteinフレームに移行することができる。ここで gµνはEinsteinフレームにお
けるメトリックである。したがって

g̃µν = F gµν ,
√

−g̃ = F−2
√
−g ,

R̃ = F

[
R + 3

F,ϕ
F
g̃µν∇µ∇νϕ+ 3g̃µν∂µϕ∂νϕ

(
F,ϕϕ
F

− 3

2

F 2
,ϕ

F 2

)]
.

ここでRは gµνに伴うリッチスカラーである。Einstein フレームにおける重力の作用は

Sg[g, ϕ] =

∫
d4x

√
−g
[
M2

Pl

2
R− 1

2
K(ϕ)gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
の形をとる。ここで

K ≡ K̃

F
+

3

2
M2

Pl

(
F,ϕ
F

)2

, V ≡ Ṽ

F 2
(2.2.13)

と定義した。スカラー場を
φ =

∫ √
K(ϕ) dϕ (2.2.14)

と再定義すると、スカラー場の運動項は Einsteinフレームにおいて正準な形の作用

SE[g, φ, ψ] =

∫
d4x

√
−g
[
M2

Pl

2
R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
+ Sm[g̃, ψ]. (2.2.15)

を持つ。ここで g̃は (2.2.12)によって与えられ、ϕは φの関数である。
物質場が存在しない場合、(2.2.1) と (2.2.15) の二つの作用は古典的には完全に等価で

ある。物質の作用は Einsteinフレームにおいてはスカラー場 ϕに依存するが、Jordanフ
レームにおいてはスカラー場φに依存しない。この点がスカラーテンソル理論が一般相対
論に物資場を加えたのみだけではなく、修正重力の一種だと考えられている理由である。
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Einsteinフレームのアインシュタイン方程式は作用 (2.2.15) の gµν に関する変分をと
ることで導き出せて

M2
PlGµν = T (φ)

µν + T (m)
µν (2.2.16)

を得る。ここで、

T (φ)
µν = ∂µφ∂νφ− gµν

[
1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ)

]
, (2.2.17)

T (m)
µν =

−2√
−g

δSm

δgµν
. (2.2.18)

スカラー場に関する変分をとるときに、Sm のスカラー場への依存性を考慮する必要
がある。しかし、スカラー場への依存は共形変換 (2.2.12)によってもたらされるだけなの
で、チェーンルールを使えばよい。そして、スカラー場φに対する作用 (2.2.15)の変分を
とると、スカラー場の運動方程式

□φ− V,φ =
F,φ
2F

T (m) (2.2.19)

を得る。ここで、T (m) = gαβT
(m)
αβ は Einsteinフレームのエネルギー運動量テンソルのト

レース。
さらに、ビアンキ恒等式から∇µG

µ
ν = 0が導き出され、これより∇µ

(
T (φ)µ

ν+T
(m)µ

ν

)
=

0がわかる。スカラー場のエネルギー運動量テンソルの具体形 (2.2.17)より、∇µT
(φ)µ

ν =
−
(
□φ− V,φ

)
∇νφが導かれ、これに Eq. (2.2.19)を用いると

∇µT
(m)µ

ν = −F,φ
2F

T (m)∇νφ (2.2.20)

が導かれる。
ここで、我々は物質場の形を仮定しておらずこの節の全ての結果はあらゆるタイプの

物質場に適応できることに注意する。また、物質のエネルギー運動量テンソルに異なる寄
与が与えられた場合は、それぞれの寄与に対して個別に保存則が成立することにも注意
する。

2.3 Matter energy-momentum tensor in different frames

前節では一般の物質場を議論したが、この節では完全流体と相対論的粒子という二つの
異なる物質のソースについてより詳細に議論する。これらの物質場のソースについて、
Jordanフレームと Einsteinフレームにおける量の関係性を導く。

Eq. (2.2.12)を用いると、Eq. (2.2.18)で定義されたEinsteinフレームにおけるエネル
ギー運動量テンソル T

(m)
µν

T (m)
µν

(
g, φ, ψ

)
=

1

F (φ)
T̃ (m)
µν

(
g̃, ψ

)
, (2.3.1)

T̃ (m)
µν = − 2√

−g̃
δ(
√
−g̃Lm)

δg̃µν
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を得る。ここで T̃
(m)
µν は Eq. (2.2.9)で与えられる Jordanフレームにおけるエネルギー運

動量テンソル。この関係式は全ての種類の物質場について成立する。
次の小節において、完全流体及び相対論的粒子と同じ形を持つソースという特別なケー

スについて個別に議論する。

2.3.1 完全流体
Jordanフレームでは、完全流体のエネルギー運動量テンソル T̃

(F)
µν は

T̃ (F)
µν

(
g̃, Ũ

)
= (ρ̃+ p̃)ŨµŨν + p̃ g̃µν , (2.3.2)

g̃µνŨµŨν = −1

で与えられる。ここで、Ũµ, ρ̃, そして p̃はそれぞれ Jordanフレームにおける四次元運動
量、エネルギー密度、圧力である。
また、Einsteinフレームでは、

T (F)
µν

(
g, U

)
= (ρ+ p)UµUν + p gµν , (2.3.3)

gµνUµUν = −1

が成立する。ここで Uµ, ρ, そして p はそれぞれEinsteinフレームにおける四次元運動量、
エネルギー密度、圧力である。
二つのフレーム間の関係式を見つけるために、四次元運動量の規格化 Eqs. (2.3.2) 及

び (2.3.3) が

Uµ ≡
√
F Ũµ . (2.3.4)

であることに注意する。この結果と (2.3.1)を用いると
ρ = F−2 , ρ̃ p = F−2 p̃ (2.3.5)

を得る。

2.3.2 Massive and massless particles

粒子のエネルギー運動量テンソルについては、我々の知る限り、JordanフレームとEinstein
フレームにおける物理量の関係はまだ完全に導出されていない。そこで、ここではその詳
細について述べる。我々は、共形変換のもとで不変な相対論的粒子の作用から出発する。
したがって、共形変換の前と後の物理量の関係を系統的に求めることができる。

Jordanフレームでは、相対論的粒子の作用は

S
(P )
J =

1

2

∫
dλ̃

[
1

ẽ

(
g̃αβ

dxα

dλ̃

dxβ

dλ̃

)
− ẽ m̃2

]
(2.3.6)

で与えられる。ここで m̃ は粒子の質量であり、λ̃は曲線のパラメータで、ẽ は補助場で
ある。
最初に m̃ ̸= 0の場合について考える。この場合、ẽ の解は運動方程式から

ẽ =
1

m̃

√
−g̃αβ

dxα

dλ̃

dxβ

dλ̃
(2.3.7)
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と得られる。この結果を作用 (2.3.6)に代入すると、massive粒子に対する作用

S
(M)
J = −m̃

∫
dλ̃

√
−g̃αβ

dxα

dλ̃

dxβ

dλ̃
. (2.3.8)

を得る。massive粒子に関してはパラメータ λ̃は単に固有時間を τ̃ にとる。
massless(null)粒子 m̃ = 0,に関しては、作用 (2.3.6)は

S
(N)
J =

1

2

∫
dλ̃

1

ẽ

(
g̃αβ

dxα

dλ̃

dxβ

dλ̃

)
. (2.3.9)

となる。massive粒子の場合と違って、補助場 ẽは運動方程式で解が定まらない。一方で、
ẽに関する運動方程式はHamiltonian constraint

g̃αβ
dxα

dλ̃

dxβ

dλ̃
= 0 . (2.3.10)

を与える。このとき曲線のパラメータ λ̃をアフィンパラメータに選ぶことができる。し
かしながら、ẽを表式に残し、ẽdλ̃をアフィンパラメータとして扱うこととする。この場
合、ẽの自由度を残すことによって、 ẽdλ̃という曲線のパラメータを変化させる自由度を
残すことができる。

Eisnteinフレームにおいては、作用は

S
(P )
E =

1

2

∫
dλ

[
1

e

(
gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ

)
− em2

]
(2.3.11)

で与えられる。ここでmは相対論粒子の Einsteinフレームにおける質量を表す。
作用 (2.3.6) 及び (2.3.11)の右辺第一項に注目し、共形変換 (2.2.12)を行うと

ẽ dλ̃ = F−1 e dλ . (2.3.12)

を得る。この結果を用い、また作用 (2.3.6) 及び (2.3.11)の第二項を比較すると、Einstein
フレームと Jordanフレームにおける粒子の質量の関係

m̃ =
√
F m . (2.3.13)

を得る。
massive粒子の場合、ẽが運動方程式 (2.3.7)で固定されており、曲線のパラメータを

massive粒子の固有時間 λ̃ = τ̃ に選ぶことができる。すると、Eqs. (2.3.7) 及び (2.3.12)
から

ẽ =
e√
F
, dτ̃ =

dτ√
F
; e =

1

m

√
−gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
. (2.3.14)

を得る。最後に、作用 (2.3.8) 及び (2.3.9)を g̃µνに関して変分をとると、

T̃ (M)
µν = m̃ũµũν

1√
−g̃

dτ̃

dt
δ(3)(x− z(t)) , (2.3.15)

T̃ (N)
µν = k̃µk̃ν

1√
−g̃

ẽdλ̃

dt
δ(3)(x− y(t)) (2.3.16)
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を得る。ここで、 ũµ = dxµ

dτ̃
は Jordanフレームにおけるmassive粒子の四次元運動量であ

り、k̃µ = dxµ

ẽdλ̃
は Jordanフレームにおけるmassless粒子の四次元運動量である。

Einsteinフレームにおいては、

T (M)
µν = muµuν

1√
−g

dτ

dt
δ(3)(x− z(t)) , (2.3.17)

T (N)
µν = kµkν

1√
−g

edλ

dt
δ(3)(x− y(t)) (2.3.18)

を得る。ここで、uµ = dxµ

dτ
はEinsteinフレームにおけるmassive粒子の四次元運動量で、

kµ = dxµ

edλ
は Einsteinフレームにおけるmassless粒子の四次元運動量である。

massive粒子においては、(2.3.14)の結果を用いて

ũµ =
√
Fuµ , ũµ =

uµ√
F

(2.3.19)

であり、massless粒子では

k̃µ = F kµ , k̃µ = kµ (2.3.20)

である。本節ではこれらの結果を作用から導き出した。しかし、測地線方程式を見ると、
運動方程式のレベルでアフィンパラメータ ẽdλ̃ と edλ の関係を見つけることも可能であ
る [28]。実際、四次元運動量 k̃µ を持つmassless粒子が Jordanフレームでアフィンパラ
メータ ẽdλ̃の測地線方程式 k̃α∇̃αk̃µ = 0を満たすと、Einsteinフレームにおいてアフィン
パラメータ edλの測地線方程式 kα∇αkµ = 0を満たしていることがわかる。

2.4 Einstein-Gauss-Bonnet 重力
3章で取り扱う Einstein-Gauss-Bonnet重力について説明する。D次元における作用は

S =
1

16π

∫ (
dDxR + α2(R

2 − 4RabRab +RabcdRabcd

)
(2.4.1)

である。被積分関数の第二項をGauss-Bonnet termとよぶ。これは Lovelock重力

S =
1

16π

∫ dDx [D/2]∑
n=0

α(n)(
1

2n
δµ1ν1...µ1ν1α1β1...αnβn

)Rµ1ν1
α1β1

...Rµnνn
αnβn

 (2.4.2)

において n = 2までの項に限定した場合である。よく知られている事実として、D = 4の
とき、Gauss-Bonnet termnの変分は全微分項となる (例えば [29]のAppendix Bを参照さ
れたい)。すなわち、gµνに微小変換

gµν −→ gµν + hµν (2.4.3)

δgµν = hµν (2.4.4)
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を施したとき、

ηµναβ =
1√
−g

ϵµναβ (2.4.5)

ϵµναβ : ϵ1234 = 1であり、添字に関して完全反対称 (2.4.6)

を満たすテンソル ηµναβを用いて

δ
√
−g
(
R2 − 4RabRab +RabcdRabcd

)
=

√
−g∇β

(
gµνΓ

µ
αθRπτγση

µθγσηπταβ
)

(2.4.7)

となる。従って 4次元の場合Gauss-Bonnetの変分の積分はゼロになり、運動方程式に寄
与しない。



Chapter 3

一般相対性を超えた重力理論における共変
なエントロピー上限

本章では修正重力理論において共変なエントロピー上限がどのような形を持つか知るため、
エントロピーの上限としてブラックホールエントロピーを採用した generalized entropy
boundを提唱し、いくつかの重力理論で一般相対論の場合と同様な証明が可能であること
を見る。3.1節及び 3.2節で簡単なレビューを行い、3.3節から本論文の内容に入る。この
章は発表済みの論文 [30]に基づく。

3.1 Wald entropy

Bardeen,Carter,Hawkingら [12]によってブラックホールの熱力学性質が指摘されたとき、
重力の理論としては一般相対論が採用されていた。その後に、より広い範囲の理論におけ
るブラックホール熱力学を扱う手法として、Waldと Iyers[31]は全ての微分同相不変な理
論はブラックホールの第一法則に似た関係式を満たす保存量を持つことを発見した。この
節ではWaldらの手法について解説し、本論文の主題の一つである修正された重力理論に
おけるブラックホールエントロピーを扱う準備とする。本節では時空を n次元多様体M
で表し、n-形式ラグランジアン

L = L(ϕ,∇a1ϕ,∇a1∇a2ϕ, ...∇a1∇a2 · ∇anϕ, ψ) (3.1.1)

を考えることとする。ここで ϕはダイナミカルな場の全てをさし、重力のメトリックと
他の場を合わせたものである。また、ψはダイナミカルでない背景場全てをさす。この節
で扱うラグランジアンは全て微分同相写像に対して不変である。微分形式でラグランジア
ンを扱う場合、微分同相写像 f(x) :M →M に対してラグランジアンが不変であるとは、
ラグランジアンが

L(f ∗(ϕ)) = f ∗(L) (3.1.2)

を満たすことである。ただし、f ∗ は微分同相写像 f の微分形式に対する埋め込みである。
以下、特定のKillingベクトルに対応するネーターチャージが熱力学の第一法則に類似し
た式を満たすことを示す。従ってそのネーターチャージをブラックホールのエントロピー
と考えることができる。

21
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3.1.1 準備としての定理の証明
ブラックホールエントロピーがネーターチャージだと示す準備として、次の定理を証明す
る。

定理 3.1.1. Presympretic current Θを

δL = Eϕδϕ+ dΘ. (3.1.3)

と定義する。ここで δは任意の場に対する変分である。このように定義したPresympretic
current Θは

Θa1...an−1
= 2Eabcd

R ϵaa1....an−1∇bδgcd +Θ′ (3.1.4)

と表すことができる。ここで gabは多様体上のメトリックであり、ϵaa1....an−1は n次元多様
体M 上の体積形式である。すなわち、M の任意の局所座標 (x1...xn)をとり、その座標に
おける計量の行列式を |g|としたとき

ϵ =
√
|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxn (3.1.5)

を満たす。特にΘ′sは

Θ′ = Aab(ϕ)δgab +
m−1∑
i=0

Bi(ϕ)
abcda1...anδ∇(a1 ...∇ai)Rabcd +

k−1∑
i=0

Ci(ϕ)
a1...anδ∇(a1 ...∇ai)ψ

(3.1.6)

の形をとる。ここでRabcdは gabによって生成されるリーマン曲率テンソルである。

証明. Θ′は δが微分の左側にある項のみによって構成され、Θの他の項は δが微分の左側
にある項を含まない。すなわち、この定理が主張するのは、δが微分の左側にある項が、
リーマンテンソルRabcdを独立な場として考えた時の運動方程式に比例するようにΘを取
ることができるということである。従ってここで主張するのは、Θを、δを微分の右側に
持つ全ての項がリーマンテンソルRabcdを独立な場として考えたときの運動方程式に比例
するようにとることができるということである。以下で証明を与える。n-formのラグラ
ンジアンLがL = Lϵと表されるとする。ここでM 上の体積形式である。このとき、n
形式ラグランジアンの変分は

δL = ϵ

(
∂L

∂gab
δgab +

∂L

∂Rabcd

δRabcd + ...+
∂L

∂∇(a1 ...∇am)Rabcd

δ∇(a1 ...∇am)Rabcd

+
∂L

∂ψ
δψ + ...+

∂L

∂∇(a1 ...∇am)ψ
δ∇(a1 ...∇am)ψ

)
(3.1.7)

となる。ここで各項に対して部分積分を行う。例えば

ϵ
∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

δ∇(a1 ...∇ai)Rabcd (3.1.8)
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の項に対して部分積分を行うと以下のようになる。

ϵ
∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

δ∇(a1 ...∇ai)Rabcd = ϵ

(
∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

∇a1(δ∇(a2 ...∇ai)Rabcd)

)
+ ϵ · (terms proportional to ∇δg)

= ∇a1

(
ϵ

∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

δ∇(a2 ...∇ai)Rabcd

)
+∇a1(ϵ(terms proportional to δg))

− ϵ∇a1

(
∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

)
δ∇(a2 ...∇ai)Rabcd

+ ϵ(terms proportional to δg)

= dV − ϵ∇a1

(
∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

)
δ∇(a2 ...∇ai)Rabcd

+ ϵ(terms proportional to δg) (3.1.9)

ここで dは外微分であり、V は n− 1形式

Vb1...bn−1 = ϵa1b1...bn−1

(
∂L

∂∇(a1 ...∇ai)Rabcd

δ∇(a2 ...∇ai)Rabcd

)
+ ϵ(terms proportional to δg)

(3.1.10)

である。各項にこの変換を繰り返し施すと

δL = ϵ
(
Aabg δgab + Eabcd

R δRabcd + Eψδψ
)
+ dΘ̃ (3.1.11)

を得る。ここでAabg は δgに比例する項の合計であり、Eabcd
R はRabcdに関する運動方程式

Eabcd
R = ϵ

(
∂L

∂Rabcd

−∇a1

∂L

∂∇a1Rabcd

+ · · ·+ (−1)m∇(a1 · · · ∇an)

)
(3.1.12)

である。δRabcdを δgを使って書き直し、Eabcd
R の添字の反対称性を用いると

Eabcd
R δRabcd = 2Eabcd

R ∇a∇dδgbc + Eabcd
R Re

abcδgcd (3.1.13)

この表式を用いると、

δL = ϵ(Ãbcg δgbc + 2∇a∇dE
abcd
R δgbc + Eψδψ) + d(2Ebcd∇dgbc − 2∇dE

bcdδgbc + Θ̃)

(3.1.14)

を得る。ここでEbcdは

(Ebcd)b2...bn = Eabcd
R ϵab2...bn (3.1.15)

で定義される (n− 1)形式である。また Ãbcは

Ãbc = Abcg + Epqrb
R Rc

pqr (3.1.16)
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で定義される。(3.1.3)と (3.1.14)を比べると、
Θ = 2Ebcd

R ∇dδgbc + Θ̃− 2∇dE
bcd
R δgbc (3.1.17)

を得る。従って、Θ′を
Θ′ = Θ̃− 2∇dE

bcd
R δgbc (3.1.18)

と定義すると、このΘ′は (3.1.6)の形を満たす。したがってΘは (3.1.4)の形にとること
ができる。

■

以下ではこの定理を用いて特定のキリングベクトルによって生成される微分同相変換
に対するネーターカレントがブラックホールエントロピーになることを見る。カレント　
(n− 1)-form J を

J = Θ(ϕ,Lξϕ)− ξ ·L (3.1.19)

と定義する。ξは任意のキリングベクトルである。ここでΘ(ϕ,Lξϕ)の一つ目の引数はΘ
にどのような場が含まれているのかを示している。たとえば現在考えているラグランジ
アンに重力場のみが含まれている場合は ϕは重力場 gabとなる。また、二つ目の引数は
(3.1.3)における変分 δとしてどのような変分をとっているかを示す。この場合は変分とし
て ξ方向のリー微分を行っている。(n− 1)-form J をカレントと呼ぶのは、外微分を作用
させた結果が運動方程式に比例し、したがって運動方程式が成立するときはゼロになるた
めである。実際 (3.1.19)の両辺に外微分を作用させると、

dJ = dΘ(ϕ,Lξϕ)− d (ξ ·L) (3.1.20)

= −EϕLξϕ (3.1.21)

となる。運動方程式が満たされている時この右辺は当然ゼロであり、カレント (n−1)-form
は閉形式である。また、localな場のみで構成されていることから、

J = dQ (3.1.22)

を満たす (n− 2)-form Q が存在することが言える [32]。このQは通常の解析力学におけ
るネーターチャージ（正確には時間一定面上での被積分関数）に相当するのものである。
したがってQをネーターチャージ (n− 2)-formとよぶ。このQの持つ性質として、Qに
おけるキリングベクトル ξの依存性を分離することができる。すなわち、以下の定理が成
立する。

定理 3.1.2. Qは次のように分解することができる。

Q = Wc(ϕ)ξ
c +Xcd(ϕ)∇[cξd] + Y (ϕ,Lξϕ) + dZ(ϕ, ξ) (3.1.23)

ここで、Wc,X
cd,Y ,Zlocalな場とその微分によって構成される関数である。また、Y は

Lξϕに、Zは ξに線形であるとする。またQによってWc,X
cd,Y ,Zは一意に決定され

ないが、Xcdが (
Xcd

)
c1...cn

= −Eabc
R ϵabc1...cn , (3.1.24)

Y = Z = 0 (3.1.25)
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を満たすように選ぶことができる。

証明. 前述のようにΘを選ぶと、
J = 2Ebcd

R ∇b (∇cξd +∇dξc) +Θ′ (ϕ,Lξϕ)− ξ ·L (3.1.26)

となる。この J に対して J = dQとなるQは ξの二階以上の高階微分項を含まない。な
ぜなら、まず J に含まれるΘ′(ϕ,Lξϕ)は (3.1.6) および (3.1.17) の形から、∇aδϕ など
の微分を含まないので、ξと∇ξに線形であり、ξの二階以上の微分は存在しない。また
Ebcd
R ∇d∇cξb の項はEbcd

R の添字 cdの反対称性 (3.1.15)より曲率テンソルとなって ξの微
分項はなくなる。
したがって残りのEbcd

R ∇b∇cξdだけが J の中の ξの二階微分項となる。よってQの中
の ξ の一階微分項は、外微分されて Ebcd

R ∇b∇cξd を出すものだけを考えれば良い。した
がってQは

Q = Wc(ϕ)ξ
c +Xcd∇[cξd] (3.1.27)

のように ξに比例する項と ξの一階微分に比例する項に分解したとき(
Xαd

)
C...mn

= −Eabcd
R ϵabc1...cn (3.1.28)

として良い。実際右辺を外微分すると二階微分項としてはEbcd
R ∇b∇cξdだけが得られる。

Θの不定性から J の定義 (3.1.19)には
J → J + d(ξ · µ) + dY (ϕ,Lξϕ) (3.1.29)

の不定性がある。Qの定義からくる完全形式分の不定性を入れると
Q → Q+ ξ · µ+ Y (ϕ,Lξϕ) + dZ (3.1.30)

だけの不定性がある。したがって
Q = Wcξ

c +Xcd∇[lξd] + Y (ϕ,Lξϕ) + dZ (3.1.31)

と表すことができる。
■

3.1.2 ブラックホール第一法則
この性質を用いて実際に特定のキリングベクトルに対してQを積分して得られるネーター
チャージがブラックホールエントロピーとなることを示す。カレント n-form J に任意の
変分 δ を作用させると

δJ = δΘ(ϕ,Lξϕ)− ξ · δL
= δΘ(ϕ,Lξϕ)− ξ · dΘ(ϕ, δϕ)

= δΘ(ϕ,Lξϕ)− LξΘ(ϕ, δϕ) + d(ξ ·Θ(ϕ, δϕ)) (3.1.32)

を得る。ただし二行目の変形でEϕ = 0を用いた。シンプレクティックカレントω を　
ω(ϕ, δϕ,Lξϕ) := δΘ(ϕ,Lξϕ)− LξΘ(ϕ, δϕ) (3.1.33)
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で定義する。定義から
ω(ϕ, δϕ,Lξϕ) = δJ − d(ξ ·Θ) (3.1.34)

が成立する。
ここで二つの仮定を導入する。一つは ξがダイナミカルな場の対称性であること、つ

まりLξϕ = 0 が成立することである。もう一つは δϕ が線形の運動方程式を満たすこと、
つまり δE = 0であることである。Lξϕ = 0からω(ϕ, δϕ,Lξϕ) = 0、δE = 0からJ = dQ
を満たすQが存在し、 δJ = δdQ = dδQ が成立する。従って

dδQ− d(ξ ·Θ) = 0 (3.1.35)

が成立する。あるコーシー面Σ 上で両辺を積分すると∫
∂Σ

(δQ[ξ]− ξ ·Θ) = 0 (3.1.36)

が得られる。
ξaが生成するベクトル場に沿った時間発展に対応するハミルトニアンH[ξa]は任意の場の
変分 δに対して

δH[ξa] = Ω(ϕ, δϕ,Lξϕ) :=
∫
∂Σ

ω(ϕ, δϕ,Lξϕ) (3.1.37)

を満たすことが知られている [33]。従ってH[ξ]が存在するとき (3.1.34)より

δH[ξ] = δ

∫
C

J −
∫
C

d(ξ ·Θ) (3.1.38)

= δ

∫
C

J −
∫
∂C

d(ξ ·Θ) (3.1.39)

ここでCは ξによって生成されるベクトル場によるコーシー面で ∂ Cはその境界である。
ここで

δ

∫
∂C

ξ ·B =

∫
∂C

ξ ·Θ (3.1.40)

となる (n− 1)-formBを定義する。このときH[ξ]は

H[ξ] =

∫
C

J −
∫
∂C

ξ ·B (3.1.41)

と表すことができる。運動方程式が成立する時、すなわちJ = dQが成立する場合、H[ξ]は

H[ξ] =

∫
∂C

(Q[ξ]− ξ ·B) (3.1.42)

となる。このとき Cを asymptotically flatな空間とすると、∂Cは無限遠方となる。特に、
killingベクトル ξを

ξ = ta + Ω(i)φ
a
(i) (3.1.43)

ととる。ここで taは無限遠において、平坦な時空の時間並進と一致するKillingベクトル
であり、φa(i)は無限遠において平坦な時空の回転並進と一致するKillingベクトルである。
これらを用いて次の定理が成り立つ。
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定理 3.1.3. Killingベクトルξが (3.1.43)の形で与えられるとする。また、ϕをasynptoticaly
flatな birfurcation killing horizonを持つブラックホール解とし、δϕが ϕに関する線形運
動方程式の解とする。Sを

S = 2π

∫
Σ

Xcd(ϕ)ϵcd (3.1.44)

で定義する。ここでXcdは前述のQ[ξ]の分解で与えられた項であり、ϵcdは bifurcation
surfaceである (n− 2)次元超曲面Σの binormalである。このとき、

κ

2π
δS = δE − Ω(i)δJ(i) (3.1.45)

が成立する。
ただし、κはブラックホールの surface gravityで、E 及びJ(i)はそれぞれ

E :=

∫
∂C

(Q[t]− t ·B), (3.1.46)

J(i) :=

∫
∂C

(Q[φ]− φ ·B) (3.1.47)

で定義される。すなわち、(3.1.42)で ξ = taあるいは ξ = φaとした時のハミルトニアン
H[ξ]であり、それぞれ canonical energy あるいは canonical angular momentumと呼ば
れる。実際、一般相対論においてはこれらの量はADM massやKomer massに一致する
[31]。

証明. E とJ(i)の定義より、

δ

∫
Σ

Q[ξ] =
κ

2π
δS (3.1.48)

を示せば、(3.1.36)及び bifurcation surface上で ξ = 0より (3.1.45)が成立する。したがっ
て (3.1.48)を示す。QのΣ上での積分において、Qを (3.1.23)を満たすように分解する。
すると、bifurcation surface上で ξ = 0よりWaξ

aの項は寄与しない。また、全微分項で
ある dZの項も寄与しない。

ξaがKilling vectorであるため、Lξϕ = 0である。Y(ϕ,Lξϕ)はLξϕに対して線型であ
ることから δY(ϕ,Lξϕ)のうち、Lξϕでない部分に δがあたる項 Y(ϕ+δϕ,Lξϕ)はLξϕ = 0
が残っているため 0になる。したがって寄与するのは

Y(ϕ,Lξδϕ) = LξY(ϕ, δϕ)

= ξ · dY + d(ξ ·Y) (3.1.49)

の項である。最終行の一項目はΣ上で 0になり、二項目はΣ上で積分すると 0になる。し
たがって ∫

Σ

δQ[ξ] =

∫
Σ

δXcd∇cξd. (3.1.50)
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ここで、ξaはΣ上で 0で一定であり、∇cξdはΣに接する方向の成分は 0になる。したがっ
て∇cξdは binormal ϵcdに比例している。

(∇ξ)2 = −2κ2 (3.1.51)

より
∇cξd = κϵcd (3.1.52)

が成立する。このときwcdを
wcd := ∇[cξd] − κϵcd (3.1.53)

と定義する。背景場においては wcd = 0だが、変分 δをかけることによりノンゼロの値
をとりうる。このとき δξa = 0、また bifurcation surfaceΣ上で ξa = 0であることから
δ(∇cξ

d) = 0であり、これを用いて
δwcd = δ

(
ga[d

(
∇c]ξ

a − κϵ ac]
))

= κ
(
ga[dδϵ

a
c]

)
(3.1.54)

を得る。ここで δϵ ac の下つきの足はΣに接する項を持たない。また δϵ dc ϵ
c
d = 0より ga[dδϵ

a
c]

は二つの足がどちらもΣに直交する成分を持たない。したがって

δ

∫
Σ

Q[ξ] = δ

∫
Σ

Xcd(ϕ) [κϵcd + wcd]

=
κ

2π
δS +

∫
Σ

Xcd(ϕ)δwcd (3.1.55)

ここでLξXcd(ϕ) = 0 である。このとき、Xcdが ξaの null geodesic としての parameter λ
の反転に関して不変であることが知られている [34]。一方 δwcdの二つの足はΣに接する
方向と直行する方向の組み合わせであるので λの反転に関して符号が反転するようになっ
ている。しかしXcdδwcdの積分は (D − 2)-form XcdδwcdをΣ上に引き戻した上で行われ
ているため λの反転は恒等写像として作用する。よって (3.1.55)の第二項は λの反転に対
して同時に符号が不変であることと反対となることが成り立つので 0になる。したがって
(3.1.55)から

κ

2π
δSwald = δ

∫
Σ

Q[ξ] (3.1.56)

が成立する。 ■

今示された式 (3.1.44)は、まさに一般相対論において最初にブラックホールの性質と
熱力学の各法則の類似性を指摘した [12]において第一法則に対応するものとして示され
たブラックホールの性質を一般の微分同相不変な理論に対して拡張したものである。

3.2 Bousso bound in Gauss bonnnet gravity

3.2.1 Bousso bound

ブラックホールの持つエントロピーが本当に熱力学のエントロピーと同質のものだとすれ
ば、宇宙を一つの孤立系とみなすことができて、通常の熱力学の第二法則より、面積の変
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化に基づくブラックホールエントロピーと、ブラックホール以外の物質のエントロピーの
合計は常に広義単調増加でなければならない。すなわちブラックホールのエントロピーの
変化を∆SBH、物質のエントロピーの総量の変化を∆Smatterとすると

∆SBH −∆Smatter ≥ 0. (3.2.1)

これを generalized second law(GSL)とよび、Bekenstein [35]によって提唱された。これ
を用いると、物質の熱力学系のもつエントロピー SとエネルギーEの間に

S/E ≲ 2πR , (3.2.2)

という不等式が成立することが示される。ここでRは系をおおう最小の球の半径である。
この不等式をBekenstein boundと呼ぶ [36]。また、Bekenstein boundは重力系の安定性
条件 2E ≤ Rと半径Rの球の面積Aを用いて

S ≤ A

4
(3.2.3)

と表すことができる。
このエントロピーとエネルギー（あるいは面積)の関係は熱力学系のみに適用可能で

あると考えられているが、エントロピーが系の状態の自由度に対応していると考え、こ
の関係を時空上の領域一般に対して適用できるのではないかと言う試みがなされている。
Boussoは 1994年にBousso bound(Covarinat Entropy bound)を提唱した [1]。この bound
の主張は以下の通りである。

D次元多様体M上において、(D− 2)次元連結超曲面Bをとる。B上の各点からBに
直交して放たれる null geodesicは 4種類ある。すなわち、未来向きか過去向きか、また空
間的座標が増える方か減る方かである。その 4種類のnull geodesicの内,B上で expansionθ
が非正であるものを選ぶ。それらの null geodesicを θが正になるか、時空の境界または特
異点に到達するまで伸ばす。B上の各点から発せられるこれらの null geodesicでできる
(D − 1)次元超曲面を light sheetと呼ぶ。light sheet上の物質のエントロピー SLに対し
てBの面積Aが制限を与える。すなわち

S(L) ≤ A

4
(3.2.4)

このような予想がなされた動機を説明する。Bekenstein boundを時空中の領域に対す
る制限に拡張することを考えるとき、二つの問題がある。Bekensein boundは熱力学系を
囲むように取られた半径Rの球、つまり空間的超曲面中の物質のエントロピーを境界の
面積によって制限していた。また、その半径は重力による曲率の影響を受けない程度の長
さでなければいけなかった。制限を与える対象を物質の系から時空中の任意の領域に拡張
しようとしたとき、超曲面としてどのようなものをとるのが妥当なのか考えなければなら
ない。候補としては空間的超曲面か光的超曲面が挙げられる。状態の自由度の性質は理論
そのものの性質であると考えると、指導原理として一般相対論を導入することは妥当であ
る。このとき、一般座標変換によって同じ境界を持つ空間的超曲面は互いに移り変わるた
め、一つの空間的超曲面を指定すると一般共変性を破ることになる。したがって、一般共
変性を指導原理としたまま空間的超曲面上に上限を与える場合は、境界Bを持つ全ての
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空間的超曲面上の物質のエントロピーに対して上限を与えなければならない。しかしこの
ような制限に対して一つの反例をあげることができる。平坦な FRLW宇宙

ds2 = a(η)2(−dη2 + dχ2 + χ2dΩ2) (3.2.5)

で、物質のエントロピーの共動座標に対する密度 sが s=constだとする。このとき η=const
,r=constで指定される (D− 2)次元超曲面Bを境界にもつ空間的超曲面の内、η=const で
指定される空間的超曲面に含まれる物質のエントロピーの量は const×χD−1である。一方
境界Bの面積Aは const ×(a(η)χ)D−2である。したがって ηを固定したまま境界Bを指
定する rを大きくしていくといずれ S > A

4
となり、boundが破れる。よって、空間的超

曲面に対してエントロピーの上限を与えるのは不可能であり、光的超曲面に対してエント
ロピーの上限を与えなければならない。ここで問題になるのが、超曲面のどの部分に対し
て制限を与えるのかということである。既存のエントロピーの制限は境界の内側に存在す
る物質に対して課せられていた。空間的超曲面の場合は動径方向の座標を用いて内側を定
義できていたが、光的超曲面の場合は一般にそのような動径座標が存在するとも限らず、
また一般共変性を指導原理とするため、これに類する制限をある境界Bを通る光的超曲
面に対して与えるためには、光的超曲面のうちBより内側である部分を定義しなければ
ならない。内側の方向を、(D− 2)次元超曲面の面積要素が減少する方向と定める。この
内側の定義は座標の取り方に依らない。したがって expansionθが非正である方向にすす
む null geodesicによって構成される超曲面がその内側の時空に対して制限を与える超曲
面であると考えられる。これがBousso boundの提唱された経緯である。

Bousso boundには厳密な証明は与えられていない。いくつかの系に関して証明が与え
られている。例えばFlanagan, Marolf and Wald [37]は考える物質が流体によって近似で
きるものだけだと考えられる場合において証明を与えた。さらにFlanaganらは light sheet
の端点が時空の境界か特異点だけでなく、任意の 2次元空間的超曲面B′である場合を考
え、より強い制限

SL ≤ A(B)− A(B′)

4
(3.2.6)

を与えた。A(B′)はB′の面積である。本論文においてはこのより強いBousso boundを取
り扱うこととする。

3.3 Extention of Bousso bound to D-dimensional GR

4次元 GRでは、Flanagan, Marolf and Wald [37] によって、thermodynamic limitにお
ける Bousso bound が 2つの異なった仮定の下で証明された。その後、Strominger and
Thompson [38]らによって、異なる仮定を用いた別証明が与えられた。本研究では後者の
証明をD次元時空に拡張する。

Set Up

D次元時空において、Bを連結 (D − 2)次元空間的曲面Bから発せられた expansionが
非正であるヌル測地線によって生成され、別の連結 (D − 2)次元空間的曲面B′を終端と
する Light sheetとする。各ヌル測地線上のアフィンパラメータ λは、L上で 0 ≤ λ ≤ 1、
B上で λ = 0、B′上で λ=1となるように選択する。x = (x1, · · · , xD−2)をB上の座標系、
h(x)をB上の誘導計量の行列式とする。ヌル測地線上のすべての点がx = (x1, · · · , xD−2)
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の同じ値を共有するように、x を L 上の任意の場所に拡張することによって、 (x, λ) を
L上の座標系に変換することができる。このとき、L 上のヌルベクトル ka = ±(∂/∂λ)aを
定義することができる。ただし±は light sheet L が過去むきに伸びているか未来向きに
伸びているかによって決定する。また、L上の関数A(x, λ)を

A(x, λ) := exp

(∫ λ

0

dλ̃θ(x, λ)

)
(3.3.1)

と定義する。θ(x, λ) はヌル測地線の congruenceの expansionである。すなわち θ(x, λ) =
∇a(∂/∂λ)

aである。L上のある関数 f(x)の積分は区間 0 ≤ λ ≤ 1上の積分とB上の積分
に分割して表すことができる。すなわち、

∫
L

f =

∫
B

dD−2x
√
h(x)

∫ 1

0

dλf(x, λ)A(x, λ) (3.3.2)

である。また、BとB′の間の面積の違いは

A(B)− A(B′) =

∫
B

dD−2x
√
h(x) [A(x, 0)−A(x, 1)] (3.3.3)

で表される。熱力学極限において、物質のエントロピーをD次元エントロピーフラック
スベクトル sa(x)で表すことができるとする。この時、L上の関数 s(x, λ)を

s(x, λ) ≡ −kasa|L (3.3.4)

で定義する。この s(x, λ)を用いて、light sheet L上を通過するエントロピーの量は

SL =

∫
B

dD−2x
√
h(x)

∫ 1

0

dλs(x, λ)A(x, λ) (3.3.5)

となる。
Boussoらは４次元GRにおける証明に以下の二つの仮定

(i) s′(x, λ) ≤ 2πT (x, λ), T := Tabk
akb, (3.3.6)

(ii) s(x, 0) ≤ −1

4
A′(x, 0) = −1

4
θ(x, 0) (3.3.7)

を用いた [39]。ここで ′は λに関する微分を意味し、Tabはストレス・エネルギーテンソル
を意味する。これらの仮定の物理的な意味は後述する。我々の行うD次元の証明におい
てもこれらの仮定を使用する。

証明. 仮定 (i)より、

s(x, λ) =

∫ λ

0

dλ̃s′(x, λ̃) + s(x, 0)

≤ 2π

∫ λ

0

dλ̃T (x, λ̃) + s(x, 0) (3.3.8)
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を得る。また、Raichaudhuri方程式とアインシュタイン方程式より

T = −D − 2

8π

G′′

G
− 1

8π
σabσ

ab ≤ −D − 2

8π

G′′

G
(3.3.9)

を得る。σabはヌル測地線 congruenceの shear(せん断)である。また、関数Gを

G(x, λ) := [A(x, λ)]
1

D−2 (3.3.10)

で定義した。これらより、

s(x, λ) ≤ 2π

∫ λ

0

dλ̃

[
−D − 2

8π

G′′(x, λ̄)

G(x, λ̄)

]
+ s(x, 0)

=
D − 2

4

[
G′(x, 0)

G(x, 0)
− G′(x, λ)

G(x, λ)

]
− D − 2

4

∫ λ

0

dλ̃

[
G′(x, λ̃)

G(x, λ̃)

]2
+ s(x, 0) (3.3.11)

を得る。ここで仮定 (ii)および　G(x, 0) = A(x, 0) = 1を用いると、

s(x, λ) ≤ −D − 2

4

G′(x, λ)

G(x, λ)
− D − 2

4

∫ λ

0

dλ̃

[
G′(x, λ̃)

G(x, λ̃)

]2
≤ −D − 2

4

G′(x, λ)

G(x, λ)
= −1

4

A′(x, λ)

A(x, λ)
(3.3.12)

を得る。この式を L上で積分することでBousso bound を得る。 ■

仮定 (i)の動機
Bousso,Flanagan and D. Marolf [39] ([38] も参照) が既に主張しているように、 (3.3.7) の
仮定 (i) は単にエントロピーフラックスの変化率がエネルギーフラックスより小さくなけ
ればならないというだけのことである。このため、熱力学的近似が有効である限り、仮定
(i)が成立することが期待される。
別の観点から見ると、この仮定 (i)はある種のBekenstein boundの帰結と考えること

もできる。ここで、B の部分空間∆Bと、曲率半径より十分小さい区間 [λ1, λ2] (⊂ [0, 1]
を考える。ここでLの部分空間 ∆L := {(x, λ)| x ∈ ∆B , λ ∈ [λ1, λ2]} に対して次のよう
なBekenstein boundのような不等式が成り立つとする。

∫
∆B

dD−2x
√
h(x)

∫ λ2

λ1

dλA(x, λ)× [s(x, λ)− s(x, λ1)− 2π(λ− λ1)T (x, λ)] ≤ 0.

(3.3.13)

この不等式をBekenstein boundと呼ぶのは、∫
∆B

dD−2x
√
h(x)

∫ λ2

λ1

dλA(x, λ) [s(x, λ)− s(x, λ1)] (3.3.14)
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の項が Lの区間 [λ1, λ2]に分布している物質のエントロピーの量であり、∫
∆B

dD−2x
√
h(x)

∫ λ2

λ1

dλA(x, λ)× [2π(λ− λ1)T (x, λ)] (3.3.15)

の項が同じ区間におけるエネルギーの密度と解釈できるためである。
任意の∆Bに対してこの不等式が成立するためには被積分関数が負である必要がある。

従って

s(x, λ)− s(x, λ1) ≤ 2π(λ− λ1)T (x, λ) (3.3.16)

が成立する。λ1 → 0の極限をとることで仮定 (i)が得られる。

仮定 (ii)の動機
仮定 (ii)は Lの始点であるBから発せられた、非常に短いヌル測地線による Light sheet
上のBousso boundが成立することを要請している。従ってBousso bound を要請するな
らば仮定 (ii)の成立は必然であると言える。
また、仮定 (ii)はBekenstein boundからも導くことができる。簡単のため、動径座標

r, 時間座標 tのMikowskiに近い空間を考える。Bを半径 r = r0、時間座標 t = t0の球面
とし、Bから未来向きに発せられたヌル測地線によって構成される Light sheet Lを考え
る。B̃をLを構成するヌル測地線の終端の集合とし、その座標をλ = δλ、 r = r̃0 、 t = t̃0
とする。定義よりLは内向きに向かう未来方向に発せられたヌル測地線の congruenceに
よって生成されている。Lを構成するのに使われない、Bから外向きかつ未来方向に発せ
られるヌル測地線の congruenceが t = t̃0に達する点の集まりを B̄と呼ぶ。t = t̃0一定面
における B̃と B̄の間の領域を δΣ とよぶ。
Bと B̃の間にある、Lの一部 δLを通るエントロピーの量は

δS =

∫
B

dD−2x
√
h(x)

∫ δλ

0

dλs(x, λ)A(x, λ) (3.3.17)

となる。ここで時空に対して dominant energy conditionを課す。すなわち任意の timelike
ベクトルXaに対して (TabX

aXb ≥ 0)かつ任意の nullまたは timelikeベクトル Y aに対し
て T ab Y

bが未来向の causal vectorとなる。すると、δLを通過するエントロピーの流れは
必ず δΣを通過する。従って熱力学第二法則より

δS ≤ δS̃. (3.3.18)

ここで δS̃ は δΣに含まれるエントロピーの量。ここで、δΣ をオーダー 2δr（B̃と B̄ の
距離）の大きさの小片に分割し、それぞれの小片にBekenstein boundを適用し、総和を
考える。δΣにおけるエネルギーの総和が半径 r̄0の球対称ブラックホールの質量を超えな
いとする。D次元の球対称ブラックホールの質量は (D − 2)aD−2r̄

D−3
0 /(16π)である。た

だし aD−2 = (D− 1)π(D−1
2

)/Γ((D + 1)/2) は (D− 2)次元単位超球面の面積。Bekenstein
boundの総和は不等式

δS̃ ≤ 2π · 2δr · D − 2

16π
aD−2r̄

D−3
0 +O(δr2)

=
1

4
[

∫
B

dD−2x
√
h(x)A(x, 0)−

∫
B̃

dD−2x
√
h(x)A(x, δλ)] + O(δr2) . (3.3.19)
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を導く。(3.3.17)-(3.3.19)式から仮定 (ii)を得る。
過去向きの null測地線によって構成されたLight sheet Lの場合も同様に、B̃から発せ

られる未来向きかつ内向きの null測地線の congruenceを考え、その congruenceと t = t0
超曲面との交点を B̄と考え、t = t0 超曲面上の B と B̄との間の領域を δΣ とする。そ
して、δΣの断片に適用されるBekenstein boundと熱力学の第二法則から、再び仮定 (ii)
が導かれる。

3.3.1 beyond GR gravityへの拡張
一般相対論は重力に関する唯一無二の理論でも完全な理論でもなく、特定の範囲のエネル
ギーまたは距離のスケールで有効な理論である。極端に短い距離や長い距離を含む系、あ
るいは高エネルギーの系では、一般相対論は破綻し、一般相対論には存在しない余分な
自由度や重力作用の付加項が必要となる可能性がある。一方、Bousso boundのモチベー
ションでもあるホログラフィーは、様々な理論で成立する重力の普遍的な性質であると期
待されている。したがって、covatiant entropy boundが一般相対論を超える重力の理論
に拡張できるかどうかを問うのは自然なことである。

Covariant entropy bound (3.2.4)やその改良版 (3.2.6)は、ある面積Aに囲まれた系の
エントロピーは、同じ面積Aのブラックホールのエントロピーを上限としてもつべきで
あるという記述を共変的に正確にしたものである。実際 (3.2.6)の右辺はGRにおけるブ
ラックホールエントロピーであり、(3.2.6)は最終状態と初期状態に対応するブラックホー
ルエントロピーの差分である。D次元のGRを超える重力理論において、ブラックホー
ルのホライゾンだけでなく、他の連結した (D− 2)次元の空間面にも適用できるブラック
ホール・エントロピーの公式があれば、エントロピーの上限としてA/4をそのまま用い
るのではなく、ブラックホール・エントロピーによって制限が与えられることが自然であ
るように思われる。すなわち、以下に述べる手法で適切に一般化したLigh sheet Lを通る
エントロピー SLに対して、

SL ≤ Sbh(B)− Sbh(B
′) , (3.3.20)

としてエントロピーを制限する。ここでBは連結 (D− 2)次元空間であり、Bから発せら
れた光によってLが構成される。B′は別の連結（D−2)次元空間的超曲面であり、Lの終
端となる。 Sbh(B) (及び Sbh(B

′))はそれぞれB、B′にブラックホールエントロピーの公
式を適用したものである。この不等式を一般化されたLight sheet Lに対するgeneralized
covariant entropy boundとよぶ

(3.3.20)の左辺は非負であるから、右辺が常に非負となるように一般化された Light
sheetを定義する必要がある。一般相対論の場合は、面積の増減によって光的超曲面の内
側が決定され、light sheet Lを構成していた。従って右辺が非負であることが保証されて
いた。今、右辺はブラックホールエントロピーの変化を見ているため、面積の増減によっ
てのみ決定される light sheet では右辺の非負性が担保されない。従って、一般相対論を
超える重力理論における一般化された Light sheetを次のように定義する。
連結された (D − 2)-次元の空間表面 B から出て、別の連結された (D − 2)- 次元の

空間表面 B0 で終端するヌル測地線の congruenceを考える。B と B0 の間の測地線の
congruenceに特異点や共役点は存在しないと仮定する。ここでも一般性を失わずに、各
測地線上のアフィン・パラメータ λを正規化し、B上では λ = 1、B0上では λ = 0となる
ようにする。次に、B上の座標系 x = (x1; ...; xD−2)を導入し、各測地線上のすべての点が
(x1; ...; xD−2) の同じ値を共有するように、x を各測地線に沿って拡張し、Bと B0 間のヌ
ル超曲面上の座標系に (x;λ) を昇格させる。これにより、λをパラメータとする (D − 2)
次元空間曲面B(λ)の 1パラメタ族を定義し、xは各B(λ)上の座標系と考えることができ



3.4. SIMPLE EXAMPLES 35

る。(D− 2)次元超曲面B(λ) (0 ≤ λ ≤ 1) に適用できるブラックホール・エントロピーの
定義があり、

Sbh(B(λ)) =

∫
B(λ)

dD−2x
√
h(x, λ)sbh(x, λ) , (3.3.21)

といった形式で与えられているとする。ここで h(x, λ)はB(λ)上の誘導計量の行列式であ
り、sbh(x, λ) はB(λ)上の関数であり、一般相対論に置いては sbh(x, λ) = 1/4となる。
一般化された expansion Θ(x, λ)を

Θ(x, λ) ≡ ∂

∂λ
ln
[√

h(x, λ)sbh(x, λ)
]
. (3.3.22)

で定義する。∀xΘ(x, λ) ≤ 0かつ 0 ≤ ∀λ ≤ 1であるとき、BからΘ(x, λ)が現象する方向に
発せられ、B′を端点とするヌル測地線によって構成されるヌル測地線によって構成される
ヌル超曲面を一般化された light sheetと呼ぶ。後のため、一般化された light sheet L上
のヌルベクトル ka(x, λ)を ka = ±(∂/∂λ)aで定義する。ただし±は kaが未来向きか過去
向きかによって変化する。したがって、ある重力の理論においてブラックホールエントロ
ピーを計算する方法が与えられたとき、その公式が任意の連結 (D− 2)次元空間的超曲面
に適応可能であれば、一般化された expansion (3.3.22)を用いて一般化された light sheet
を構成することができる。そうすれば、一般化された covariant entropy bound(3.3.20)も
定義することができる。これはかなり一般的な議論だが、ブラックホールの地平線から
離れた接連結 (D − 2)次元空間的超曲面に対して適用できるブラックホール・エントロ
ピーの公式は、 一般相対論以外の重力理論には必ずしも存在しない。本研究では、f(R)
重力、canonicalなスカラーテンソル理論、ラヴロック重力のみを検討する。一般化され
た covariant entropy boundが定式化できる重力理論は他にもあるはずだが、そのような
可能性を探ることは本研究の範囲外であり、この 3種類の理論にのみ焦点を当てることに
する。

3.4 Simple examples

この節では f(R)重力と canonicalなスカラーテンソル理論を考え、前節で提示した一般
化された covariant entropy boundのアイデアを示す単純な例にする。

3.5 Wald entropy

前節で述べられたように、一般相対論を超える重力理論において一般化された covariant
entropy boundを定式化するためには、ブラックホール・エントロピーの定義を得ること
が必要である。本節では、Noether chargeとして定義されるWald エントロピー [40]

Sbh(H) = −2π

∫
H
dD−2x

√
hEabcd

R ϵabϵcd . (3.5.1)

を採用することにする。ここでHはKilling horizonの bifurcation surfaceであり、hは H
上の誘導計量のメトリック、 Eabcd

R は重力の作用をRabcdに関して変分をとったものであ
り、ϵabはHの binormalである。この節ではこの公式をHのみならず、前節で導入され
た (D − 2)次元曲面B(λ)に対しても適応する。

sbh = −2πEabcd
R ϵabϵcd . (3.5.2)
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この節では f(R)重力と canonicalなスカラーテンソル理論に対し、sbhを上記のようにと
ることにする。

3.5.1 f(R) gravity

f(R)重力
If =

1

16π

∫
dDx

√
−gf(R) , (3.5.3)

を考える。これより
sbh =

1

4
f ′(R) (3.5.4)

を得る。この節を通じて
f ′(R) > 0 , (3.5.5)

を仮定する。こうすることで、テンソル摂動による重力波が正の係数を持った運動項を持
つことができる。この時、一般化された expasnionは (3.3.22)で表され、(3.5.4)を持つ。
一般化された covariant entropy bound(3.3.20)は、(3.3.21) と (3.5.4)を用いて書き直

し、簡単に証明できる形にすることができる。このため、作用 (3.5.3)が

Ĩf =
1

16π

∫
dDx

√
−g [f ′(φ)R + f(φ)− φf ′(φ)] , (3.5.6)

と等価であることに注目する。ここで、f ′′(R) ̸= 0を仮定する（f ′′(R) = 0の時理論は一
般相対論に帰着する)。Einsteinフレームのメトリック gEabを導入し、スカラー場を

gEab ≡ [f ′(φ)]
2

D−2 gab , ϕ ≡
√

2(D − 1)

D − 2
ln f ′(φ) , (3.5.7)

のように再定義する。このスカラー場を用いると、(3.5.3)と等価な作用 (3.5.6)は

Ĩf =

∫
dDx

√
−gE

[
RE

16π
− 1

2
gabE ∂aϕ∂bϕ− V (ϕ)

]
(3.5.8)

と書き直せる。ここで

V (ϕ) ≡ 1

[f ′(φ)]
D

D−2

(φf ′(φ)− f(φ)) . (3.5.9)

gEµν で書かれた等価な作用 (3.5.8)は まさに Einstein-Hilbert作用であり、 ポテンシャル
V (ϕ)を持つ canonicalなスカラー場 ϕに結合している。 従ってEinsteinフレームにおけ
るブラックホールエントロピーはBekenstein-Hawking fomulaで表すことができて、

SE
bh(B(λ)) =

1

4

∫
B(λ)

dD−2x
√
hE(x, λ) (3.5.10)

である。ここで、hE(x, λ)は EinsteinフレームにおけるB(λ)上の誘導計量の行列式であ
る。ヌル測地線は共形変換によって変換した先でもヌル測地線のままである。しかしなが
ら、元々のフレームにおけるヌル測地線のアフィンパラメータ λはEinsteinフレームにお
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いてはアフィンパラメータではない。従ってEinsteinフレームにおけるアフィンパラメー
タ λEを導入する。

λE =
1

N (x)

∫ λ

0

[fR(x, λ
′)]

2
D−2dλ (3.5.11)

ここで
N (x) =

∫ 1

0

[fR(x, λ
′)]

2
D−2dλ′ (3.5.12)

であり、fR(x, λ)f ′(φ) = f ′(R) の L上の座標 (x, λ)における値である。 従って L上で
0 ≤ λE ≤ 1であり、 Bで λE = 0、B′で λE = 1である。また対応する L上の Einstein
frameにおける null generator kaEを

kaE ≡ N (x)[fR(x, λ)]
− 2

D−2ka . (3.5.13)

とする。
(3.5.7)における gEab と gabの関係式から、hE(x, λ) = h(x, λ) · [fR(x, λ)]2であること

がわかる。φに関する運動方程式が φ = Rを意味するため、Einsteinフレームにおける
Bekenstein-Hawkingエントロピー (3.5.10)は元々のフレームにおけるWaldエントロピー、
つまり (3.5.4)である (3.3.21)と一致する。また、Einsteinフレームにおける expansion θE
は元々のフレームにおける一般化された expansion、つまり (3.3.22)で sbhとして (3.5.4)
を用いたものに一致する。すなわち

θE =
∂

∂λE
ln
√
hE = N (x)[fR(x, λ)]

− 2
D−2Θ . (3.5.14)

従って、 θEとΘの符号は一致し、Einsteinフレームにおける light sheetと元々のフレー
ムにおける light sheetは同じである。
したがって、一般化された covariant entropy bound、つまり (3.3.20)で (3.3.21)かつ

(3.5.4)としたものは、Einsteinフレームでの面積などの値が (3.3.7)の二つの仮定

(i-f)
∂sE
∂λE

(x, λE) ≤ 2πT E(x, λE) ,

(ii-f)sE(x, 0) ≤ −1

4
θE(x, 0) , (3.5.15)

を満たすとき成立する。ここで、sE は Einsteinフレームにおけるエントロピー密度で
あり、T E ≡ (TE

ab + ∂aϕ∂bϕ)k
a
Ek

b
E、また TE

ab は Einsteinフレームにおけるエネルギー運
動量テンソルである。これら二つの仮定を元々のフレームの量で書き直すのは容易であ
る。SLはフレームの変換に対して不変であるため、

√
hEsEdλ

E =
√
hsdλであり、よって

s = sE[fR(x, λ)]
D

D−2/N (x)が成立する。エネルギー運動量テンソルの定義及び (3.5.7)に
ある gEab と gabの関係から Tab = TE

abf
′(R)がわかる。ここで Tabは元々のフレームにおけ

るエネルギー運動量テンソル。従って、(3.5.15)の (i-f)は

(i-f)
∂s

∂λ
(x, λ) ≤ 2πT (x, λ) + ∆f (x, λ) (3.5.16)

と書き直すことができる。ここで T ≡ Tabk
akb かつ

∆f ≡ 2πfR(x, λ)(k
a∂aϕ)

2 +
D

D − 2
s
∂

∂λ
ln fR(x, λ). (3.5.17)



38 CHAPTER 3. 一般相対性を超えた重力理論における共変なエントロピー上限

∆f の最初の項は常に非負である。また、第二項はいくつかの仮定を考えることによっ
て評価することができるようになる。本研究においては物質のエントロピーを連続なベク
トル場で表しているが、このことは理論に登場する物理量が十分に連続であることを意味
する。従って、局所的に熱平衡である理論のみを考えることにする。局所的に熱平衡な理
論は全ての理論を網羅するわけではないが、仮定の妥当さを議論する上では十分であると
考える。局所的に熱平衡な理論では、エネルギー密度とエントロピー密度はそれぞれ温度
の三乗と四乗に比例する。したがって、局所熱平衡性の仮定より lnfR(x, λ)の変化はその
系の局所的な温度より小さいため、∆f の第二項は精々局所的な温度に比例する量である
ため、∆f の第二項は 2πT (x, λ)より十分小さくなり、(i-f)の成立の是非に影響を与えな
い。このとき、(i-f)は (3.3.7)の (i)が満たされている限り、つまり

(i-f)′
∂s

∂λ
(x, λ) ≤ 2πT (x, λ) . (3.5.18)

である限り満たされることになる。一方で、(3.5.15)の (ii-f)は
(ii-f)s(x, 0) ≤ −sbh(x, 0)Θ(x, 0) (3.5.19)

と書き直すことができる。(ii-f)を 3.3節での議論を Einsteinフレームにおける系に適用
することで、(3.5.15)の形をした仮定 (ii-f)を根拠づけることができる。あるいは、この場
合の有効重力定数は f ′(R) に反比例するので、与えられた半径の球体内部のエネルギー
の上限は f ′(R) に比例することを利用して、3.3 節での議論をそのまま拡張し、f ′(R)が
定数あるいは十分ゆっくり変化するにおいて (3.5.19)の形をした (ii-f)を動機づけること
ができる。

3.5.2 Canonical scalar-tensor theory

canonicalなスカラーテンソル理論の作用は

Ist =
1

16π

∫
dDx

√
−g
[
F (φ)R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− U(φ)

]
(3.5.20)

である。ここで

sbh =
1

4
F (φ) (3.5.21)

を用いる。以降 F (φ) ≥ 0を仮定し、テンソルのゴースト不安定性を回避する。一般化さ
れた expansionは (3.3.22)で (3.5.21)としたものであり、一般化された covariant entropy
boundは (3.3.20)で (3.5.21)かつ (3.3.21)としたもので与えられる。

Einsteinフレームにおけるメトリックを導入し、スカラー場を再定義すると、
gEab = [F (φ)]

2
D−2 gab ,

ϕ =

∫
dφ̃

√
F (φ̃)−1 +

2(D − 1)

D − 2

[
F ′(φ̃)

F (φ̃)

]2
. (3.5.22)

このとき、作用は

Ist =
1

16π

∫
dDx

√
−g̃
[
R̃− 1

2
g̃µν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
(3.5.23)
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のように書き直すことができる。ここで
V (ϕ) = [F (φ)]−

D
D−2U(φ) (3.5.24)

である。作用 (3.5.23)は canonicalなスカラー場に結合した Einstein-Hilbert作用であり、
このフレームにおけるブラックホールエントロピーはBekenstein- Hawking公式から

SE
bh(B(λ)) =

1

4

∫
B(λ)

dD−2x
√
hE(x, λ) (3.5.25)

で与えられる。ここで、hEはEinsteinフレームにおける誘導計量の行列式である。Einstein
フレームのアフィンパラメータ λEを

λE =
1

N (x)

∫ λ

0

[F (x, λ′)]
2

D−2dλ′ , (3.5.26)

と定義する。ここで
N (x) =

∫ 1

0

[F (x, λ′)]
2

D−2dλ′ (3.5.27)

であり、F (x, λ)はL上の座標 (x, λ)におけるF (φ)の値である。従ってL上で 0 ≤ λE ≤ 1
であり、B上で λE = 0、B′上で λE = 1である。また、Einsteinフレームにおける Lの
null generator kaEを

kaE ≡ N (x)[F (x, λ)]−
2

D−2ka (3.5.28)

と定義する。
hE = h · [F (x, λ)]2であるため、Einsteinフレームにおける Bekenstein-Hawkingエン

トロピーは元々のフレームにおけるWaldエントロピーと一致する。Einsteinフレームに
おける θEは元々のフレームにおける一般化された expansionと関係し、

θE =
∂

∂λE
ln
√
hE = N (x)[F (φ)]−

2
D−2Θ (3.5.29)

である。従って θEとΘは同じ符号を持つ。したがって元々のフレームにおける一般化さ
れた light sheetと Einsteinフレームにおける light sheetは一致する。
したがって、Canonical scalar tensor理論において、一般化された covariant entropy

boundは Einsteinフレームでの量が (3.3.7)の仮定 (i)と (ii)を満たすとき、すなわち

(i-s)
∂sE
∂λE

(x, λE) ≤ 2πT E(x, λE) ,

(ii-s)sE(x, 0) ≤ −1

4
θE(x, 0) (3.5.30)

の両方を満たすとき成立する。f(R)重力の節における議論をそのまま使用すると、s =

sE[F (x, λ)]
D

D−2/N (x)かつ Tab = TE
abf

′(R)を得る。従って、(3.5.30)の (i-s)は

(i-s)
∂s

∂λ
(x, λ) ≤ 2πT (x, λ) + ∆s(x, λ) , (3.5.31)

と書き直せる。ここで T ≡ Tabk
akbであり、

∆s ≡ 2πF (x, λ)(ka∂aϕ)
2 +

D

D − 2
s
∂

∂λ
lnF (x, λ) . (3.5.32)
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∆sは F (φ)が正であることから非負である。f(R)重力と同じ議論によって∆sの第二項
は、F (φ)の分数変化率が温度の逆数ほどの距離において、局所熱平衡性の仮定より十分小
さいとき、2πT (x, λ)より小さくなる。この時、(i-s)の仮定は、元々のフレームで (3.3.7)
の条件 (i) を満たす時、つまり

(i-s)′
∂s

∂λ
(x, λ) ≤ 2πT (x, λ) (3.5.33)

を満たす時成立する。(3.5.30)の条件 (ii-s)は

(ii-s)s(x, 0) ≤ −sbh(x, 0)Θ(x, 0) (3.5.34)

と書き直すことができる。f(R)重力と同様に、3.3節での議論をEinsteinフレームにおけ
る系に適用することで、(3.5.15)の形をした仮定 (ii-s)を根拠づけることができる。ある
いは、この場合の有効重力定数は F (φ)に反比例するので、与えられた半径の球体内部の
エネルギーの上限は F (φ)に比例することを利用して、3.3 節での議論をそのまま拡張し、
F (φ)が定数あるいは十分ゆっくり変化するにおいて (3.5.34)の形をした (ii-s)を動機づけ
ることができる。

3.6 Lovelock gravity

この節ではD次元の Lovelock重力を考える。その作用は

I =
1

16π

∫
dDx

√
−g

[(D−1)/2]∑
n=1

αnLn[gµν ] ,

Ln[gµν ] =
1

2n
δµ1ν1...µnνnα1β1...αnβn

n∏
r=1

Rαrβr
µrνr (3.6.1)

である。また、3.3.1で提示された、一般化された covarinat entropy boundを議論する。

3.6.1 Wald-Jacobson-Myers entropy and covariant entropy bound

Sec.3.3.1で紹介した一般相対論を超えた重力理論に関する一般化された covariant entropy
bound は、ブラックホールエントロピーに関するよく定義された公式の存在を仮定して
いた。その公式はブラックホールのホライゾンだけでなく、一般化された light sheetを生
成する連結した (D− 2) 次元空間的超曲面にも適用することができる。Sec. 3.4では f(R)
重力と canonicalなスカラーテンソル理論に関してWaldの公式 (3.5.1)を採用した。残念
ながら、Lovelock termsの存在によってWaldエントロピーは非定常なブラックホールに
対して不定性を持つことが知られている [41]1。D次元空間で、n > (D− 1)/2を満たす n
に対し、n-th Lovelock term

√
−gLn[gµν ]は全微分項となり、運動方程式には寄与しない。

にもかかわらず、実際に計算することで n > (D − 1)/2の項がWaldエントロピーに寄与
することがわかる。例えば、n = 4のとき、2nd Lovelock termはラグランジアンにおい
て全微分項になるが、Wald entropyには

Rpq
pq = R(2) + (terms bilinear in K1 and K2) (3.6.2)

1See [42, 43]では Hormdeski　 thoeryにおけるよく似た状況について述べられている。
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の形で寄与する。ここでRµν
ρσは 4次元のリーマン曲率テンソル、R(2)は p、qという座

標を持つ、2次元のホライゾン断面上の誘導計量のリッチスカラーであり、K1,2はホライ
ゾン断面に直行するヌル方向に沿った第二基本形式である 2。 2次元のホライゾン断面上
のR(2)の積分は定数となるため、その変分はゼロになり、Wald エントロピーに寄与しな
い。一方で、(3.6.2)のK1 や K2に bilinearな項はWald エントロピーにノンゼロで定数
でもない寄与を与える。任意の定数係数を持つ 2nd Lovelock termが 4次元の運動方程式
に寄与しないことを考慮すると、この結果は、非定常ブラックホールに対して等価な作
用が異なるWald エントロピーを与えることを示す。一方で、定常なブラックホールでは
K1, K2の項は消えるため 3、Wald エントロピーは定数を除いて一意である。すなわち、
Lovelock termが存在する場合はWald エントロピー (3.5.1)は定常なブラックホールにの
み適用できることが知られている。より一般の場合、例えば非定常なブラックホールや一
般の連結 (D − 2)次元空間的超曲面については、Waldの公式を修正する必要がある。こ
の修正は元々はWaldエントロピーの不定性からくるものであった。Waldエントロピー
には三つの不定性があり [31]、それらのうち二つはKillingホライゾンでないブラックホー
ルホライゾンに対してノンゼロの寄与を与える。
本論文においては、Lovelock重力におけるブラックホールエントロピーの公式として

Sbh(B) =

∫
B

dD−2x
√
hsbh (3.6.3)

を採用する [45]。ここでBは連結 (D− 2)次元空間的超曲面であり、hはB上の誘導計量
hpqの行列式で、sbhは

sbh =
1

4

[(D−1)/2]∑
m=1

mαmLm−1[hpq] (3.6.4)

で与えられる。Lm−1[hpq]は (D−2)次元空間上のメトリックhpqによって構成される (m−1)-
th Lovelock termで、L0[hpq] = 1である。このブラックホール・エントロピーの公式は、
Bをホライゾン断面としたとき、Jacobson-Myers（JM）エントロピーと呼ばれるもので
ある。JMエントロピーは、Bを静的ブラックホールのホライゾンとしたときのWaldエ
ントロピーと一致する。静的ブラックホール時空の周りに非定常な線形摂動を与えた場
合、摂動されたブラックホールの水平線の JMエントロピーは以下の 3つの性質を持つこ
とから、JMエントロピーはLovelock重力における静的ブラックホールのみならず、非静
的なブラックホールのエントロピーとしても適格であることが示唆される。一つは、JM
エントロピーは事象の地平線の未来方向に沿って減少しないこと [46]で、古典的なブラッ
クホールの第二法則と似た法則が JMエントロピーに成立することである。Dongエント
ロピーは f(Riemann)重力と対をなす理論におけるエンタングルメトロピーの一つであり、
JMエントロピーの候補である。二つ目は、generalized second lawがいくつかの妥当な仮
定の元に成立することである [46]。三つ目は、JMエントロピーが、Dongエントロピー
[47]と一致することである。Dong エントロピーは一般の f(Riemann)重力に対して双対な
理論におけるホログラフィックエンタングルメントエントロピーであり、Lovelock重力に
対しては JMエントロピーになる。このような理由から、JMエントロピーは、非定常ブ
ラックホールにおいても、Lovelock重力におけるブラックホールエントロピーとして機能
することが期待されている。そこで、(3.6.4) を採用し、Lovelock重力における一般化さ
れた covariant entropy booundを定式化することにする。

2リーマン曲率テンソルの二つのヌル方向に関する分解に関しては [44]参照
3定常な Killingホライゾンに関しては二つのホライゾン断面に直行するヌル方向のうち一つはホライゾ

ンに沿っているため、K1 あるいは K2 のいずれかが消える。
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3.6.2 EGB gravity with spherical symmetry

この節の残りでは簡単のため Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) 重力のみを考える。すなわ
ち重力の作用が一次、二次の Lovelock termで与えられ、

I =
1

16π

∫
dDx

√
−g (R + αL2[gµν ]) (3.6.5)

となる。ここで L2[gµν ] = R2 − 4RµνRµν + RµνρσRµνρσであり、α1 = 1とし、 α2 = αと
おいた。このとき、(3.6.4)で示された JMエントロピーにおける sbhは

sbh =
1

4

[
1 + 2αR(D−2)

]
(3.6.6)

となる。ここでR(D−2)はB上の hpqによるリッチスカラーである。また、
α > 0 (3.6.7)

と仮定する。この仮定は弦理論から動機付けられている ([48, 49]参照)。この仮定により、
ホライゾンの面積を固定した上で高階微分項を追加するとブラックホールエントロピー
が増加する。ブラックホールエントロピーをブラックホールを実現する状態数の対数を
とったものだと考えると、高階微分項を追加することでよりエネルギーの高い状態 (heavy
mode)が理論に含まれるようになり、ブラックホールエントロピーが増加することは妥当
である。
さらに簡単にするために、球対称な時空のみを考えることとする。二つのヌル方向を

持つメトリックは球対称時空で一般に
ds2 = −2e−f(u,v)dudv + r2(u, v)Ωpqdx

pdxq . (3.6.8)

ここでΩpqdx
pdxqは単位 (D − 2)球のメトリックである。JMエントロピーの公式 (3.6.6)

はこのとき
sbh =

1

4

[
1 +

2α(D − 2)(D − 3)

r2

]
(3.6.9)

となる。一般化されたMisner-Sharp質量 [50]は

m =
(D − 2)aD−2

16π

[
rD−3(1 + 2efr,ur,v) + α̃rD−5(1 + 2efr,ur,v)

2
]

(3.6.10)

と定義される。ここで aD−2 = (D − 1)π
D−1
2 /Γ((D + 1)/2)は単位 (D − 2)次元球の面積

で、α̃ = (D − 3)(D − 4)αとおいた。dominant energy conditionを仮定すると、mは中
心 (r = 0)と交差する点で正則である空間的か光的な超曲面において非負であることが従
う [51]。さらに、このmの定義は

1 +
2α̃

r2
(1 + 2efr,ur,v) = ±

√
1 +

64πα̃m

(D − 2)aD−2rD−1
(3.6.11)

と書き直せる。この方程式は理論の球対称解を二つの分岐 (branch)に分ける。±が “+”
のときGR-branchと呼ばれ、“−”のとき non-GR branchと呼ばれる。この二つの分岐は、
radial null vectorに対して null energy conditionを仮定した時、curvature singularityで
のみ一致するという意味で異なるものである。
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α → 0の極限で一般相対論に帰着するのはGR branchであるため、以降GR branch
のみを考える。GR branchでは、radial null vectors(回転方向のベクトル全てと直行す
るベクトル)に対して null energy conditionを課すことは、radial null vectorsに対して
null convergence conditionを課すことになる [52](後述の (3.6.13)を参照)。すなわち、GR
branchのブラックホール時空では、null energy conditionを課すと、apparent horizonが
常に event horizonの内側に存在することになる。

3.6.3 Proof in EGB gravity with spherical symmetry

この節では球対称な時空における EGB重力のGR branchを考え、3.3.1節で提示された
一般化された covariant entropy boundを証明する。そのとき、sbhとして (3.6.6) あるい
は (3.6.9)を採用する。証明にあたって、3.3.1節と同様に、一般化された light sheet L上
で座標 (x, λ)を採用する。また、Lに対して

(i-gb)
∂s

∂λ
(x, λ) ≤ 2πT (x, λ) ,

(ii-gb)s(x, 0) ≤ −sbh(x, 0)Θ(x, 0) (3.6.12)

と仮定する。ここで T = Tabk
akb, Tabは物質場のストレスエネルギーテンソルであり、Θ

は (3.3.22)で (3.6.6)あるいは (3.6.9)を採用したものである。これら２つの仮定は一般相
対論における (3.3.7)に、 f(R)重力における (3.5.18)と (3.5.19)に、また canonicalなス
カラーエネルギー理論における (3.5.33)と (3.5.34)に相当する。
球対称性を仮定したため、メトリック (3.6.8)を採用する。さらに、ヌル方向位の座標

uをL上で u = λとなるように再定義する。ここで λは.3.3.1節で導入された規格化され
たアフィンパラメータである。これにより、Lは 定数 vLを用いて v = vLかつ 0 ≤ u ≤ 1
の曲面として表される。また、L上で測地線方程式 f,u = 0が成立する。一方、L上でな
い場所では uと λは必ずしも関係しておらず、f,uvはL上でノンゼロの値をとりうる。関
係式

8πTuu = Ruu

[
1 +

2α̃

r2
(1 + 2efr,ur,v)

]
(3.6.13)

はこの証明において重要な役割を果たす。ただし

Ruu = −D − 2

r
(r,uu + f,ur,u) (3.6.14)

である。GR branchでは (3.6.13)と Tuu ≥ 0よりRuu ≥ 0が従う。つまり、前節で述べた
ように、radial null vectorsに対する null energy conditionが radial null vectorsに対する
null convergence conditionを意味することがわかる。L上に議論を限定すると、

T = −D − 2

8π

r,uu
r

[
1 +

2α̃

r2
(1 + 2efr,ur,v)

]
on L (3.6.15)

となる。また、L上で r,uu ≤ 0である。これから証明を進める。(3.6.12)の仮定 (i-gb)を
一度積分し、(3.6.15)を用いると

s(λ)− s(0) ≤ −D − 2

4

∫ λ

0

du
r,uu
r

[
1 +

2α̃

r2
(1 + 2efr,ur,v)

]
= −D − 2

4

[
r,u
r

(
1 +

2α̃

r2

)]u=λ
u=0

− F (λ) (3.6.16)
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を得る。ここで v = vLとなり、また

F (λ) =
D − 2

4

∫ λ

0

du

[(r,u
r

)2(
1 +

6α̃

r2

)
+ 4α̃

r,uu
r3

efr,ur,v

]∣∣∣∣
v=vL

(3.6.17)

である。次に、(3.6.12)の仮定 (ii-gb)は

s(0) ≤ −D − 2

4

r,u
r

(
1 +

2α̃

r2

)∣∣∣∣
u=0,v=vL

(3.6.18)

となる。(3.6.16)と (3.6.18)を用いると、

s(λ) ≤ −D − 2

4

r,u
r

(
1 +

2α̃

r2

)∣∣∣∣
u=λ,v=vL

− F (λ) (3.6.19)

を得る。この不等式に aD−2r
D−2 をかけ、λ = 0から λ = 1まで積分する。ただし aD−2は

単位 (D − 2)球面の表面積。すると、

SL ≤ Sbh(B)− Sbh(B
′)− aD−2

∫ 1

0

dλF (λ)rD−2(λ) (3.6.20)

を得る。仮定 ∫ 1

0

dλF (λ)rD−2(λ) ≥ 0 (3.6.21)

をおくことで証明が完了する。
最後に、この仮定 (3.6.21)が妥当かどうかを考えなければいけない。まず、一般相対

論に対する Gauss-Bonnet項の補正が subdominantであるとき、(3.6.17)で定義された
F (λ)の支配的な項は F (λ) ≃

∫ λ
0
du(D − 2)(r,u/r)

2/4|v=vL ≥ 0となり、仮定 (3.6.21)が
成立する。さらに、Gauss-Bonnet項の補正が subdominantでないときにも、L が補足
面 (trapped region)に入っていないとき (3.6.21)が成立することを言える。そのとき L
上では、efr,ur,v = efθuθv/(D − 2)2r2である。θuと θv はそれぞれのパラメータに対応
する expansion。したがって efr,ur,v ≤ 0である。L上で efr,ur,v ≤ 0と (3.6.7)とGR　
branchにおいて null convergence　 conditionを意味する r,uu ≤ 0を用いることで、 L上
で F (λ) ≥ 0であり、(3.6.21)が成立することがわかる。

3.6.4 Corollary: generalized second law in EGB gravity with
spherical symmetry

この小節では前節で証明した球対称ブラックホール時空におけるGR branchのEGB重力
における一般化された covariant entropy boundを応用し、generalized second lawを証明
する。
証明の前に、null energy condition下での JMエントロピーに関するブラックホール

event horizonの古典的な第二法則を証明しておこう。前節で述べたように、GRブラン
チのブラックホール時空では、radial null vectorに対して null energy conditionが成立す
れば、null convergence conditionが成立し、apparent horizonは常に event horizon上か
その内側にあることになる。null convergence conditionが成立する場合、測地線の負の
expansionを持つ点が存在すると、有限の距離で expansionが発散する点が存在することを
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示すことができる。したがって、event horizonの面積は時間的に減少せず、event horizon
の上で時空がアンチトラップされないという仮定 efr,ur,v ≤ 0のもと、event horizonの面
積は時間について広義単調現象である。また、

d

dr
(sbhr

D−2) =
D − 2

4
rD−3

(
1 +

2α̃

r2

)
(3.6.22)

を用いると、GR branchの定義、仮定 (3.6.7) と不等式 efr,ur,v ≤ 0から sbhr
D−2が rに

ついて増加関数であり、ホライゾンの面積のみだけでなく、Sbhが event horizon上で時間
に関して広義単調増加関数であることが示される。すなわち、古典的なブラックホール第
二法則は、GR branchが選ばれたことと null energy conditionを仮定すると JMエントロ
ピーに関して成立する。
古典的な第二法則より強い主張であるGeneralized second lawを証明しよう。null en-

ergy condition と the dominant energy conditionを仮定する。上述したようにブラック
ホールの event horizon上で efr,ur,v ≤ 0であり、event horizon上で評価されたJM entropy
は時間の広義単調増加関数である。したがって、event horizonの一部を過去向の一般化
された lishgt sheetLの一部とし、一般化された covariant entropy boundがL上で成立す
るとする。 BとB′をそれぞれLの未来と過去の端点となる断面とすると、一般化された
covariant entropy boundにより

SL ≤ Sbh(B)− Sbh(B
′) (3.6.23)

が成立する。dominant energy conditionと second law of thermodynamicsをブラックホー
ルの外側の領域に拡大すると、

Smatter(B) + SL ≥ Smatter(B
′) , (3.6.24)

ここで Smatter(B)と Smatter(B
′)はそれぞれ event horizonの外側にあるB及びB′と交差

する空間的超曲面上の物質のエントロピーである。また、この二つの空間的超曲面はそれ
ぞれ交差しないと仮定する。この二つのエントロピーの差は物質がブラックホールに九州
されるか、何かしらの物理的過程によってエントロピーが増加することによるものであ
る。前者は light sheet上に分布する物質のエントロピー SLに等しく、不等式 (3.6.24)が
成立する。この二つの不等式を組み合わせると、

Sbh(B) + Smatter(B) ≥ Sbh(B
′) + Smatter(B

′) (3.6.25)

を得る。これはまさに generalized second lawである。

3.7 Summary of this part

本研究において、元々一般相対論で構築された covariant entropy boundを, 3.3.1節で提
示されているように一般相対論を超えた重力理論に拡張した。具体的かつ単純な例とし
て、熱力学的な極限を仮定した f(R)重力と canonicalなスカラーテンソル理論において、
Bekenstein-Hawkingエントロピーの代わりにWaldエントロピーを使って一般化された
covariant entropy boundを構築した。より非自明な例として本研究では Lovelock重力を
考えた。Lovelock重力ではWaldエントロピーは非定常時空では曖昧さを持つことを指摘
した。したがって代わりに Jacobson-Myers (JM)エントロピーを採用した。このエント
ロピーは、非定常空間にも適用可能であり、定常ブラックホール周りの非定常摂動におい
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て、古典第二法則と一般化第二法則を線形オーダーまで満たすことが知られている。JM
エントロピーを用いて、Lovelock重力における一般化された covariant entropy boundを
提案し、その後、Lovelock重力の最も単純かつ非自明な例であるEinstein-Gauss-Bonnet
（EGB）重力の球対称時空の場合に対して、一連の妥当な仮定の下で証明を行った。証明
に用いられている仮定は (3.6.12)と (3.6.21)にまとめられている。(3.6.12)での仮定は一
般相対論の証明に用いられている仮定 (3.3.7)のアナロジーであり、3.3 節の Set Upでそ
の動機が語られている。(3.6.21)の仮定が妥当であるということが 3.6.3節で議論されて
いる。また、証明の系として JMエントロピーが球対称時空の EGB重力で、GR branch
をとった場合、完全に非線形なオーダーにおいて、すなわち定常時空からの変化が高々線
形であるという過程を除いて、generalized second lawを満たすことを示した。
これらの結果は、我々が提案した一般化された covarinat entropy boundをある程度支

持する証拠となる。ただし、Lovelock重力については、球面対称性を持つEGB重力しか
考えていない。また、熱力学的極限と、エントロピーの流れが時間軸ベクトルで表現でき
る流体的な物質しか議論していない。covarinat entropy boundを重力のホログラフィック
な性質と考えれば、この boundはより一般的な物質設定でも成立することが期待される。
したがって、これらの制約を取り除くことが今後の課題の一つである。また、この bound
を他の重力理論にも拡張することは興味深いことである。いくつかのタイプの重力理論が
研究されており、特に f(Riemann)重力においてはブラックホールエントロピーの有力な
候補として、Dongエントロピーが存在する。このエントロピーは、f(Riemann)理論と双
対な理論のエンタングルメントエントロピーとして導かれ、古典的な第二法則を満たす。
Dongのエントロピーは Lovelock重力における JMエントロピーと一致するので、この論
文の議論は、Dongのエントロピーを持つ f(Riemann)理論に拡張できる可能性がある。
また、一般化された covarinat entropy boundが様々な重力理論で成立する構造的な理

由を明らかにし、エントロピーの制限が成立する理論空間を特定することも今後の重要な
課題である。



Chapter 4

スカラー・テンソル理論における宇宙的メ
モリー効果について

本章ではスカラー・テンソル理論において、平坦宇宙を背景場とした際にスカラー摂動に
よるメモリー効果の計算する方法を解析する。本章は発表済みの論文 [53]に基づく。

4.0.1 Linear perturbations of ScalarTensortheory

重力に関する部分の摂動を次のようにとる1

δφ , δg00 = −2N̄2α , δg0i = N̄ (∂iβ + βi) , (4.0.1)

δgij = a2
[
2ψδij + 2

(
∂i∂j −

1

3
δij∂

2

)
E + 2∂(iCj) + hij

]
ここで {α, β, ψ,E, δφ} はスカラー摂動であり、 {βi, Ci}はベクトル摂動で ∂iβi = 0 =
∂iCi を満たす。また hij はテンソル摂動で tracelessかつ transverse である。すなわち、
hii = 0 = ∂ihij。
すでに述べたように、粒子のエネルギー運動量テンソルは背景に寄与せず、摂動の段

階で初めて影響を持ち始める。従って、粒子のエネルギー運動量テンソルをメトリックの
摂動と同じように以下のように分解する。

T
(P )
00 = −2N̄2α(P ) , T

(P )
0i = N̄

(
∂iβ

(P ) + β
(P )
i

)
,

T
(P )
ij = a2

[
2ψ(P )δij + 2

(
∂i∂j −

1

3
δij∂

2

)
E(P ) + 2∂(iC

(P )
j) + Tij

]
. (4.0.2)

ここで、{α(P ), β(P ), ψ(P ), E(P )}はスカラー接動, {β(P )
i , C

(P )
i }は発散がゼロになるベクト

ル摂動。 Tijは traceless かつ transverse なテンソル摂動である。
完全流体の場合、エネルギー密度と４次元運動量の摂動を

δT 0
0 = −δρ , δUi = −∂iU + UT

i . (4.0.3)

と定義する。ここで (δρ, U) はスカラー摂動で UT
i は発散がゼロのベクトル摂動である。

圧力と４次元運動量の時間方向成分の摂動は独立していない成分で、

δp = c2s δρ , δU0 = −N̄α , c2s ≡
dp̄

dρ̄
. (4.0.4)

1A(iBj) = (AiBj +AjBi)/2.

47
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ここで cs は スカラー摂動の音速である。
ベクトル摂動およびテンソル摂動はスカラー場 φに依らず、従ってこれらの摂動から

得られるものは一般相対論から得られる結果と全く同じであることに注意する [2]。すな
わち、ベクトル摂動はメモリー効果に寄与せず、テンソル摂動は寄与する。 従って、 ベ
クトル摂動は以降考慮しない。テンソル摂動の結果は触れるに留めて、スカラー摂動に焦
点をあてることにする。
テンソル摂動はゲージ不変であり、また、背景場でノンゼロの項を持たない粒子のエ

ネルギー運動量テンソルもまたゲージ不変である。テンソル摂動 hij および Tijに関する
線形アインシュタイン方程式 (2.1.5)は

M2
Pl

2

(
ḧij + 3Hḣij −

1

a2
∂2hij

)
= Tij (4.0.5)

である。
スカラー摂動はゲージ不変ではないため、重力に関する部分において以下のゲージ不

変なスカラー摂動

ζ ≡ ψ − H
˙̄φ
δφ (4.0.6)

を導入する。またユニタリゲージ

δφ = 0 , E = 0 , ψ = ζ (4.0.7)

を採用する。
計算を簡単にするため、δρ から新しく導入された摂動変数 δχへの変形を以下の完全

流体の部分において行う:2

δρ

ρ̄
=

1 + w

c2s

(
˙δχ

v
− α

)
(4.0.8)

ここで背景場の量 v は一階微分方程式

v̇ + 3Hc2sv =
˙̄φF̄φ
2F̄

(
3c2s − 1

)
(4.0.9)

の解である。背景場の配位を明示的に与えられた時、この式を解いて vの実際の形を得
ることができる。

ζ, δχ, α, βのスカラー摂動に関する線形アインシュタイン方程式 (2.1.5) より

2M2
Pl

[
3H
(
ζ̇ − αH

)
− 1

a2
∂2 (ζ +Hβ)

]
= −α ˙̄φ2 +

1 + w

c2s
ρ̄

(
˙δχ

v
− α

)
− 2α(P ) , (4.0.10)

2M2
Pl∂i

(
ζ̇ −Hα

)
= −∂i

[
δχ

v
(1 + w)ρ̄+ β(P )

]
, (4.0.11)

2(4.0.8) の変換は新しい場 δχの微分項を含み、点変換ではない。この変換を行う方法としてハミルトニ
アン形式に移行して清純変換として行う方法が挙げられる。ここではラグランジアン形式で行えるより簡
単な方法として [54]の Appendix B で挙げられている手法を採用する。
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1

a2
M2

Pl∂
i∂j

(
ζ + α + β̇ +Hβ

)
= −2∂i∂jE

(P ) for i ̸= j , (4.0.12)

2M2
Pl

[
ζ̈ +H

(
3ζ̇ − α̇

)
−
(
2Ḣ + 3H2

)
α− 1

3a2
∂2
(
ζ + α + β̇ +Hβ

)]
= α ˙̄φ2 − (1 + w)ρ̄

(
˙δχ

v
− α

)
− 2ψ(P ) for i = j (4.0.13)

を得る。
(2.1.9)の時間方向性分を線形化することによって、

δ̈χ

v
+

3H

2

[(
1− c2s

) ˙δχ

v
+ (3c2s − 1)α

]
+ 3c2s ζ̇ − α̇− c2s

a2
∂2
(
δχ

v
+ β

)

= −
˙̄φF̄φ
4F̄

(
3c2s − 1

)( ˙δχ

v
− 3α

)
(4.0.14)

を得る。ここで v̇を除去するためにEq. (4.0.9) を用いた。Eq. (2.1.9)の空間成分は v̇ を
Eq. (4.0.9)に代入すると自動的に満たされる。スカラー場の線形運動方程式 (2.1.7) より

3ζ̇ − α̇ +
2V̄φ
˙̄φ
α− 1

a2
∂2β

= − F̄φ
˙̄φF̄

{
α(P ) + 3ψ(P ) + (1 + w)

ρ̄

2c2s

[(
1− 5− 3w

1 + w
c2s

)
α−

(
1− 3c2s

) ˙δχ

v

]}
, (4.0.15)

を得る。ここで ¨̄φを除去するために (2.1.20)を用いた。 粒子のエネルギー運動量テンソ
ルに関する保存則 (2.1.10)を線形化することで

α̇(P ) + 3H
(
α(P ) − ψ(P )

)
+

1

2a2
∂2β(P ) = −

˙̄φF̄φ
2F̄

(
α(P ) + 3ψ(P )

)
, (4.0.16)

β̇(P ) + 3Hβ(P ) − 2ψ(P ) − 4

3
∂2E(P ) = 0 (4.0.17)

を得る。
続いて、non-dynamicalな場である α と β を除去することを考える。 まず、 Eqs.

(4.0.10) と (4.0.11)を用いて αと β の表式を得る。 これらの表式を Eqs. (4.0.12) と
(4.0.15) に代入して α̇ と β̇に関する表式を得る。 α̇, β̇, α, β の標識を Eqs. (4.0.13) と
(4.0.14)に代入すると

L.ξ = −4πµ(P ) , (4.0.18)

L ≡ −
[
1

d

N̄dτ

(
d

N̄dτ

)
+N

d

N̄dτ
−C

1

a2
∂2 +M

]
を得る。ここで 2× 1 行列

ξ
.
=

(
ζ
δQ

)
≡
(

ζ
δχ+ v

H
ζ

)
, µ(P ) .=

(
µ
(P )
ζ

µ
(P )
δQ

)
(4.0.19)
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を定義し、 2× 2 行列N とC はノンゼロの成分が

N11 = −2V̄φ
˙̄φ

− 3H − 2Ḣ

H
− (3w − 1)ρ̄

F̄φ
˙̄φF̄

,

N12 = −1 + w

c2s

ρ̄H

2v

[
(1− c2s)

HM2
Pl

+
(
3c2s − 1

) F̄φ
˙̄φF̄

]
= −

(
1 + w

c2s

ρ̄H2

˙̄φ2v2

)
N21 ,

N22 =
˙̄φ2

4

[
6H
˙̄φ2

(
1− c2s

)
+
(
3c2s − 1

) F̄φ
˙̄φF̄

]
, (4.0.20)

C11 = 1 , C22 = c2s , (4.0.21)

である。
2× 2 行列M の全成分はノンゼロであり、 M11 ̸= 0, M12 ̸= 0, M21 ̸= 0, M22 ̸= 0。ま

た、粒子のソースµ(P )の成分は µ
(P )
ζ および µ

(P )
δQ で表され、Mとµ(P )の具体的な成分は

以下の通りである。後述するようにこれらの具体系はCosmological memory effectを計算
する上で必要としない。
質量行列 Mの成分は

M11 =
(w + 1)ρ̄

4M2
Plc

2
s

{
2ϵ
(
3c2s − 1

)
− 6c2s

(
1 + c2s

)
+

(1 + w)ρ̄ (1− c2s)

H2M2
Pl

− 4c2sV̄φ
H ˙̄φ

+
(3c2s − 1) 2M2

PlF̄
2
φ

F̄ 2

+
[
˙̄φ2
(
3c4s − 4c2s + 1

)
− ρ̄

(
(3w − 5)c2s + w + 1

)
− 2H2M2

Pl

(
3c2s − 1

) (
ϵ− 3c2s

)] F̄φ
H ˙̄φF̄

}
,

M12 =
(w + 1)ρ̄

4M2
Pl

{
3
(
1− 3c2s

) ˙̄φF̄φ
2HF̄

−
˙̄φ2 (c2s − 1)

H2M2
Pl

+ 15c2s − 4ϵ+ 3

}
,

M21 =
1

2v

{
ϵH
(
3 + 4ϵ− 9c2s

)
− (w + 1)ρ̄ ˙̄φ2 (c2s − 1)

2H3M4
Pl

− (w + 1)ρ̄ (−9c2s + 4ϵ+ 3) + 12 ˙̄φ2

2HM2
Pl

+

[(
1− 3c2s

) F̄φ
HF̄

− 2 ˙̄φ

H2M2
Pl

]
V̄φ −

(
3c2s − 1

) (
7 ˙̄φ2 + 2(3w − 1)ρ̄

) F̄ 2
φ

2HF̄ 2

+

[
(5ϵ− 3)

(
3c2s − 1

)
− ρ̄ (3(w + 1)c2s + 11w − 5)

2H2M2
Pl

]
˙̄φF̄φ
2F̄

+
(
3c2s − 1

) ˙̄φ2F̄φφ
HF̄

}
,

M22 =
(w + 1)ρ̄

4M2
Pl

[
3− 4ϵ+ 15c2s +

(
1− c2s

) ˙̄φ2

H2M2
Pl

+ 3
(
1− 3c2s

) ˙̄φF̄φ
2HF̄

]
, (4.0.22)

であり、ここで ϵ ≡ −Ḣ/H2と定義した。
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粒子のソース行列µ(P )の成分は

µ
(P )
ζ = − 1

4πM2
Pl

{
α(P ) + ψ(P ) +

2

3
∂2E(P ) −

[
(3− ϵ)H +

V̄φ
˙̄φ
− (1 + w)ρ̄

4HM2
Plc

2
s

(
1− c2s

)]
β(P )

}
+

HF̄φ
4π ˙̄φF̄

[
α(P ) + 3ψ(P ) +

(1 + w)ρ̄

4HM2
Plc

2
s

(
1− 5− 3w

1 + w
c2s

)
β(P )

]
,

µ
(P )
δQ =

v

4πHM2
Pl

{
c2sα

(P ) + ψ(P ) +
2

3
∂2E(P )

− 1

4

[ (
3− 4ϵ+ 15c2s

)
H + ˙̄φ2

(
(1− c2s)

HM2
Pl

− 3

2

(
3c2s − 1

) F̄φ
˙̄φF̄

)]
β(P )

}
(4.0.23)

である。

4.1 The retarded gravitational field

conformal time η =
∫
[N̄(τ)/a(τ)]dτ を用いると、 背景の線分要素 (2.1.15) は共形平坦

な形
ds2 = a(η)2

(
−dη2 + δijdx

idxj
)

(4.1.1)

をとる。テンソル摂動について、(4.0.5)は[
∂2η +

2

a

da

dη
∂η − ∂2

]
hij = 4πa2µij (4.1.2)

である。ここで規格化されたソース µij ≡ 1
2πM2

Pl
Tijを定義した。

スカラー摂動については, Eq. (4.0.18) を各要素について書き下すと[
∂2η +

(
aN11 −

1

a

da

dη

)
∂η − ∂2 + a2M11

]
ζ +

[
aN12∂η + a2M12

]
δQ = 4πa2µ

(P )
ζ ,

(4.1.3)[
∂2η +

(
aN22 −

1

a

da

dη
c2s

)
∂η − c2s∂

2 + a2M22

]
δQ+

[
aN21∂η + a2M21

]
ζ = 4πa2µ

(P )
δQ

(4.1.4)

が得られる。
既に述べたように、テンソル摂動 hijに関するmemory effect は [2]で議論されている。

さらに、完全流体のスカラー成分の自由度に対応する δQという場は、一般相対論におい
てはメモリー効果に寄与しないことがわかっている [2]。従って重力のスカラー成分 ζにの
み注目すればいい。より正確には ζに関する遅延グリーン関数の direct partのみを得れば
いいということが期待される。この direct partはこの節および 4.3節の主な議題である。
refapp-Greenにおいては、第一原理からはじめ、スカラーテンソル理論におけるスカラー
成分 ζ および δQの fundamental solutions を導出する。そして、δQ が ζの lightcone上
で得意にになる点を持たない [Eq. (4.3.46)] が、lightconeの内側において ζ の発展を変化
させることを見る [Eqs. (4.3.47)]。従って、 δQ は ζの direct partに寄与しない。対応す
る遅延グリーン関数の direct partを計算することができる [Eq. (4.3.68)]。この結果を用
いるならこの節の以下の議論を省略することができる。
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この節では、厳密さでは劣るがより直感的に理解しやすい方法で同じ結果を得ること
にする。結果にのみ興味がある場合は 4.4節に移ってよく、また厳密な取り扱いに興味が
ある場合は 4.2節及び 4.3節を参照されたい。

4.3節で示すが、 δQ に関する遅延グリーン関数は ζの light cone上で特異性を持たな
い。従って Eq. (4.1.3) における δQ に比例する項を ζ のソースとして扱ってよく、この
時 Eq. (4.1.3) は [

∂2η +
2

Aζ

dAζ
dη

∂η − ∂2 + a2M11

]
ζ = 4πa2µζ (4.1.5)

と書き直すことができる。ここで

µζ ≡ µ
(P )
ζ − 1

4π

(
1

a
N12∂η +M12

)
δQ , (4.1.6)

Aζ(η) ≡ a(η) exp

[
1

2

∫
η

(
aN11 −

3

a

da

dη̄

)
dη̄

]
(4.1.7)

と定義した。
このとき対応するグリーン関数は[

∂2η +
2

Aζ

dAζ
dη

∂η − ∂2 + a2M11

]
Gret
ζ (x, x′) =

4π

a2
δ(4)(x− x′) (4.1.8)

を満たす。
一般に上記の方程式に対する遅延解は

Gret
ζ (x, x′) = [Uζ(x, x

′)δ(σζ) + Vζ(x, x
′)Θ(−σζ)] Θ(t− t′) (4.1.9)

次ように書き表すことできる。この表し方をHadamard representation [55, 56]と言う。こ
こでUζ と Vζ はそれぞれ direct partと tail partを特徴づける量であり、 σζ(x, x

′) は点 x
と点 xにおける geodetic interval (geodesic distanceの 2乗) で

ḡµν∇̄µσζ∇̄νσζ = 2σζ (4.1.10)

を満たす。ここでバーは共変微分が背景場のメトリック ḡµνによって構成されていること
を示している。 [57, 58, 59]で示されている手法を用いると、(4.1.8)に

Gret
ζ (x, x′) =

Aζ(η
′)

Aζ(η)a(η′)2
gretζ (x, x′) (4.1.11)

を代入し、[
∂2η − ∂2 +

(
a2M11 −

1

Aζ

d2Aζ
dη2

)]
gretζ (x, x′) = 4πδ(4)(x− x′) (4.1.12)

を得る。この方程式は平坦な空間におけるグリーン関数とよく似ている。実際、(4.1.12)
の左辺の最初の二項は平坦な空間での微分演算子に対応し、direct part を決定するもの
である。従って、(4.1.11)における Gret

ζ と gretζ の関係を考えると、(4.1.9)から

Uζ(x, x
′) =

[
Aζ(η

′)

Aζ(η)

]
Ū(x, x′) (4.1.13)
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を得る。ここで Ū は平坦な空間での対応する量。Ū = 1を用いると、グリーン関数 (4.1.9)
の direct part は

Uζ(η, η
′) =

Aζ(η
′)

Aζ(η)
(4.1.14)

となる。この結果はより厳密な方法で導かれ (4.3.68) と一致する。
質量項を除くと、Eqs. (4.1.2) と (4.1.5) は同じ形をしており、したがってAζ はスカ

ラーモード ζにおける実質的なスケールファクターとなっている。従って、同様の方法で
テンソル摂動 hij に対する direct partが Uh(η, η

′) = a(η′)/a(η)であることを導くことが
できる [2]。

4.2 The minimal coupling and constant scalar back-

ground limit

この節及び次節では、前節で省略した ζおよび δQのグリーン関数について、一般論から
始めて解析する。最終的な目標は δQのグリーン関数が light cone上で特異性を持たず、ζ
の light cone上での振る舞いを解析するにあたって、δQ及びその微分項をソースの項と
して扱って良いことを示すことである。

(2.1.7)から、F = constantでスカラー場背景が一定の最小結合の場合、スカラー場の
ソースφは存在しないはずなので、この場合スカラーメモリ効果はないことがわかる。一
方、(4.0.23)中で極限 F = constantと ˙̄φ = 0をとると、モード ζ に対して µ

(P )
ζ ̸= 0であ

る。この極限ではスカラーメモリー効果があるのではないかと懸念されるが、これは完全
非線形レベルで成立する (2.1.7)の式と明らかに矛盾している。この節では、これが単な
るゲージの副産物であることを明らかにし、スカラー場の摂動に対応するゲージ不変量
を用いて、この極限が本当に矛盾するわけではないことを示す。我々がユニタリーゲージ
(4.0.7) を使った理由は、このゲージでは定数でないスカラー背景場の結果が非常にシン
プルになるからである。
重力と流体のセクターでは、それぞれスカラー摂動 {α, β, ψ,E, δϕ}と {δρ, U}を扱い、

Eq. (4.0.6)で定義した変数

ζ = ψ − H
˙̄φ
δφ (4.2.1)

を取り扱う。ζ は ψ と δφによって構成され、δφ = 0であるユニタリゲージ (4.0.7) にお
いては ζ = ψとなる。また、ψ = 0のゲージをとると ζ = H

˙̄φ
δφとなる。方程式において

最小結合と定数スカラー場の極限F = constant 及び ˙̄φ = 0を明らかにするためには、δφ
を取り扱う必要がある。ゲージによる副産物による混乱を避けるため、次のゲージ不変量
を取り扱うこととする。ただし、粒子のエネルギー運動量テンソルからくる全ての摂動量
はゲージ不変であることに注意する。

Φ = α + (β − a2Ė )̇ , Ψ = ψ +H(β − a2Ė) , (4.2.2)

δφN = δφ+ ˙̄φ(β − a2Ė) , (4.2.3)

δρN = δρ+ ˙̄ρ(β − a2Ė) , UN = U + (β − a2Ė) . (4.2.4)

ゲージ不変量で書き直すと ζは

ζ = Ψ− H
˙̄φ
δφN (4.2.5)
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となり、ゲージにかかわらず ζは常にメトリックの摂動を含むことがわかる。これから、
節の最初に述べた矛盾が明らかになる。したがって、最小結合・スカラー背景定数の極限
F = constantと ˙̄φ = 0を方程式に現すには δφN を取り扱う必要がある。
ゲージ不変量を定義すると、F = constant と ˙̄φ = 0の極限を明らかにする δφNを取

り扱うことができる。したがって、簡単にするためにゲージを longitudinal gaugeに固定
する。

β = 0 , E = 0 . (4.2.6)

そうするとこれらのゲージ固定された量を得られる。
Φ = α , Ψ = ψ , δφN = δφ , (4.2.7)

δρN = δρ , UN = U . (4.2.8)

このゲージで明らかなように、δφ、 δρ、 Uはゲージ不変量であり、以降 δφN、 δρN、 UN

の添字を取り去って by δφ, δρ, U で表す。このゲージにおけるスカラー摂動の線素 (line
element)は

ds2 = −N̄2(1 + 2Φ)dt2 + a2(1 + 2Ψ)δijdx
idxj (4.2.9)

となる。
線形アインシュタイン方程式 (2.1.5)より

2M2
Pl

[
3H(Ψ̇−HΦ)− 1

a2
∂2Ψ

]
= − ˙̄φ2Φ + ˙̄φ ˙δφ+ V̄φδφ+ δρ+ 2α(P ) , (4.2.10)

−2M2
Pl(Ψ̇−HΦ) = ˙̄φδφ+ (1 + w)ρ̄ U + β(P ) , (4.2.11)

1

a2
M2

Pl∂
i∂j(Φ + Ψ) = −2∂i∂jE

(P ) , i ̸= j (4.2.12)

2M2
Pl

[
Ψ̈ +H(3Ψ̇− Φ̇)− (2Ḣ + 3H2)Φ

]
− 2

3
M2

Pl

1

a2
∂2(Φ + Ψ)

= ˙̄φ2Φ− ˙̄φ ˙δφ+ V̄φδφ− c2sδρ+ 2ψ(P ) i = j (4.2.13)

が得られる。
完全流体に関する保存則 (2.1.9)を線形化すると、

δ̇ρ

ρ̄
+ 3H

(
1 + c2s

) δρ
ρ̄

+ (1 + w)
(
3Ψ̇− 1

a2
∂2U

)
= −

˙̄φF̄φ
2F̄

(1− 3c2s)
δρ

ρ̄
− 1

2
(1− 3w)

d

N̄dt

(
F̄φ
F̄
δφ

)
, (4.2.14)

U̇ + 3HU −
(

˙̄ρ

ρ̄
+

ẇ

1 + w

)
U =

c2s
(1 + w)

δρ

ρ̄
+ Φ− F̄φ

2F̄

1− 3w

1 + w
δφ (4.2.15)

が得られる。粒子のエネルギー運動量テンソル (2.1.10)の保存則を線形化すると、(4.0.16)
及び (4.0.17)と同じ方程式が得られる。
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スカラー場の運動方程式 (2.1.7)を線形化すると

δ̈φ+ 3H ˙δφ+
(
− 1

a2
∂2 + V̄φφ

)
δφ+ 2V̄φΦ + ˙̄φ(3Ψ̇− Φ̇)

=
F̄φ
2F̄

[
(1− 3c2s)δρ+ 2

(
α(P ) + 3ψ(P )

)]
+

1

2
(1− 3w)ρ̄

[
2
F̄φ
F̄

Φ +
d

N̄dt

(
F̄φ
F̄

)
δφ

]
(4.2.16)

が得られる。この結果から、F = constant 及び ˙̄φ = 0は明らかである。つまり、この極
限において δφのソースは存在しない。従って、期待されたように、この極限においては
メモリー効果は存在しない。

4.3 The coupled wave equations on a curved space-

time

この節では、Eq. (4.0.18)に対応するグリーン関数を第一原理から求めることを主目的と
する。他の目的にも適用できるような一般的な設定を考えて、一般的な結果を最後の小節
において Eq. (4.0.18)という特殊なケースに適用する。
最初にメトリック gµνを持つ背景時空を伝播する波動方程式

L′.ξ′ = −4πµ′ , L′ = G′µν∇µ∇ν −N ′µ∇µ −M′ (4.3.1)

を考える。ここで、∇は gµνに対応する共変微分で、G′µν , N ′µ 及びM′は 2× 2行列で
ある。ξ′ と µ′は 2× 1行列である。行列G′µνはモード ξ′に対する Light coneの構造を特
徴づけ、行列N ′µは摩擦項であり、行列M′は質量行列、µ′はソースの行列である。
場の再定義 ξ = P.ξ′ を行い、 µ ≡ P⊺.µ′と定義すると、 Eq. (4.3.1)は

L.ξ = −4πµ , L = Gµν∇µ∇ν −N µ∇µ −M (4.3.2)

になる。ここで

Gµν ≡ P⊺.G′µν .P , (4.3.3)

N µ ≡ P⊺.N ′µ.P− 2P⊺.G′µν .∇νP , (4.3.4)

M ≡ P⊺.M′.P+P⊺.N ′µ.∇µP−P⊺.G′µν .∇µ∇νP (4.3.5)

と定義した。
Pを適切に選べば、この変換によってGµνを単純な形に変換することができる。これ

は後に ξ の Light coneの構造を調べる上で重要である。

ξ
.
=

(
ξ1
ξ2

)
, µ

.
=

(
µ1

µ2

)
(4.3.6)

とすると、Eq. (4.3.2)より

L11ξ1 +L12ξ2 = −4πµ1 , (4.3.7)

L21ξ1 +L22ξ2 = −4πµ2 (4.3.8)
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を得る。また、対応するグリーン関数は
L11G

S
1 (x, x

′) +L12G
S
2 (x, x

′) = −4πδ(4)(x, x′) , (4.3.9)

L21G
S
1 (x, x

′) +L22G
S
2 (x, x

′) = −4πδ(4)(x, x′) (4.3.10)

となる。ここで δ(4)(x, x′) = δ(4)(x− x′)/
√
−gである。 ξ1 及び ξ2 の解は

ξ1(x) =

∫
d4x′

√
−g(x′)GS

1 (x, x
′)µ1(x

′) , (4.3.11)

ξ2(x) =

∫
d4x′

√
−g(x′)GS

2 (x, x
′)µ2(x

′) . (4.3.12)

で与えられる。

4.3.1 Foliation of the spacetime

前節の設定は、背景のメトリック gµν に何の条件も課さず、非常に一般的なものだった。
この節では、背景のメトリックが、時空をタイムスライスによる葉層構造を持つことを可
能にすると仮定し、議論を簡単にする。この仮定は、波動方程式を調べる上で時間の概念
が必要であるという意味で妥当な仮定である。例えば、宇宙論的時空、球対称解、ブラッ
クホール解などがこの仮定に当てはまる。
今考えている時間の範囲内において時空に葉層構造を与えると、空間的時間一定超曲

面に対応する単位ベクトルは

nµ = − δ0µ√
−g00

, gµνnµnν = −1 . (4.3.13)

で与えられる。空間的超曲面上の誘導計量を次のように定義する。
hµν ≡ gµν + nµnν (4.3.14)

誘導計量は hµ
αnα = 0 及び hµαh

α
ν = hµν を満たす。タイムスライスの存在より、行列

G′µν 及び N ′µが次の形をとることを仮定する。
G′µν = C′ hµν −K′ nµnν , (4.3.15)

N ′µ = Θ′ nµ − κ′µ , nµκ
′µ = 0 . (4.3.16)

ここで C′、 K′、 Θ′、κ′µは一般の 2× 2行列であり、それぞれの成分は時空の座標の
関数である。(4.3.3) 及び (4.3.4)より

Gµν = Chµν −Knµnν , (4.3.17)

N µ = Θnµ − κµ , nµκ
µ = 0 (4.3.18)

を得る。ここで
C ≡ P⊺.C′.P ,

K ≡ P⊺.K′.P ,

Θ ≡ P⊺.Θ′.P− 2P⊺.K′.nν∇νP ,

κµ ≡ P⊺.κ′µ.P+ 2P⊺.C′.hµν∇νP
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と定義した。(4.3.18)の分解はN µの分解について最も一般的なものであり、一方 (4.3.17)
はGµνについて最も一般的な分解ではない。しかしながら、(4.3.15) と (4.3.17)からわか
るようにこの特別な形はPによって特徴付けられる一般の変換に対して不変であり、宇
宙論的な時空や球対称時空、多くのブラックホール解など多くの興味深いケースを含むほ
どには一般的である。

C及びKはモード ξ1および ξ2の勾配 (gradient)項と運動項を特徴づけるため、ゴース
ト不安定性を避けるためどちらも正定値の行列であることを仮定する。さらに、直行成分
と接線成分が独立であることから、Pの二つの成分によって C = P⊺.C′.PとK = P⊺.K′.P
の両方を対角化するのに十分である。Pの残りの 2成分を規格化K = 1に使うことがな
くなる。従って、Pを適切に選ぶことで Eq. (4.3.17)を

Gµν = C hµν − 1nµnν (4.3.19)

のように単純化できる。ここで Cは対角な 2 × 2行列。ここで nµnνGµν = −1はK = 1
という選択がメトリック行列Gµνのそれぞれの対角成分に関して nµを規格化する条件に
対応していることに注意する。また、C ∝ 1、あるいは等価だが Gµν ∝ 1gµν という、両
方のモードが同じ速度で進むつまらない場合を考慮しないことも念頭に置いておく。Cと
Kが正定値であるという仮定から、逆行列GµαGαν = 1δµνの存在が保証され、

Gµν = C−1 hµν − 1nµnν (4.3.20)

で与えられる。次に、これまでの結果をより実用的な成分表示によって表す。Gµν と Cの
対角成分を次のように導入する。

Gµν ≡ diag (Gµν1 ,Gµν2 ) , C = diag
(
c21, c

2
2

)
. (4.3.21)

すると (4.3.19) と (4.3.20)は

Gµν1 = c21 h
µν − nµnν , Gµν2 = c22 h

µν − nµnν , (4.3.22)

G1µν = c−2
1 hµν − nµnν , G2µν = c−2

2 hµν − nµnν (4.3.23)

を与える。
Cの正定値及び、上記のつまらない場合を考えないという条件より

c1 ̸= 0 , c2 ̸= 0 , c1 ̸= c2 (4.3.24)

であるから、(4.3.7) 及び (4.3.8)の (4.3.18) 及び (4.3.19)を用いて成分表示 (4.3.21)を用
いると、 [

d2

ds2
+
(
c21θ +Θ11

) d
ds

− c21D
2 − (aµ + κµ11)Dµ +M11

]
ξ1

+

[
Θ12

d

ds
+ κµ12Dµ +M12

]
ξ2 = 4πµ1 , (4.3.25)[

d2

ds2
+
(
c22θ +Θ22

) d
ds

− c22D
2 − (aµ + κµ22)Dµ +M22

]
ξ2

+

[
Θ21

d

ds
+ κµ21Dµ +M21

]
ξ1 = 4πµ2 , (4.3.26)
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を得る。ここでパラメータ sと expansion

d

ds
≡ nµ∇µ , θ ≡ ∇µn

µ (4.3.27)

を定義した。また、空間方向の微分Dと加速度 aµを

Dµ ≡ hµ
α∇α , aµ ≡ nν∇νnµ . (4.3.28)

と定義した。Eqs. (4.3.25) 及び (4.3.26)より c1 及び c2はモード ξ1 及び ξ2の音速である
ことがわかる。これがタイムスライスに基づいて分解を行う利点である。

4.3.2 Geodetic intervals and van Vleck-Morette determinants

波動方程式 (4.3.7) 及び (4.3.8)、あるいは等価な Eqs. (4.3.25) 及び (4.3.26)を解くにあ
たって、時間的な測地線距離 (geodetic intervals) s1(x, x

′) 及び s2(x, x
′)を

Gµν1 ∇µs1∇νs1 = −1 , Gµν2 ∇µs2∇νs2 = −1 (4.3.29)

と定義する。測地線距離 s1(x, x
′) 及び s2(x, x

′) は二つの異なる座標の点 x 及び x′に
依存する bi-scalarである。xと x′の間の距離は s1(x, x

′) 及び s2(x, x
′)により、2点をつな

ぐ測地線に沿う、それぞれ対応するメトリックにより評価される。bi-scalarの性質はいく
つかの文献で議論されている (例えば [60, 59])。また、これとは別の測地線距離を

σ1(x, x
′) = −1

2
s1(x, x

′)2 , σ2(x, x
′) = −1

2
s2(x, x

′)2 (4.3.30)

と定義する。これらは測地線距離の二乗に対応し、

Gµν1 ∇µσ1∇νσ1 = 2σ1 , Gµν2 ∇µσ2∇νσ2 = 2σ2 (4.3.31)

を満たす。また、σ1 and σ2の二階の共変微分を van Vleck-Morette 行列式と呼ばれるも
ので表すことにも意味がある。

∆1(x, x
′) =

D1(x, x
′)√

−g(x)
√

−g(x′)
, D1(x, x

′) = − det[−∇µ∇µ′σ1(x, x
′)] , (4.3.32)

∆2(x, x
′) =

D2(x, x
′)√

−g(x)
√

−g(x′)
, D2(x, x

′) = − det[−∇µ∇µ′σ2(x, x
′)] . (4.3.33)

ここで ∇µ′ は x′ に関する共変微分を意味する。 Eqs. (4.3.31) を x について共変微分
をとり、さらに x′ について共変微分をとり、[60]と同様の手法で結果を操作すると van
Vleck-Morette行列式が関係式

∆−1
1 ∇µ (∆1Gµν1 ∇νσ1) = 4 , (4.3.34)

∆−1
2 ∇µ (∆2Gµν2 ∇νσ2) = 4 (4.3.35)

を満たしていることがわかる。ここで メトリック G1µν と G2µν のどちらも共変微分を構
成するのに使われているわけではないため、次の非自明な寄与を生み出していることに注
意する。
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∇µGµν1 = 2c21D
ν ln c1 + (c21 − 1) (θnν + aν) , (4.3.36)

∇µGµν2 = 2c22D
ν ln c2 + (c22 − 1) (θnν + aν) . (4.3.37)

二つの timelikeベクトル

t1µ ≡ −∇µs1 = α1 nµ + q1µ ,

t2µ ≡ −∇µs2 = α2 nµ + q2µ (4.3.38)

を定義する。Eqs. (4.3.29)の定義からこれらは単位ベクトルであり Gµν1 t1µt1ν = −1 及び
Gµν2 t2µt2ν = −1を満たす。この結果から単位ベクトルを nµに比例する接線成分と空間的
ベクトル q1,2µに比例する直交成分に分解する。ただし nµq1,2µ = 0が成立するとする。t1µ
と t2µの成分は時空の座標の関数で規格化条件

c21q
2
1 − α2

1 = −1 , c22q
2
2 − α2

2 = −1 (4.3.39)

に従う。ここで q21,2 = gµνq1,2µq1,2νである。(4.3.30)を xに関して微分すると

∇µσ1 = s1 t1µ , ∇µσ2 = s2 t2µ (4.3.40)

を得る。この結果を Eqs. (4.3.34) と (4.3.35)に代入し、Eqs. (4.3.22) と (4.3.38)を用い
て少しわかりやすい形にすると、

d

ds1
log(α1∆1)− qµ1

[(
1− c21

)
Dµ log∆1 +Dµ logα1

]
+Dµ

(
c21q

µ
1

)
=

3

s1
− α1θ , (4.3.41)

d

ds2
log(α2∆2)− qµ2

[(
1− c22

)
Dµ log∆2 +Dµ logα2

]
+Dµ

(
c22q

µ
2

)
=

3

s2
− α2θ (4.3.42)

を得る。ここで d
ds1
及び d

ds2
は timelikeベクトル tµ1 及び tµ2 に沿った Lie微分であり、

d

ds1
≡ tµ1∇µ = α1

d

ds
+ qµ1Dµ ,

d

ds2
≡ tµ2∇µ = α2

d

ds
+ qµ2Dµ (4.3.43)

, を満たす。

4.3.3 Fundamental solutions

測地線距離を用いて、Eqs. (4.3.7) 及び (4.3.8)、あるいは等価だが Eqs. (4.3.25) 及び
(4.3.26)の基本解（fundamental solutions）のHadamard表示

G1 =
1

π

[
U1

σ1
− V1 log |σ1|+W1 +

Û2

σ2
− V̂2 log |σ2|

]
, (4.3.44)

G2 =
1

π

[
U2

σ2
− V2 log |σ2|+W2 +

Û1

σ1
− V̂1 log |σ1|

]
(4.3.45)
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を得る [60, 55, 56]。ここでU1,2、 V1,2、W1,2、 Û1,2、及び V̂1,2は xと x′の正則な bi-scalar

である。Û2 及び V̂2は相互作用を通じて ξ2が ξ1の解において特異性を持つ可能性を考慮
するために導入された。Û1 及び V̂1も同様の理由で導入された。U1、 V1、及び W1はそれ
ぞれモード ξ1の、σ1によって定義される light coneに沿った direct part、tail part、それ
以外の正則な部分を特徴づける量であり、Û2 及び V̂2は σ2によって定義される別の light
cone上の direct partと tail partを特徴づける量である。
この仮定 (4.3.44)をEq. (4.3.7)に代入すると、左辺はσ−2

1 、 σ−1
1 、 log |σ1|、また σ−3

2 、
σ−2
2 、 σ−1

2 、 log |σ2|に比例する項に分けることができる。ここで、σ−3
1 に比例する項は

(4.3.31)を用いることで σ−2
1 のオーダーの寄与のみを与えることに注意する。また、σ2に

関して特異的である項は ξ1 と ξ2の相互作用によって現れることにも注意する。同様に、
仮定 (4.3.45)を Eq. (4.3.8)に代入すると、左辺は σ−2

2 、σ−1
2 、 log |σ2|、 σ−3

1 , σ−2
1 , σ−1

1 ,
log |σ1|に比例するこうに分類することができる。
最も特異性の高い項、つまり σ−3

2 と σ−3
1 の係数がゼロになることを要求すると、

Û1 = 0 , Û2 = 0 (4.3.46)

がわかる。次のオーダーを考えて、Eqs. (4.3.7) 及び (4.3.8)中の σ−2
2 と σ−2

1 に比例する
項の係数が消えることを要求すると、

V̂1 = −
(

c21
c22 − c21

)(
dσ1
ds

)−1

Θ21 U1 ,

V̂2 =

(
c22

c22 − c21

)(
dσ2
ds

)−1

Θ12 U2 (4.3.47)

を得る。ここで (4.3.46)を用いた。c1 = c2の時分母はゼロになるが、これは先に取り除
いた場合である。(4.3.46) 及び (4.3.47)から、Û2 = 0より、モード ξ2はG1の解の direct
partに寄与しないことがわかる。しかし、ξ2の direct partは V̂2 ∝ U2であることから ξ1
の tail partに影響する。
次日に、(4.3.7) と (4.3.8)の σ−2

1 及び σ−2
2 に比例する項が消えるとすると、direct part

に関する式{
Gµν1 [2∇µU1 − (∇µ log∆1)U1]− (Θ11n

ν − κν11 +∇µGµν1 )U1

}
∇νσ1 = 0 , (4.3.48){

Gµν2 [2∇µU2 − (∇µ log∆2)U2]− (Θ22n
ν − κν22 +∇µGµν2 )U2

}
∇νσ2 = 0 (4.3.49)

を得る。これらは初期条件
lim
x→x′

U1(x, x
′) = 1 , lim

x→x′
U2(x, x

′) = 1. . (4.3.50)

を満たす。一般には一階の微分方程式 (4.3.48) 及び (4.3.49)を van Vleck-Morette行列式
∆1 及び ∆2について解いて、 U1 と U2を得ることができる。しかし、Eqs. (4.3.48) 及
び (4.3.49)にメトリックの具体形 (4.3.22)と (4.3.36)、(4.3.37)を用いて nµをかけること
により結果を簡単にできて、

d

ds

[
log

(
U1√
∆1

)]
= −1

2

[
Θ11 −

(
1− c21

)
θ
]
, (4.3.51)

d

ds

[
log

(
U2√
∆2

)]
= −1

2

[
Θ22 −

(
1− c22

)
θ
]

(4.3.52)
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を得る。さらに hµνと縮約すると

c21Dµ

[
log

(
U1

c1
√
∆1

)]
= −1

2

[
κµ11 +

(
1− c21

)
aµ
]
, (4.3.53)

c22Dµ

[
log

(
U2

c2
√
∆2

)]
= −1

2

[
κµ22 +

(
1− c22

)
aµ
]

(4.3.54)

を得る。方程式 (4.3.51)-(4.3.54)は積分条件を満たすことを仮定すれば少なくとも局所的
な解を持つ。

4.3.4 グリーン関数
基本解 (4.3.44) と (4.3.45)を用いて、複素空間に議論を広げ、iϵ-処方を行うことでグリー
ン関数を見つけることができる。ファインマン・プロパゲーター

GF
1 =

1

π

[
U1

σ1 + iϵ
− V1 log |σ1 + iϵ|+W1 − V̂2 log |σ2 + iϵ|

]
, (4.3.55)

GF
2 =

1

π

[
U2

σ2 + iϵ
− V2 log |σ2 + iϵ|+W2 − V̂1 log |σ1 + iϵ|

]
(4.3.56)

を代入する。ここで (4.3.46)の結果を用いた。ファインマン・プロパゲーターを実数部分
と虚数部分

GF
1 = G1 − iGS

1 , GF
2 = G2 − iGS

2 (4.3.57)

に分ける。そして恒等式
1

σ + iϵ
= P

(
1

σ

)
− iπδ(σ) ,

log(σ + iϵ) = log |σ|+ iπΘ(−σ)

を用いる。ただし P は主値である。すると、 グリーン関数の次の表式

GS
1 (x, x

′) = U1(x, x
′)δ(σ1) + V1(x, x

′)Θ(−σ1) + V̂2(x, x
′)Θ(−σ2) , (4.3.58)

GS
2 (x, x

′) = U2(x, x
′)δ(σ2) + V2(x, x

′)Θ(−σ2) + V̂1(x, x
′)Θ(−σ1) (4.3.59)

を得る。
Eqs. (4.3.58) 及び (4.3.59)は (4.3.7) と (4.3.8)を満たす ξ1 及び ξ2のグリーン関数の

最終形である。グリーン関数を用いると、ξ1 と ξ2の任意のソース µ1 及び µ2に関する解
を Eqs. (4.3.11) 及び (4.3.12) を通じて見つけることができる。
一般にEqs. (4.3.51)、 (4.3.52)、(4.3.53)、 (4.3.54)で与えられる direct partの具体的

な方程式を導いた。同様の手法で tail partや正則な部分に関する方程式を導くこともで
きるが、メモリー効果を議論する上で必要ないため割愛する。

4.3.5 Application: scalar perturbations in scalar-tensor theory

前節で用いられた一般的な設定から、メモリー効果の議論に置いて用いられる設定に戻
る。Eq. (4.0.18)は Eq. (4.3.2) の形に書き換えることができる。そのために
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ξ1 = ζ , ξ2 = δQ (4.3.60)

とみなし、
Θ = N− 3HC , C = C , M = M , µ = µ(P ) (4.3.61)

とする。ここで N、C、M、µ(P )の具体形は Eqs. (4.0.20), (4.0.21)、 (4.0.22)、(4.0.23)
で用いられている。 (4.3.61)で (4.0.21)を用いて、(4.3.19)に代入すると、

Gµνζ = h̄µν − n̄µn̄ν = ḡµν , GµνδQ = c2sh̄
µν − n̄µn̄ν , (4.3.62)

を得る。ここで背景のメトリック gµν = ḡµνが考えられている。 δQを用いることでメト
リックが対角化している。

Eqs. (4.3.58) 及び (4.3.59)から対応するグリーン関数の表式

Ĝret
ζ (x, x′) =

[
Uζ(x, x

′)δ(σζ) + Vζ(x, x
′)Θ(−σζ) + V̂δQ(x, x

′)Θ(−σδQ)
]
Θ(t− t′) , (4.3.63)

Ĝret
δQ(x, x

′) =
[
UδQ(x, x

′)δ(σδQ) + VδQ(x, x
′)Θ(−σδQ) + V̂ζ(x, x

′)Θ(−σζ)
]
Θ(t− t′)

(4.3.64)

を得る。ここで測地線距離は
Gµνζ ∇̄µσζ∇̄νσζ = 2σζ , GµνδQ∇̄µσδQ∇̄νσδQ = 2σδQ (4.3.65)

を満たす。ここで ∇̄は背景の計量 ḡµνに関する共変微分である。
c1 = 1 かつ aµ = 0で ζ の direct partに関する解を見つけることは容易である。この

場合、(4.3.41)は単純な形になり、van Vleck-Morette行列式は

∆1(x, x
′) = exp

[∫ s(x)

s(x′)

(
3

s
− θ

)
ds

]
(4.3.66)

のように描き下せる [61, 62]。ここで、初期条件 (4.3.50)を用いた。Eq. (4.3.51)を x′ か
ら xについて積分し、(4.3.66)を用いると、

U1(x, x
′) = s(x, x′)

3
2 exp

[
−1

2

∫ s(x)

s(x′)

(Θ11 + θ) ds

]
(4.3.67)

を得る。
空間的に平坦な FLRW宇宙の背景メトリックは (2.1.15)で与えられる。(4.1.1)で定

義される共形時間 ηを用いると、ds = adη 及び θ(η) = 3a−2da/dηを得る。そうすると
direct partは (4.3.67)から得ることができて、

Uζ(η, η
′) =

Aζ(η
′)

Aζ(η)
,

Aζ(η) ≡ a(η) exp

[
1

2

∫
η

(
aN11 −

3

a

da

dη̄

)
dη̄

]
(4.3.68)

を得る。これは別の手法で得られた (4.1.14)と合致する。
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4.4 Cosmological scalar memory effect

我々が議論した、重力波が (2.1.12)と言うエネルギー運動量テンソルをもつ粒子とよく似
たソースによって発せられると言う理想化された場合においては、メモリー効果が存在す
るということはデルタ関数の一回微分がリーマンテンソル中に存在すると言うことによっ
て特徴づけられる [2]。テンソル摂動およびスカラー摂動 (4.0.1)における、摂動の一次ま
でのリーマンテンソルの電場成分は

δ1Ri00
j =

1

2

(
∂2ηhik + ∂ηhik

)
δkj +

(
∂i∂

j − 1

3
δi
j∂2
)
Φ +

[
∂2ηΨ+

1

a

da

dη
(∂ηΨ− ∂ηΦ)

]
δi
j

(4.4.1)

である。ここでBardeen potentials [63]を

Φ ≡ α +
1

a
∂ηβ , Ψ ≡ ζ +

1

a2
da

dη
β (4.4.2)

と定義した。テンソル摂動に関しては、リーマンテンソルの電場成分 (4.4.1) は明らかに
∂2ηhijをふくみ、その中にはデルタ関数の一階微分項が含まれる。従って、メモリー効果
が存在する [2]。スカラー摂動に関しては、(4.4.1)は ∂2ηζ を含み、その中には ∂2ηδQは含
まれない。∂2ηδQはデルタ関数の一回微分を含まず、従って我々の目的は ∂2ηhij と同様に
∂2ηζがデルタ関数の一階微分を含むことを示すことである。
ここまでEinsteiフレームで全ての計算を行なってきたが、計算結果を理解するために

それらを Jordanフレームの量に変換する必要がある。(4.0.7)で示されたユニタリゲージ
δφ = 0において、共形変換 g̃µν = F̄−1gµνを行うことができる。ここでは共形因子は背景
場の値 F̄ のみが考えられている。(4.1.1)の背景場の線素 (line element)は

d̃s
2
= ˜̄gµνdx

µdxν = ã(η)2
(
dτ 2 + δijdx

idxj
)
, ã(η) ≡ a(η)/

√
F̄ (η) (4.4.3)

の形をとる。ここで ãは Jordan フレームにおけるスケールファクターである。スケール
ファクターの変化を考慮に入れると、(4.0.1)と (4.0.7)で定義された ζは共形変換で変化し
ないことがわかる。(参照 :[64, 65, 66, 67, 27])より正確には、β のようなnon-dynamicalな
場は容易に再定義できるため、線形のスカラー摂動は共形変換によって変化しない。従っ
て、ユニタリゲージ (4.0.7)では、Einsteinフレームから Jordanフレームに戻るには全て
の計算結果を (4.4.3)で定義された Jordanフレームにおけるスケールファクター ãによっ
て書き直せばいい。 (4.1.5)に示されている ζの運動方程式は Jordanフレームにおいて[

∂2η +
2

Aζ

dAζ
dη

∂η − ∂2 + ã2M̃11

]
ζ = 4πã2µ̃ζ (4.4.4)

の形をとる。ここで M̃11 ≡ F̄M11, µ̃ζ ≡ F̄µζ , また

Aζ =
(√

F̄ ã
)3 dφ̄

dη
exp

[
3

2

∫ (
wρ̄+ p̄φ
ρ̄+ ρ̄φ

− 1

)
d ln

(√
F̄ ã
)]

(4.4.5)

である。ただし (4.0.20)で定義された N11 の値を代入するに当たって Eqs. (2.1.18)と
(2.1.20) を用いた。完全流体が存在しない時、すなわち ρ̄ = 0のとき、Eq. (4.0.22).を見
ればわかるように質量項もゼロになる。これにより、よく知られた結果である、minimal
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couplingでありかつ F = 1のmasslessスカラー場であり p̄φ = ρ̄φ かつ dφ̄/dη ∝ ã−2であ
るものについてAζ ∝ ã が再現される。また、少し繊細に扱うべき箇所も存在しており、
それはminimal coupling かつ スカラー場が定数である極限 F = 1 において µ̃ζ = µζ ̸= 0
となりソースの項が消えないことである。これはユニタリゲージをとったことによる産物
である。Eq. (4.0.6)からは δφ = 0であるユニタリゲージ (4.0.7)では ζ = ψであり、フ
ラットゲージ ψ = 0 かつE = 0をとったときは ζ = H

˙̄φ
δφ であることが見てとれる。4.2

節に示されているように、E = 0であり、F = 1かつ ˙̄φ = 0の極限において δφ+ ˙̄φβの形
で与えられる δφに対応するゲージ不変量のソースは存在しない。 ˙̄φ = 0の極限はユニタ
リゲージでは明らかではないが、この極限から導き出される結果はこのゲージにおいては
非常に単純になるのでこのゲージをとることにする。

ζの遅延解は

ζ(x) =

∫
d4x′

√
−ḡ(x′)Gret

ζ (x, x′)µ̃ζ(x
′) (4.4.6)

で与えられる。ここで遅延グリーン関数Gret
ζ は Eq. (4.1.9)で与えられる。Eq.(4.1.9)を

解 (4.4.6)に代入し、Uζ と Vζ が正則関数であると言うことを利用すると、Vζ を含む tail
partが最大でもデルタ関数に比例する特異性しかもたず、一方でUζを含む direct partは
まさにデルタ関数の一階微分を含む特異性を持つことがわかる。従って、direct partUζの
みがメモリー効果に寄与する。この結果は Uζ 及び Vζ の明示的な関数形とは完全に無関
係である。より詳細な解析は [2]を参照されたい。
遅延解の積分 (4.4.6)を直接実行するかわりに、メモリー効果が direct partにのみ依存

し、空間的に平坦な FLRW空間が共形平坦であるということを利用すると、FLRW空間
におけるメモリー効果とMinkowski空間におけるメモリー効果の間に対応を見つけるこ
とができる。そのためには、まず Eq. (4.1.13)から直ちに

ζdir(x) =

[
Aζ(ηs)

Aζ(ηo)

]
ζ̄dir(x) (4.4.7)

が導けることが重要である。ここで ηsはソースにおける共形時間であり、ηoは観測機が
重力波の信号を感知した時の共形時間である。そして、ζ̄dir(x)は ζ̄dir(x)は平坦な空間に
おいて ζdir(x)に対応するものである。すなわち、宇宙の膨張がない場合でのスカラー場
の摂動を特徴づけるスカラーモードである。Eq. (4.4.1) から δ1Ri00

j ⊃ ∂2ηζ を得る。Aζ
の時間に関する一階微分が direct partに寄与しないことを考慮すると、

δ1R
dir
(S)i00

j =

[
Aζ(ηs)

Aζ(ηo)

]
δ1R

dir

(S)i00
j (4.4.8)

を得る。ここで Sはスカラー摂動のみの寄与を考えていることを示す。
変分ベクトルDµに関する測地線変分方程式は重力波の通過に伴う観測器の位置の変

化を記述し、
d2Dµ

ds2
= Rαβγ

µDαnβnγ ,
d

ds
≡ nµ∇µ (4.4.9)

を満たす。ここで nµ は 測地線の軌道に接する時間方向のベクトルで、nµnµ = −1で規
格化されている。特定の方向を持った共変微分 d/dsはアフィンパラメータ sというパラ
メータを持つ測地線に沿った方向の変化を特徴づける。接ベクトルを背景場において支
配的な値で近似すると、 nµ ≈ ã(η)−1δµ0、あるいは d/ds ≈ (ã−1)d/dηとなり、スケール
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ファクターの時間微分が今注目している時間の幅で無視できるということに注目すると、
一時近似までのオーダーで次の結果を得る。

d2Dj

dη2
= Ri00

jDi (4.4.10)

すると、スカラーメモリー効果による位置の変化は (4.4.8)によって与えられるリーマ
ンテンソルの値によって特徴づけられ、次のようになる。

∆Di
(S) =

[
Aζ(ηs)

Aζ(ηo)

]
∆D

i

(S) (4.4.11)

ここで ∆D
i

(S) は平坦空間、つまり宇宙の膨張がない場合におけるスカラーメモリー効果
による位置の変化である。

[2]で示されているのと同様の段階を踏むと、テンソル摂動によるメモリー効果による
位置の変化は

∆Di
(T) =

[
a(ηs)

a(ηo)

]
∆D

i

(T) (4.4.12)

となる。ここで∆D
i

(T) 平坦空間におけるテンソル摂動によるメモリー効果による位置の
変化である。

(4.4.11) 及び (4.4.12)からわかるように、宇宙の膨張の効果は、スカラーのメモリー
効果の場合は実質的なスケールファクターAζの値に、テンソルのメモリー効果の場合は
二つの時間 ηs 及び ηoにおけるスケールファクター aの値によって特徴づけられる。従っ
て、テンソルのメモリー効果 (4.4.12)と同様に、スカラーのメモリー効果 (4.4.11)は宇宙
の膨張の経緯に依存しないことがわかった。しかしながら、カップリングと質量によって、
Eq. (4.4.5)で与えられる実質的なスケールファクターAζの値はスケールファクター aの
値と異なる可能性がある。つまり、スカラーとテンソルの二種類のメモリー効果 (4.4.11)
及び (4.4.12)を受け取りカップリングと質量によってスカラーメモリー効果が支配的にな
るか subleadingになるかどちらかにもなりうる。

(4.4.11)は空間的に平坦なFRLW空間におけるスカラーメモリー効果と (2.1.1)という
作用によって記述されるスカラーテンソル理論の関係を与える。Brans-Dicke理論にいて
平坦な空間におけるメモリー効果はすでに [68, 69, 70, 71, 72]によって議論されているが、
今とりあつかうモデルEq.(2.1.1)はBrans-Dicke理論を特別なケースとして含み、これを
用いることで [68, 69, 70, 71, 72]や、他の (2.1.1)の作用で記述されるスカラーテンソル
理論における宇宙膨張の影響を説明することができる。

4.5 Summary

メモリー効果とは、重力波の通過によりテスト粒子の相対的な分離が永久に変化するこ
とである。漸近的に平坦な時空では、重力波の効果は重力潮汐効果と区別できる。すな
わち、空間またはヌルの無限大近傍でのスケーリングの違いによって区別できる。しか
し、漸近的に平坦でない宇宙論的 FLRW時空の場合、状況はより微妙になる。[2] では、
空間的に平坦な FLRW時空が共形的に平坦であることを利用して、一般相対論における
完全流体のみで満たされた宇宙におけるメモリ効果が議論されている。その結果、テン
ソル摂動のみがメモリー効果に寄与し、スカラー摂動やベクトル摂動はメモリー効果に
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寄与しないことがわかった。テンソル摂動子に関連するメモリー効果は、電波源から放
射される瞬間と検出器を通過する瞬間のスケールファクターの値にのみ依存する。この
研究では、スカラーテンソル理論の文脈で、スカラー重力子に関連するスカラー摂動が、
平坦な FLRW宇宙でもメモリー効果に寄与することを示した。このメモリー効果は、光
源から放出された瞬間と検出器を通過した瞬間のスカラー重力に対する有効スケールファ
クターの値によって決まる。スカラー重力子の有効スケールファクターは (4.4.5)で与え
られ、F = constantかつ Ṽ = constantとなるように重力と最小結合した質量ゼロのスカ
ラー重力子の標準スケールファクターに帰着できるが、一般にはスケールファクター aと
は異なる値になる。このように、スカラー摂動によるメモリー効果に対する宇宙膨張の影
響は、結合と質量に依存して、テンソル摂動によるものよりも強くも弱くもなり得る。
さらに、副産物として、4.3節では、時間の foliationを認める任意の曲がった時空にお

ける結合波方程式の研究に利用できる一般的な枠組みを開発した。これは、宇宙論的記憶
効果の研究だけでなく、湾曲した時空における結合波動方程式を解く他のシナリオにも有
用であろう。



Chapter 5

Summary

この博士論文では重力理論の二つの現象に注目し、重力の作用の変更がそれぞれの現象に
どのように影響を及ぼすのかを見た。
第 3章では重力を変更した場合におけるブラックホールの熱力学で Bousso boundが

いかなる形を持つべきか知るために、boundの上限としてブラックホールの面積の 4分の
１の代わりに、変更された重力理論におけるブラックホールのエントロピーを採用した
generalized entropy boundを提唱した。まず、修正された重力理論におけるブラックホー
ルエントロピーの有力な候補であるWaldのエントロピーをブラックホールエントロピー
として採用し、n次元の Einstein-Hilbert作用と f(R)重力において、Flanaganら [37]に
よってなされた証明と同様の証明が成立することを示した。従って、これらの理論におい
ては generalized Bousso boundは一般相対論と同じ条件の元で成立し、Waldのエントロ
ピーが物質のエントロピーの上限を定めるという主張に正当性を与えた。Einstein-Gauss-
Bonnet重力においては、Waldエントロピーの欠点である、ラグランジアンに寄与しない
項がエントロピーに影響するという点を指摘した。従って、Waldエントロピーの代替と
して Jacobson-Myersエントロピーが Einstein-Gauss-Bonnet重力におけるブラックホー
ルエントロピーの形としてふさわしいと主張し、実際に generalized Bousso bound が成立
することを見た。また、この結果を用いて、trappedな空間において Jacobson-Myersエン
トロピーがブラックホールエントロピーの満たすべき性質である generalized second law
を満たすことを確かめた。generalized second lawはブラックホールエントロピーに望ま
れる性質であり、Jacobson-MyersエントロピーをEinstein-Gauss-Bonnet重力におけるブ
ラックホールエントロピーとして採用することを根拠づける。
これらの結果は、一般相対論において面積の4分の1であたえられていたBousso bound

の上限は、実際にはブラックホールエントロピーで与えるべきであるという主張の裏付け
となる。すなわち、重力の変更によってブラックホールのエントロピーが変更されたとき、
それに応じて上限を変更することで、一般相対論において望まれていたBousso boundと
いう性質をより強力な形で再現することができる。一方で、ブラックホールエントロピー
やBousso boundの修正重力理論における形を完全に決定することができているわけでは
ない。第一に、本論文では特定の重力理論に対して generalized Bousso boundの証明を与
えたが、その証明を一般の重力理論に対して拡張することは今後の課題である。第二に、
量子重力理論の有効理論として導かれる重力理論の求めるべき性質としてBousso bound
を扱ったが、Bousso bound自体が完全に証明されているわけではなく、本研究における
証明も、先行研究において議論された仮定の元での証明に止まった。Bousso boundは元々
ホログラフィックな性質を定式化するために定義されたため、これらの仮定を完全に外し、
Bousso boundの証明を完全に与えることは、古典的な重力理論のみを扱うことでは困難

67



68 CHAPTER 5. SUMMARY

であるかもしれない。しかしながら、本研究や、それに続く研究によって古典的な範囲に
おける Bousso boundのふさわしい形を議論することは、量子重力の理解が]進み、量子
論上でBousso boundの議論を行うことが可能になったときの準備として有益である。
第 4章では、宇宙論的なメモリー効果をスカラーテンソル理論において計算する方法

について解析した。TolishとWaldによる一般相対論における解析 [2]では、メモリー効
果に寄与を与える摂動はテンソル摂動のみであり、スカラー摂動の摂動方程式を解析す
る必要はなかった。一方、作用にスカラー場を追加し、重力と結合させると、スカラー
摂動がメモリー効果に寄与を与える。この場合はスカラー摂動の摂動方程式を解析する
必要がある。先行研究におけるテンソル摂動の解析では、一変数の摂動方程式を扱うた
め、Hadamard変換によるグリーン関数の展開を用いることが可能であり、これによって
グリーン関数の direct partと tail partを分離し、メモリー効果に寄与する direct partの
部分だけを考えることで解析を行うことができた。一方、本研究で扱うスカラーテンソル
理論におけるスカラー摂動の解析の場合は、二変数が混ざった２つの摂動方程式を扱う
必要がある。従って先行研究で用いられた手法をそのまま扱うことはできない。本論文で
は二成分の摂動方程式について Hadamard展開を行う手法を開発し、それを用いてスカ
ラー摂動のメモリー効果を計算することに成功した。これにより、宇宙論的な背景におけ
るスカラー場のメモリー効果の具体形を導き、テンソル摂動の場合と同様に、メモリー効
果が重力波を発するイベントの時刻と観測者に重力波が届く時刻におけるスケールファク
ターにのみ依存し、その間の時刻における宇宙の膨張過程には依存しないことを示した。
本論文で開発した手法は今回扱った理論のみならず、時間一定面の葉層構造を持つ時

空一般に関して適用可能であり、より広い範囲での応用が期待される。また、本研究では
スカラー場を追加する方法としてスカラーテンソル理論を考えたが、スカラー摂動が追加
されるその他の理論においても同様にスカラー摂動がメモリー効果に寄与する可能性が
ある。本研究で用いた手法で別の理論におけるスカラー場のメモリー効果を計算し、比較
することは今後の課題である。
これら二つのトピックは、いずれも高エネルギーを記述する重力の理論と関連してい

る。ブラックホール熱力学は重力の量子性に起源を求められており、メモリー効果は重力
子の散乱を特徴づける Sof-theoremと等価である。これらのトピックに対し、重力を修正
した時にどのように変化し、またどの部分が共通の性質として保持されるかを知ること
で、真の重力理論としてふさわしい重力理論の選別を行いたい。
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