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概要

Hybrid Logicは，通常の様相論理に特殊なオペレータを加えることで，表現力を拡張した論理である．

これを多次元に拡張したものはHybridProduct Logicとよばれ，さまざまな概念を形式化する道具として

の応用が期待されている．しかしながら， HybridProduct Logicの決定可能性は未だにわかっていない．

決定可能性を示す方法として，有限長で停止することが保証された健全かつ完全な tableau体系を構築

するものがある．本研究では， HybridProduct Logicに対する証明体系である tableau体系を構築し，

Hybrid Product Logicのmodelである productmodelとの健全性・完全性を示した．この体系によって

生成される tableauが有限長で停止するかどうかはわかっていない．

1 I ntroduction 

Modal Logic(ML)は，さまざまな関係について記述できる論理である．ふたつのオペレータロ心を用い

ることで，必然性，時相，証明可能性など，さまざまな概念について議論できる論理である．

Example 1.1 (Modal logicにおける論理式の例）． 「高橋さんは未来のある時刻で本を出版する」という文

は，様相記号を時間に関するオペレータと考え，さらに pを「高橋さんは本を出版する」と表す原子命題とみ

ると， ◇pのように記述できる．

Hybrid Logicは， ModalLogicに次の 2つの記号を新たに加えて，表現力を拡張したものである．

•「ある一地点」を表す原子命題 a （これを nominalと呼ぶ）

•論理記号＠ （＠aP⇔地点 aでpが成り立つ）

Example 1.2 (Hybrid logicにおける論理式の例）． 「高橋さんは9月1日に本を出版し、かつ 9月1日が未

来であるならば、高橋さんは未来に本を出版する」という文を考える．様相記号を時間に関するオペレータと

考え， aを「9月1日である」という nominal, pを「高橋さんは本を出版する」という原子命題とみると，

この文は

@ap^ ◇a→ ◇p 

のように記述できる．

[1]によれば， HybridLogicはMLと述語論理との Hybridであると考えることができる．◇,口は Modal

Logicの言語である一方で， nominalはある可能世界を指し示す「個体定項」と考えられ，これは述語論理

のアイデアを借りたものであるといえるからである．また， ◇,口を「今いる可能世界」からの局所的記述，

nominalをModelを俯諏した立場からの大域的記述だと考えると， HybridLogicは局所的記述と大域的記述
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のHybridであるともいえる．

Hybrid Logicを多次元に拡張したものはHybridProduct Logicと呼ばれる． 2次元のものは [3]で公理化

され， Kripkemodelとの健全性・完全性が証明されている．しかし，決定可能性はまだ明らかになっていな

い．［3］では，有限長で停止することが保証された健全かつ完全な tableauの体系を構築することで，決定可能

性を示すことが提案されている．この試みは通常の（すなわち 1次元の） HLについては成功している ([2]).

本研究では，この方法を参考にして， 2次元の Hybridproduct logicのmode]に対し健全かつ完全な

tableau体系を構築し，それが有限の長さしか持たないことを示すことで，決定可能性を示すことを目指した．

結果として，有限長での停止性は示せなかったものの， 2次元HybridProduct Logicに対して健全かつ完全

なtableau体系を構築できた．

Tableauに対する一般的事項については，［5],[4]を参考にした．

2 Hybrid Product LogicのKripke意味論

Definition 2.1.可算無限個の元をもち，互いに共通の元をもたない 3つの集合

Prop = {p, q, r,... } 

Nom1 = {i,j, k,... } 

Nom2 = {a,b,c,... } 

があり， Propの元を命題変数 (propositionalvariable), Nom1および Nom2の元を nominalと呼

ぶ． Nominal全体の集合を Nornと書く．すなわち， Norn= Nomi U Nom2. 

さらに，論理記号として,,/¥，◇ぃ伽，＠を用いる．

Hybrid product logic (HPL)の言語を £,HPLと書き，その元を HPLの論理式 (formula)という． HPL

の論理式 <pE £,HPLは，次のように再帰的に定義される：

'P ::= P I i I a I 万'Pl'PA'PI◊1<p ◇2<p | @,¢ @四

ただし， p E Prop, i E Nomi, a E Nom2, 

記号v，→，口ぃ口2の意味は次の通り定める：

cpVゆ：＝ →(→¢^ →心），ゃ→心：＝ ,(cp/¥呻），口屁：＝ →◇Kマ (k= 1,2). 

次に， HPLの意味論を定義する．そのために，まずは通常の (1次元の） Hybridlogicに使われる Kripke

frameを定義する．

Definition 2.2. Hybrid logicのKripkeframe J = (W, R)を次の通り定める：

•W は空でない可算集合．

• RはW 上の二項関係．すなわち， RこWxW.

W の元を可能世界 (possibleworld), Rを到達関係 (accessibilityrelation)と呼ぶ

以下では， （x,y) ERをxRyと書く．後述する R1,R2,Rh,Rvも同様．

これをもとに， HPLのKripkeframeおよびKripkemode]を定義する．

Definition 2.3.通常の Kripkeframe釦＝ （W1,Rリ釦＝ （W2,R叫に対して， productKripke frame 

(product frame) J = (W, Rゎ凡）を次の通り定める：
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• W=  W1 x W2. 

• (x,y)恥 (x宣） iffxR1が andy = y'. 

• (x,y)R心',y')iff x = x'and yR2y'. 

さらに， productKripke model (product model)蚊＝ （ぎ，V)を次の通り定める．

• iは上で定めた productframe. 
• V: PropUNom→P(W)．ただし，
-i E Nomiならば， V(i) = {x} x W2 (x E W1), 

-a E Nom2ならば， V(a) = W1 x {y} (y E W:砂

Vを付値関数 (valuationfunction)と呼ぶ

Rゎ凡の h,vはそれぞれhorizontal,vertica]の頭文字をとったものである． 2つの frameをそれぞれ水

平方向，垂直方向に並べることを意図している．

V(i) = {x} x W2 (x E W1)が成り立つとき， xをivと書く．同様に， V(a) = W1 x {y} (y E HT.分が

成り立つとき， yを研と書く．

Definition 2.4. Satisfaction relation I=を定める． Productmodel畑とその可能世界 (x,y),HPLの
論理式¢に対して，関係畑，（x,y)I='Pは，以下のように帰納的に定められる：

皿，（x,y) F p iff (x, y) E V(p), where p E Prop 

皿 (x,y) Fi iff x = i又wherei E Nomi 
飢 (x,y)巨a iff y=a又wherea E Nom2 
洲，（x,y)r=古 cp iff not暉，（x,y)r= cp 

叩，（x,y)r= cp^心 iff 洲，（x,y)F cp and碑 (x,y)r=心

皿 (x,y)r=◇1<p iff there is some (x', y') s.t. (x, y)恥 (x',y')and皿 (x',y')r='P

皿 (x,y)r=◇四 iff there is some (x', y') s.t. (x, y)Rv(x', y') and訊 (x',y')r='P 

碑 (x,y)r=@;rp iff 叫 (i又y)r= rp 
碑 (x,y)p=@a'P iff 訊 (x，砂）ヒゃ

すべての (x,y)EWについて碑(x,y) r='Pが成り立つとき， 飢仁ゃと書く．さらに，すべてのmodel

叩について畑ヒゃが成り立つとき， ヒ¢と書き， ¢は妥当である (valid)という．

また，論理式の有限集合r，△に対して， ヒ八r→V△が成り立つとき， rの仮定のもと△が妥当であ
るといい， rヒ△と書く．

Rh，凡の定義から， ◇k(k = 1,2)における satisfactionrelationの定義は次のように書き換えられる．

碑 (x,y)r=◇心 iff there is some x'E W1 s.t. xR1x'then碑 (x',y)r='-P 

碑 (x,y)r=◇四 iff there is some y'E W2 s.t. yR孤 then咽 (x,y'）← '-P
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さらに，先の定義に従えば， v，→，口における satisfactionrelationについて，以下が成り立つ．

畑，（x,y)p<.pV1/J iff 洲，（x,y)F'P or洲，（x,y)r=ゅ
飢，（X,Y)F'P→ゆ iff if碑 (x,y) F rp, then砥 (x,y)r=心

叫 (x,y)r=ロ1<p iff for all (x', y'), if (x, y)恥 (x',y')then皿 (x',y')r='P 

iff for all x'E W1, if xR立'then碑 (x',Y)F'P

碑 (x,y)r=ロ2rp iff for all (x', y'), if (x, y)凡(x',y')then皿 (x',y')戸¢

iff for ally'E W2, if yR孤 then皿 (x,y')←¢ 

3 Tableauの定義

Definition 3.1. HPLのtableauとは， HPLの論理式を nodeとする well-foundedな木 (tree)のことであ

る． Tableauの根 (root)になる論理式のことを rootformulaという．また， rootformulaからある node

に奎るまでの経路を branchという． Tableauのbranch8に論理式ゃが現れることを¢ € 9 と書く．

Tableauのbranch8が閉じている (closed)とは， 0が以下の条件を 1つ以上満たすことである：

i)鈷＠a'P,＠心戸¢ € 0なるゃが存在する．

ii)＠i'P, @;古9€ 0なる¢が存在する．

iii) @a'P, @a古ゃ€ 0なる¢が存在する．

9が閉じていないとき， 0は開いている (open)という．

Tableauにあるすべての branchが閉じているとき， tableauが閉じているという．

Definition 3.2. Tableauの変形規則を以下のとおり定める：

＠直）a'ゴ¢
＠直匹
［一ー］

@;@a('P I¥ゆ）

＠渓％¢
@;@aゆ

[/¥] @;@a'（中^心）

@;@a可?|＠直a'心
［→八］

＠も翫◇坪

@，◇1J. 
応rl,•3 @,＠心匹 ＊2，＊3 

@a◇沙 怜2]
@;@a'◇氾
@，◇1]. 
［ゴ釘l

@i@a'◇四
@a◇沙
［一◇2]

＠膚aや

＠，馬＠炉

＠膚a'P
［釘l

＠直坪

@i国＠四

＠心坪
［鉛l

＠羨％S

@;s 
[Red廿＊4

＠直at
@at 

＠置a''P

@;@a,@jc.p 

＠魯a古 '-P
［』鉛l

[Red2]*5 
＠仁］

@jj 
［ー1]

＠直a'P
@;j 

@j@咋
[Idn] 

＠心a'{'
@ab 

＠墨匹
[Id叫

@is 

＠紅

＠尺
[Id21] *4 
認
＠屁

＠隕）b''P

@i@a'＠呼

＠直）bゴP

@a,b 

＠ゆ
［ー2]

[Id22]*5 

［』釣l

*1: j E Nomiはそれまでの tableau中に登場しない新しい nominalである．
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*2: b E Nom2はそれまでの tableau中に登場しない新しい nominalである．

*3: 1つの論理式に対し 1回のみ適用できる．

*4: s = k,咄 k(k E Nomi)-

*5: t = c,,c (c E Norn砂

ただし，線より上側の式は「branchですでに登場した式」を，下側の式は「これから branchにnodeとし

て加える式」をそれぞれ表す．また，縦線は「木の枝分かれ」を表す．

Remark 3.3. ユの書き換え規則口位三ゴ◊1可っから， tableau の rule［→◇1] は以下の規則と同値．

@i馬口戸ゃ，＠心1J
［口』

＠置a亨

これは，「i,aが成り立つ可能世界で口戸ゃが成り立ち，かつ iが成り立つ可能世界から jが成り立つ可能世

界に到達可能ならば， j,aが成り立つ可能世界では万っが成り立つ」ことを表している． 口2についても同様．

Definition 3.4. Tableauのbranch8がsaturatedであるとは， 0が次の条件すべてを満たすことである：

i)@,＠戸刃 E8ならば， 凰＠屈 E8. 

ii) @i翫（ゃ^ 心） E8ならば， 凰＠a'P，＠直註 E8. 

iii)飢＠a'（ゃ^心） E8ならば， 訊＠a方¢ E eまたは鈷＠戸心 E8. 
iv)試＠心匹 E8ならば，ある jE Nomiが存在して， ＠心1J.,＠頂a'PE 8. 

v)凰＠心呼 E8ならば，ある bE Nom2が存在して， ＠心沙，＠直咋 E8. 

vi) 訊＠aゴ◊1'P, ＠，◇1J• E 0ならば， ＠膚a可 pE 8. 

vii)釦＠a'◇2'P,＠心沙 E8ならば， 釦＠戸'PE8. 

viii)＠汎ぬ＠j'PE 8ならば， ＠厚a'PE 8. 

ix)＠墨!a@b'PE 8ならば， ＠直匹 E8. 

x)凰＠a'@j'PE 8ならば， ＠］＠a''P E 8. 

xi)試＠a'＠匹 E8ならば， ＠国）に'PE8. 

xii) s = k，,k (k E Nomi)かつ＠ふsE 8ならば， ＠，s E 8. 

xiii) t = C，,c (c E Norn叫かつ＠，翫tE 8ならば， ＠砂 E8. 

xiv) @i,j E 8ならば， 叱jE 8. 

xv) @a,b E 8ならば， ＠ゆ E8. 

xvi)試＠a'P,@;jE 8ならば， ＠j@四 E8. 

xvii)鉛＠a'P，馬bE 8ならば， ＠，＠匹 E8.

xviii) s = k，,k (k E Nomi)かつ訊s,@;jE 8ならば， 叫sE 8. 

xix) t = C，,c (c E Nom2)かつ翫t,＠砂 E8ならば， ＠紗€〇．

Definition 3.5.論理式ゃに対して＠，＠亡'P(i E Nomi, a E Nom2はゃに出現しない任意の nominal)

をrootformulaとする閉じた tableauが存在するとき， ゃが証明可能であるといい， 卜中と書く．

また，論理式の有限集合r，△に対して， ＠，＠a'(Ar→ V△)すなわち＠，馬(Ar/¥,(V△)） （i E 
Nomi, a E Nom2はAr/¥ー(V△)に登場しない nominal)をrootformulaとする閉じた tableauが存在
するとき， rから△が証明可能であるといい， r卜△と書く．
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4 Tableauの健全性・完全性

HPLのproductmode]とtableauに対して，健全性が成り立つ．

Theorem 4.1 (Tableauの健全性）． HPLのproductmode]とtableauに対して，健全性が成り立つ．すな

わち，

f---¢ ⇒ r= rp. 

Corollary 4.2.論理式の有限集合r，△に対して，次が成り立つ：

r卜△ ⇒ r巨△・

Proof. Thm.4.1で¢= Ar → V△とすればよい ■ 

以下では完全性を示す．

まず、擬部分論理式 (Quasi-subformula)という概念を定義する。

Definition 4.3 (Quasi-subformula)．論理式＠，＠a'P,＠頂砂に対し， ＠i@a'Pが飢＠砂の擬部分論理式

(quasi-subformula)であるとは，次のどちらかを満たすことである：

・ゃが心の部分論理式．

・ゃは ・Xの形をしており， xが心の部分論理式．

Lemma 4.4 (Quasi-subformula property).'Tをtableauとする．このとき， T内に登場する論理式のう

ち， ＠i@a'Pの形をしているものは， Tのrootformulaの擬部分論理式．

Proof. [Redサ，［Red叶，［万],［叫，［Id叫，［Id22]の6つを除く各規則について帰納法を適用すればよい．以

下，［可＼],［釘],［◇2]の場合を例に示す．

［ゴA] @，＠戸中，＠，＠ぃ心はそれぞれ＠;@aゴ('P^ ゆ）の擬部分論理式である．さらに帰納法の仮定から，これ

はrootformulaの擬部分論理式．したがって， ＠，＠a古9,＠心a'心はrootformulaの擬部分論理式．

似］ ＠墨a'P のみ考えれば十分．これは＠;@a◊m の擬部分論理式で，帰納法の仮定から＠，＠a◊1'P は root

formulaの擬部分論理式だから， 馬＠a'Pはrootformulaの擬部分論理式である．

他の場合も同様にして示される．

．
 

次に， rightnominalという概念を定義する． Tableauのbranch8に対して， sENomがrightnominal 

であるとは， ＠tS E 8なる nominaltが存在することである．

Right nominalについては，次の性質が成り立つ．

Lemma 4.5. Tableauのbranch8に出現する rightnominalは，すべて rootformulaに出現する．

Proof. sを0に出現する rightnominalとする．このときある nominaltが存在して，＠tSE 8. ここでは

s,t E Nomiとする (s,tE Nom2の場合も全く同様に示せる）．さて，このとき＠tSは[Red止い］のど

ちらかから導かれているはずである．
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i) @tSが[Red叶から導かれているならば，ある nominala E N om2が存在して， ＠直asE 8. Lem.4.4 

から， Sはrootformulaの擬部分論理式であり，したがって Sはrootformulaに出現する．

ii) @tsが［万］から導かれているならば， t=sかつある nominali E Nomiが存在して＠，,sE 8. さら

に，この式は [Red1]からしか導かれないから，ある nominala E Nom2 が存在して＠，＠a•S E 8. こ

れより Lem.4.4から頑はrootformulaの擬部分論理式だから， Sはrootformulaに出現する． ． 
Definition 4.6. 8をtableauのbranchとする． 9に出現する rightnominal i,j E Nomi, a, b E Nom2 

に対し，関係～~,~i を次のように定義する：

1 ～ら j iff @;j E 8 

a ～ら b iff 馬 bE8. 

Lemma4.7. 8をsaturatedなtableauのbranchとする．このとき， Def.4.6で定義した関係～も (k= 1, 2) 

は，それぞれ Nom1,Nom2の上の同値関係である．

Proof.～し，～らが反射性，対称性，推移性を満たすことを示せばよい．ここでは～しの場合のみ示す．

まず反射性を示す． iをrightnominalとすると，ある nominaljが存在して，＠jiE 8が成り立つ． ＠ji 

が2つあるとみなし，これに [Id21]を適用すると＠，iが得られる． 8はsaturatedであるから， Def.3.4(xviii)

より＠，iE 8が成り立ち，したがって i～1 iである．
次に対称性を示す． i ～も jを仮定する．定義から＠JE 0である．また反射性より＠，iE 8であり， 9 

がsaturatedであることから Def.3.4(xviii)より＠jiE 8が成り立つ．したがって j～も iを得る．

最後に推移性を示す． i ～1 j,j～も kを仮定する．定義から＠，jE8,＠沐 E8である．対称性より
＠げ Eeがいえ， eがsaturatedであることから Def.3.4(xviii)規則より＠，kE 8. したがって i～ぶ Kを
得る． ■ 

Definition 4.8. 8をtableauのsaturatedなbranchとし， i E Nomiをeに出現する rightnominalと

する．このとき， iの～もによる同値類を [i]しで表す．同様に， eに出現する nominala E Nom2に対

し，その～もによる同値類を [a沿で表す．

さて， 2つの nominal全体の集合 Nom1,Nom2は可算無限集合であったから，それぞれに適当に整列順

序を入れることができる． Nominalの集合 Aに対して，この順序における最小元を min(A)と書く．次の

Def.4.9に登場する min(A)は，この意味での最小元を指す．

Definition 4.9. 8をtableauのsaturatedなbranchとし， Sを 0に出現する nominalとする (sは

right nominalでなくてもよい）． Sの 9における urfatherをue(s)と書き，以下のように定義する：

min([j]も） if s E Nomi and @5j E 8 
叫 s)＝｛min(［b協） if s E Nom2 and @sb E 9 

otherwise. 

Proposition 4.10. Def.4.9のue(s)はwell-definedである．
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Proof. @si, @3j E 8かつs,i,jE Nomiとする（Nom2の場合でも同様に証明できる）． 0がsaturatedで

あることから， Def.3.4(xviii) より＠』 €e である．したがって [i]も＝ ［j］もだから， min([i]も） ＝min([j]1) 

となり， ue(s)は一意．

Lemma4.11. 8をtableauのsaturatedなbranchとする．このとき，以下の性質が成り立つ：

i) s E Nomが 0に出現する rightnominalならば， ＠ue(s)S E 8. 

ii) s,t E Nornについて， 見tE 8ならばue(s)= ue(t). 

iii) 8に登場する sENomについて， ue(ue(s)) = ue(s). 

iv) 8のrootformulaの擬部分論理式＠，＠咋 E0について， ＠ue(i)@ue(a)'P E 8. 

．
 

Proof. i) sがrightnominalならば， Lem.4.7より飢sE 8である．これより，定義から直ちに ue(s)= 

min([s]~) (k = 1, 2)．ゆえに ue(s)～各 sが成り立つので， ＠匹(s)SE 8. 

ii)まず飢tE 8から直ちに ue(s)= min([t]各） （k = 1,2)を得る．また， tがrightnominalであること

から，（i)の証明と同様にして ue(t)= min([t]も）．これらから， ue(s) = ue(t). 

iii) ue(s) = sならば自明だから，そうでない場合を仮定する．このとき， ue(ue(s))= min([t叶名） （k = 1, 2) 

なる t1E 8が存在して，＠ue(s/1E 8. これより～もの定義から ue(s)～ぢれが成り立つ．同様にし

て， ue(s)= min([t2]も）かつ s～各むをみたす t2E Nornが存在する．さらに ue(s)の定義より明ら

かに ue(s)～も s. したがって，

ue(ue(s)) = min([t廿各） ＝min([ue(s)］も） ＝min([s]各） ＝min([t叫ぢ） ＝ue(s). 

iv) @;@a'P E 8を仮定する．このとき，次の4通りの可能性がある．

a) ue(i) = i,ue(a) = a 

b) ue(i) = i,ue(a) = min([b]も）

c) ue(i) = min([j]も），ue(a)= a 

d) ue(i) = min([j]も），ue(a)= min([b]も）

(iva)であればLemmaは自明さて (ivd)を仮定すると，定義から直ちに＠ふ＠砂 E8. さて eは
saturatedなので， Def.3.4(xvi), (xvii)より叫＠屈 E8を得る．また， ue(i) = min([j]i),ue(a) = 

min([b]も）から j～i ue(i), b～も ue(a)が成り立つので， ＠jue(i),@bue(a) E 8. この 2つから，ふ

たたび 0のsaturated性を使って， Def.3.4(xvi),(xvii)より＠ue(i)@ue(a)'PE 8が得られる．（ivb),

(ivc)の場合の証明は (ivd)のときと同様． ． 
完全性を示すために， tableauから modelをつくる．

Definition 4.12.開いている tableauのbranch8に対して， productmodel叩e= (We,Rt,R~, ve) 
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を以下のように定める．

wf = { i E Nomi I iはeに出現する nominal}
Wi'= { a E N om2 I aはeに出現する nominal}

炉＝wfxWi' 
R? = {(i,ue(j)) I＠ふjE El} 

R~ = {(a,ue(b)) I＠ぶbE El} 

V9(p) = {(i,a) I＠ふpE El} where p E Prop 

げ (i)= {(ue(i)} x W2 where i E Nom1 

V9(a) = W1 x {ue(a)} where a E Nom2 

Lemma 4.13（モデル存在定理）． eをtableauのsaturatedなbranchで，かつ開いているものとする．こ
のとき，以下が成り立つ：

@,＠岬 E8⇒皿回(ue(i),ue(a))F'P・ 

Proof.ゃの構成に関する帰納法で証明する．

[cp = p] @i@ap E 8 とする． Lem.4.ll(iv)から， ＠ue(i)@u0(a)P E 8が成り立つ．これと veの定義か

ら， （ue(i),ue(a)) E V8(p)であるから， 畑豆(ue(i),ue(a) ) FP• 

[cp =,p] @i@a•P E 8 とする． Lem.4.ll(iv)から， ＠ue(i)＠叩(a)ゴPE eが成り立つ． eが開いてい
ることから， ＠ue(i)@u.,(a)P ¢ 8. これと veの定義から， （ue(i),ue(a)) ¢ V8(p)であるから，

蚊豆(ue(i),ue(a)）ヒ咆

[cp = j] @;@aj E 8 (j E Nomi)とする． 0がsaturatedであることから， Def.3.4(xii)より＠JE eと

なるから， Lem.4.ll(ii)より ue(i)= ue(j)が成り立つ．これより (ue(i),11,e(a))EV町j)となり，
したがって叩8,(ue(i),ue(a))FJ・ cp=bENom2の場合も同様

[cp =,j] 銚＠a→jE O(J• E Nomりとする． Lem.4.ll(iv)から＠四(i)@ue(a),jE 8. これと eがsatu-
ratedであることから， Def.3.4(xii),(xiv)を順に適用すると，＠ue(i),j,@jjE 8.後者より jがright

nominalであるから， Lem.4.ll(i)より＠ue(J)jEeが成り立つ．これより＠ue(i),j,@ue(j)JE 8で
あるが， 0が開いていることから ue(i)#ue(j)である．これと veの定義から， （ue(i),ue(a)) ¢ 

v叩）だから， 飢回(ue(i),ue(a)) F寸である． cp =咄 (bE Nornりの場合も同様．

[cp =（仇^ 応）］ ＠虔a（か＾砂） E eとする． 0 が saturatedであることから， Def.3.4(ii)より
@;@a叫，凰＠註2E 8. よって，帰納法の仮定から”や，（ue(i),ue(a)）ヒ叫，苅豆(ue(i),ue(a))F 

砂がともに成り立つ．したがってヒの定義から，蚊，（ue(i),ue(a))F斯 A砂を得る．

[cp ='（仇^ 砂）］ ＠直伍→（か＾応） € 0 とする． 0 が saturatedであることから， Def.3.4(iii)

より＠虔aゴ切 E 0 または＠，＠a団り2 E 8 が成り立つ． 0 が開いていることから，

@;@a妬，＠i@a砂 E0 ということはあり得ず，したがって帰納法の仮定から叩回(ue(i),ue(a))F 

釘，飢0,(ue(i),ue(a)) Fむがともに成り立つことはない．これは飢，（ue(i),ue(a))~叱＾和を

意味するから， 飢，（ue(i),ue(a)）仁→（切^ 砂）．

[cp =◇1ゆ］ ＠t翫◇心 Eeとする． Lem.4.ll(iv)から， ＠ue(i)@ue(a)◊1心 E 9である．これと 0が

saturatedであることから， Def.3.4(iv)より，ある nominalj が存在して＠ue(i)◇ふ＠j@ue(a)心€ O 
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が成り立つ．前者から R~ の定義を用いて (ue(i),ue (a))R~ (ue(j), ue(a)）が導け，後者に帰納法の

仮定を適用して蚊8,(ue(j),ue(ue(a)））ヒ心が導ける． Lem.4.ll(iii)から ue(ue(a))= ue(a)だ

から，叩豆(ue(j),ue(a)）巨心．したがって洲豆(ue(i),'ue(a)）ヒ◇位． <p =伽心の場合も同様

［<p =吟凶］ ＠i@a•<〉国 E eとする． Lem.4.ll(iv)から， ＠ue(i)＠匹(a)→◇印 E8である．ここで，
(ue(i), ue(a))R~ (j, ue(a))を満たす jE Nomiが 1つ以上存在することを仮定する（もしその

ような j が存在しなければ， model 叩°で可能世界 (ue(i),ue(a)）から R~ で到達可能な世界が

存在しないから，”や，（ue(i),ue(a)）← →◇心は自明である）．いま，このような jを任意にとれ

ば， R~ の定義から j = ue(k)かつ＠ua(i)かkE8をみたす kE Nomiが存在する．これら

と0がsaturatedであることを用いて， Def.3.4(vi)から， ＠k@ue(a)→心 E8. ょって帰納法の仮

定から洲8,(ue(k), ue(ue(a)））ヒ可り． j = ue(k)であり，また ue(ue(a))= ue(a)だから，

飢豆(j,ue(a)）戸両．これがすべての jについて成り立つから， 畑8,(ue(i),ue(a))戸口戸心とな

り，したがって畑8,(ue(i),ue(a)）仁→◇国． ゃ＝ →◇炒の場合も同様．

［<p = @j心］ ＠，＠墨戸 E8 (j E Nomi)とする． e が saturated だから， Def.3.4(viii) より＠膚a心€ 0 

が導け，帰納法の仮定から”や，（ue(j),ue(a)）ヒ心が成り吃つ．したがって，畑豆(ue(i),ue(a))F 
＠凡 <p =＠砂 (bE Nom2)の場合も同様

［<p =道］心］ ＠i@a-＠戸 E8 (j E Nomi)とする． 0がsaturatedだから， Def.3.4(x)より＠魯a噸 E9 

が導け，帰納法の仮定から”や，（ue(j),ue(a)）p=,1りが成り立つ．したがって，郊回(ue(i),ue(a))F 
＠戸心であり，これより飢色(ue(i),ue(a))F,＠炉. <p=』＠凶 (bE Nom2)の場合も同様 ． 

Theorem 4.14 (Tableauの完全性）． HybridlogicのKripkemodelとtableauに対して，完全性が成り立

つ．すなわち，

ヒゃ ⇒ ト<p.

Proof．対偶を示す．

H r.pを仮定する．このとき，ゃに出現しない nominali E Nom1,a E Nom2を取ると， ＠i@a—r.p を

root formulaとする任意の tableauは開いているから，そのような tableauをとれば，その branchのう

ちで開いているもの 0が存在する．この 0から saturatedになるような O'を構成でき， Lem.4.13より

朗竺(ue,(i), ue,(a)）ヒーゃが成り立つ． 仁の定義から洲8',(ue,(i),ue,(a)) ~ r.pであり，これはゃを成
り立たせないmodelが存在することを意味する．したがって， ~r.p. 

Corollary 4.15.論理式の有限集合r，△に対して，次が成り立つ：

r r=△ ⇒ r f--△・ 

Proof. Thm.4.14で r.p= Ar → V△とすればよい．

．
 ．
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