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量子ネックレスLIE代数と HOMFLY-PTスケイン代数

辻俊輔（明治大学総合数理学部）

SHUNSUKE TSUJI (MEIJI UNIVERSITY SCHOOL OF INTERDISCIPLINARY MATHEMATICAL SCIENCES) 

ABSTRACT.本稿では、鼠子ネックレス Lie代数と HOMFLY-PTスケイン代数という二つの代数構造の定
義を確認し、それらを結びつける重要な定理を紹介する。さらに、具体的な計算例を通して、これらの理論

がどのように機能するかを明らかにし、今後の研究に向けた理解を深めることを目指す。最後に、曲面の埋

め込みに対応する量子ネックレス Lie代数の準同型を計算する方法についても紹介する。この研究は軽尾浩
晃氏との共同研究である。

1.導入

本稿では、 HOMFLY-PTスケイン代数と量子ネックレス Lie代数の関係について述
べる。スケイン代数は、曲面の理論と結び目理論の考え方から自然に現れる代数構造で
ある。量子不変量は本来、量子群に基づいて定義される結び目・絡み目の不変量である
が、 Lickorish[3]が示したように、局所的なスケイン関係式だけで定義できる。 3次元
多様体における絡み目のイソトピー類を基底とする加群を考え、この加群をスケイン関
係式で割ったものをスケイン加群と呼ぶ。特に曲面と閉区間の積多様体の場合、この加
群は代数の構造を持ち、これをスケイン代数という。
スケイン代数は、曲面の表現空間や Poisson構造の量子化と密接に関連している。
Turaev [7]は、 HOMFLY-PTスケイン代数がGoldmanLie代数［1,2]の量子化となる
ことを示唆した。さらに、 Schedler[4]は、ネックレス Lie代数とその量子化である量
子ネックレス Lie代数を純粋代数的に構成した。本稿では証明の詳細には立ち入らず、
構造の概要と計算例を通して確認することを目的とし、特に次の二点を目標とする。

(1) HOMFLY-PTスケイン代数と鼠子ネックレス Lie代数を結びつける新しい結果
を報告すること。
(2)さらに、具体的な計算例を通じて理論の直感的理解を補強すること。

第1の目標を達成するために、 HOMFLY-PTスケイン代数に自然なフィルトレーショ
ンを導入し、その次数商環が量子ネックレスLie代数と同型であること (Theorem3.2) 
を解説する。第2の目標として、本稿では以下の例を扱う。これらの例は、スケイン代
数のフィルトレーションの理解や非可換Poissonブラケットヘの理解、鼠子ネックレス
Lie代数の関係式の構造を確認するのに役立つ。最後の例は量子ネックレス Lie代数の
幾何学的な直感を与える。

(1) HOMFLY-PTスケイン代数のフィルトレーションの具体例 (Example2.3)。
(2) HOMFLY-PTスケイン代数における Lieブラケット (Example2.5, Example 
2.6)。
(3) HOMFLY-PTスケイン代数の次数商環が量子ネックレス Lie代数と同型の対応
例(Example3.4)。
(4)曲面の埋め込みに対応する量子ネックレス Lie代数の挙動 (Example5.2)。
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2. HOMFLY-PTスケイン代数

本稿では、一般の3次元多様体では説明せずに曲面と閉区間の積多様体の中の絡み目
を考える。この場合は絡み目は曲面に描かれたリンク・ダイアグラムで表すことができ
る。これは、交点に上下の情報を付加した曲面に埋め込まれた4-valentグラフである。
上下の情報は、凶またはXで表す。以下で、スケイン加群を定義する。

Definition 2.1.環Rを

Q[[pn, hn]] [P, n, h] 

とする（ここで Rは形式級数環であり、後の議論で自然な直和分解を得るためこの形を
採用する）。 Sをコンパクトな向きづけられた曲面とする。リンク・ダイアグラムのイソ
トピー類の集合をD(S)とする。.A(S)をRD(S)の次の関係式で割った商加群とする。

(1)以下の関係式はReidemeistermoveと呼ばれ、 3次元空間内のイソトピー変形に
対応する。

ね＝図， l［謹，］（嘉，計＝怜
(2)以下の関係式が、スケイン関係式と呼ばれる。

(A)〉くー〉く＝h'）ー〈
(B) (.、會、・_:x'● 0、] — [ヽ倉‘・・・X/] = n [̀9、9-〉(O・  ・、]
(o O = 2sin](ph),(D)や＝oxp(ph)t 

ただし、これらは曲面の中の局所的な関係式であり、式の中は曲面の中の閉円盤の中の
違し：を表し、それ以外はすべて同じダイアグラムである。
A(S)はダイアグラムを重ねることにより積の構造を入れる。ただし、二つのダイア
グラム L1，らはvertexは異なる位置にしてedgeは横断的な2重点で交わるようにする。
そして、交点は新しいvertexとして扱い、上下の情報は、 L1が上、らが下になるよう
に新しいダイアグラム L1らを定義する。空のダイアグラム0は単位元である。

Lickorish [3]の主定理は、次のように言い換えることができる。

Theorem 2.2 ([3]).びを閉円盤として、.A(Dりは、 0f---t 1により、係数環Rと同型
になる。

この定理は、スケイン関係式のみから絡み目不変量を構成できることを意味する。実
際、 HOMFLY-PT多項式など主要な絡み目不変量が得られる。

本稿で扱うスケイン代数ぷS)には、二種類の自然な次数構造が存在する。一つはリ
ンクの成分数に基づ<componentdegreeであり、もう一つは有限型不変量に対応する
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finite type filtrationである。これらは異なる概念であり、以降では混乱を避けるために
明確な記号を用いる。
k次のcomponentdegreeによる部分加群を_A(k)(S)とし、 n次のfinitetype filtration 

をpn.A(S)で表す。また、両方の条件を満たす部分加群を

pn _,4(k)(S) := _,4(k)(s) n pn.A(S) 

と書く。
まず、 componentdegreeの定義を与える。 dE D(S)について、間をdが表す絡み目
のコンポーネント数とする。例えば、 dがコンポーネントが一つの結び目を表すときは
ldl = 1で、 dが2ーコンポーネント絡み目のときは、 ldl= 2である。さらに、p,hの幕指
数を正の寄与、 hの幕指数を負の寄与として加えたものをcomponentdegreeとする。
具体的には、以下のようにcomponentdegreeを定義する。 RD(S)について、Q[pfi,hit] 
加群として

{ll炉炉dlk1+ k2 -k3 + ldl = k} 
で生成される部分加群を (RD)(k)(S)とかく。スケイン関係式はこの次数を保つため、商

加群.A(S)も次のように直和分解を持つ：

恥）＝④_A(k)(S).
kEZ 

ただし、_A(k)(S)は(RD)(k)(S)が代表する元の集合（自然な像）である。この直和分解

により、 componentdegreeが定まる。例として、 P切がd(ldl = 2)のcomponentdegree 
は2+1-3+2=2となる。

次に、finitetype filtrationを定義するが、通常の炉内のfinitetype filtrationの定義
と違って、交点の交代和で定義するわけではない。以下のように寄り道の交代和でfinite
type filtrationで定義する。これは、基本群のaugmentationidealによる完備化で群の
表示の長さを評価するものと類似している。
detourつきリンク・ダイアグラム Ddとは、通常のheightvertex X,ピゞ に加えて、 4
種類の局所図 (detourvertex) 

愕□三士，や
を許したものである。 Vd(Dd)をdetourvertexの集合とする。
Ddをdetour付きリンク・ダイアグラムとする。 sC Vd(Dd)に対し、 Dd(S)とは、 S
に含まれる detourvertexで寄り道を採用し、それ以外のdetourvertexではスムージン
グを適用したリンク・ダイアグラムである。寄り道を使うスムージングは以下のように
スムージングする。

．巧子―から勺ダ．

．追らーから~4.

．心ナからナご．

．：ナから勺にロ
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寄り道リンク・ダイアグラム Ddが次のスケイン代数A(S)の元

ど（一1)凹(Dd)I-ISIDd(S)

Sc怜(D心

を表すことにする。後述する Example2.3を参照。

この記号を使って、 n次の有限型フィルトレーションをFnA(S)が

{hn1炉 DdI 2n1 + 2巧＋ IVd(Dd)I：：：：： n}

から生成される R部分加群として定義する。このフィルトレーション{FnA(S)}立。を
finite type filtrationということにする。

Example 2.3.例えば、次のdetourリンク・ダイアグラムはdetourvertexが二つある。

こ ＜

このダイアグラムはA(S)の元として、以下の 4つのダイアグラムの和の交代和を
表す。

こ こーロ

()~)+ ロロニ
本研究では、スケイン代数の代数構造より Lie代数の構造が重要である。その意味で
は、スケインLie代数の構造の研究をしているとみなせる。つまり、積の構造が重要で
はなくてLieブラケットの構造が研究のメインである。以下ではLieブラケットを定義
する手続きを紹介する。 Turaev[7]で示唆されたことは、スケイン代数の積に基づいた
h → 0の極限でPoisson構造がGoldmanLieブラケットに対応することである。ここ
では、 [7]では明示されなかった対応するスケイン代数の非可換Poissonブラケットを明
示する。言い方を変えると、このブラケットは、 hを形式パラメータとした量子化に対
応し、 h→ 0の極限ではPoisson代数 (GoldmanLie bracket)を再現する。 Turaevの
観察をスケイン関係式から見ると、スケイン関係式により、交差の符号を反転させた差
分をh倍のスムージングで表せるため、 h係数を抽出することでPoisson極限を定義で
きる。

リンク・ダイアグラムニつdぃんをとり、それらのvertexが一致しないようにまた
edgeは横断的な2重点で交わるようにとる。 d1とんの交点に順番をつけて、 P1,・・・,Pm
とする。 E~={-1,0,1} として、 (d1 LJ d2)(Ei, ・ ・ ・, E伍）をd1U d2でRの近傍を
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• ¢ = 0のとき、凶．
• ¢ = 1のとき、近• < = -1のとき、 X.
と書いた図とする。スケイン関係式Aを使って、

(d1 U必） （€｛，・・・ ，€：ー 19 €:, €:+19... , €土）ー (dlu d2) (€{, •.. , €:-1, -C:, €:+19... , €h) 

＝似(d1Ud2)(E~,···,E:_1,0,E:+1 ,''',E~)

となる。

tiをPiでの d1とんの局所交差数として固定する。つまり、凶鷹のときti=1,ぶ寄

のときti=-1となる。このとき、 d1必＝ （d1 U d2)(t1, ・・・，伍）となり、必d1= (d1 U 
心(-E1,・・・，一伍）となる。さらに、

d1d2 -d孤1

= (d1 U dり(ti,・・・,Em) -d1 U d2(-E1, • ・・，一伍）
m 

= h LEi(d1 LJ dり(E1,・・・,Ei-1,0,一ら＋1,・・・，一伍）
i=l 

とわかる。この、 d1d2-d孤1を計算したあまりにh倍すればなる式

m 

LEi(d1 LJ dり(E1,• • ・, Ei-1, 0, -Ei+l,・・・，一伍）
i=l 

を[d1，心とかく。 [d1，ん］は、交差の一つを順番にスムージングした和で表されるこの
ブラケットが以下の命題で示すように非可換Poisson代数を定める。

Proposition 2.4 ([5]). (1)上記の [d1,d2] E A(S)は交点の順番によらない。
(2)上記の [d1，ん］により、[・,・] : A(S) X A(S)→ A（S)が定義できる。
(3) [・, ・] : A(S) x A(S)→A(S)はLieブラケットになる。さらに、 A(S)は非可換ポ
アソン代数になる。
(4) [F閲 (S),F冗4(8)]C pn+m-2.A(S)となる。

この非可換Poissonブラケットは、ネックレス Lie代数に現れる括弧と形式的に類似
しており、 §4でその対応を詳しく説明する。

Example 2.5.以下の二つのリンク・ダイアグラム dぃあのLieブラケット [d1,d2]を考
える。

ロニロ =fl= 
以下の図のようにd1n d2には、二つ交点がある。
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'<=>'r,こン

上の交点、下の交点と順番を考えた場合は

[d1, d2] =0 )-0 □/] ）
 

となる。一方、下の交点、上の交点と順番を考えた場合は、

[d,,d叶＝一こ、こ＋。ロニ）
 

となる。 この二つ和は、 A(S)の元として同じ元になる。

Example 2.6.ここでは、 detourリンク・ダイアグラム同士のブラケットの計算方法
を説明する。以下の二つのdetourリンク・ダイアグラムd1，んのLieブラケット [d1,d叶
を考える。

こ こ

この二つの交点は次の3つである。

これらを左から順番にP1,P2,Jもとする。同じように交点のスムージングをして交点
の上下を入れ替えて [d1,d2]を計算するが、交点の種類によって計算処理が変わる。

• direcパスとdetourパスの交点の場合、 detoruパスにつながる一つのdetourvertex 
でスムージングし、 detourvertexを一つ減らす。この場合はP1が例となる。

• detourパスと detourパスの交点の場合、 detoruパスにつながる二つの detour
vertexでスムージングし、 detourvertexを二つ減らす。この場合は凡が例と
なる。

• directパスと directパスの交点の場合は、 detourvertexは何も変えない。
とき detourvertexは減らない。この場合は凡が例となる。

これらの計算をして [d1，ん］は以下のようになる。

この
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:・ 

[d1, d叶＝一 こ．．よ文
・ •' ...,. ... ...., 

・．

.. 

十三三·十三—三
......' 

この計算方法を見ると、 detourvertexは多くても二つ減る。この計算方法から

[Fn1.A(S), F四.A(S)]C pn1 +n2-2.A(S) 

が示せる。

3.量子ネックレス LIE代数

このセクションではSchedler[4]が定義した量子ネックレス Lie代数を紹介する。し
かし、一般のquiverを使ったオリジナルの定義ではなく、quiverがブーケの場合で、さ
らにA(S)に対応した係数環と関係式で定義する。
曲面Sをとり、 Hを凡(S,Q)として、μ(-,-):H X H→ Qをintersection formと
する。 Sの境界のコンポーネントが0または連結であるときに以下で定義する量子ネッ
クレスリー代数はquiverがブーケの時に対応する。
有限個の点(0個の可能性あり）が指定された向きづけられてた円周炉をネックレス、
指定された各点をビーズと呼ぶ。ただし、ビーズを持たない空のネックレスもネックレ
スとみなす。スケイン代数の文脈からネックレスが曲面に埋め込まれていると勘違いす
る読者もいるかもしれないが、この引は曲面の座標的な構造は持たないことを注意し
ておく。
ネックレスの書くビーズにHの元を割り当て、 H付きネックレスと呼ぶ。絵で表すと
きは、指定された点を白丸で書き、その中に割り当てられたHの元を書くことにする。
H付きのネックレスの非交和を考える。そのビーズの個数の合計を nとしたとき、
ビーズに 1,-・ -,nの番号を割り当て、この番号を高さと呼びi< jならばiに対応する
ビーズはjに対応するビーズより低いとみなす。これを高さと H付きネックレス・ア
ンサンブルと呼ぶ。

Definition 3.1.高さと H付きネックレス・アンサンブルを基底とするR= Q[[pn, hn]] [p, h, n] 
自由加群を以下の関係式で割った商加群をN(S)とし、これを量子ネックレス Lie代数
と呼ぶ。
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(C') 0 =2p 
ただし、 (C')の左辺はビーズを持たないネックレスである。特に、これらの関係式は描
かれていな＼ヽビーズの高さの順序を変えないこととする。

さらに、 N(S)にはネックレス・アンサンブルの非交和、さらに、左のビーズが高く
右が低くなるように高さを決める。

量子ネックレスLie代数は、高さの平均をとることでR自由加群となることに注意し

て、 x,yE応S)として、
1 

[x, y] = j;,(xy -yx) 
となる。

スケイン代数ぷS)と同じように、 componentdegreeとfinitetype filtrationを定義す
る。 N(S)には関係式を保つ二つの線形独立なdegreeが定義できる。一つをcomponent
degreeとして、もう一つをfinitetype filtrationとする。
mEZとして、jJ(ml(S)を

{pmih”ぬh”硲(necklaceensemble)lm1 + m2 -m3十tt(necklaces)= m} 
から生成される<Q[[pn,hnll部分加群とする。これにより、 componentdegreeを定義す
る。 nEZ::,:。として、 Fい「（S)を

{ h ni nn2 (necklace ensemble) I 2n1 + 2rz、2+ tt(beads) = n} 
から生成される R部分加群とする。これにより、finitetype filtrationを定義する。本来

はこれも degreeと呼ぶべきものであるが、あえて、 A(S)と対応させるためにfiltration
と呼んでいる。また、 F吠『(S)n fJ(ml(S)をpnfJ(m)(S)と書くことにする。
Gば(S)を蒻冨FKA(S)IFK+1A(S)とする。 ¢K: FkjJ(S)→ FKA(S)IFK+1A(S）を
次のように定義する。

(1)ネックレスの個数 m1と同じ数の連結成分（コンポーネント）を持つリンク・ダ
イアグラムを取る。
(2)ビーズの個数とネックレスのつながり方に応じて detourvertexを加える。
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(3)ビーズに対応するホモロジ一群Hの元を代表するようにdetourパスを配置する
(4) detour同士の交点の高さの情報は、ビーズの高さに対応させる。

この ¢Kの構成には、リンク・ダイアグラムやパスの取り方などに曖昧さがあるが、

それらの違いは modFk+lA(S)で消える。

Theorem 3.2. <!>k : pkぶ(S)→pkA(S)/ Fい1A(S)により定められる写像

¢：ぶ（S）→ GrA(S)

はwell-definedとなり、全射である。さらに単射でもあるため、同型が成り立つ。

Remark 3.3.本稿では componentdegreeの役割は表面的には目立たないが、定理の
直明は componentdegreeに関する帰納法を用いて進められる。その意味で、 Turaev[7] 
か hとhを使い分けを本稿で採用した理由は、本論文では本質的である。

Example 3.4.図のようにホモロジ一群H= H1(S,(Q)のシンプレクティック基底を
とる。

/31 /32 

a a 

次の高さとネックレス付きネックレス・アンサンブルを考える。

ニ5賃定理3.2の写像のによる、このネックレス・アンサンブルの像は次のようになる。

［言〕 □
例を挙げると

などが考えられる。これらは modF5.A(S)で同じ元となる。

4. TURAEVの量子化

Turaev[7]の量子化について、説明する。ここで紹介する定義は、オリジナルの定義よ
りやや強い主張になっている。 A= 〶mEZA(m) は h を含む係数環の非可換Poisson 代数と
しh[x,y]= xy-yxを満たすとする。さらに、 A回）A回） cA曰＋四），［A曰），A回）]c
A仇1+m2-l)を満たすとする。このとき、 A(l)はAの部分Lie代数となる。ある Lie代数
gへ全射Lie代数準同型A(l)→gがあるとき、 Aはgの量子化になっているという。つ
まり、非可換積と Poissonブラケットの関係を表すh[x,y]= xy-yxとh→ 0の極限
（正確に代入）により、古典的なLie代数gのブラケットが復元されているという意味で
ある。
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ここでは、紙面の都合上GoldmanLie代数とネックレス～Lie代数の定義は省略するが
詳しくは、例えば、 [1,2]や [4]に書いてある。ここでは、.,4(1)(S)/h_A(3) (S)をGoldman
Lie代数g叫S），ぶ（1l(S)/hAf(3l(S)をネックレス Lie代数9N(S)の別定義とみなすこと
ができる。 Grg叫S)=①kEZ:".oFk恥 (S)/Fk+l恥(S)とする。
改めて本稿のテーマである GoldmanLie代数とネックレスLie代数と HOMFLY-PT
スケイン代数と量子ネックレス Lie代数の直感的なつながりを説明する。

• Goldman Lie代数のブラケットはスケイン関係式を用いてほどく時に出てくる
計算により復元される。
•ネックレス Lie 代数のブラケットは関係式を用いて量子ネックレス Lie 代数の高
さの補正により復元される。

•これら二つの量子化が次数商では同じ計算である。

Theorem 4.1 ([7],[4]).以下の組は、 Turaevの意味で量子化になっている：

ば（S)，恥(S)),

（N(S)，恥(S)),

(GrA(S), Gr9c(S)). 

Remark 4.2.これらの量子化は双代数の構造としても量子化になる。ただし、 A(S)は
そのままだとpositivetwistに対応する関係式が余積で宏定しないためwell-definedに

ならずに、余代数の定義はできない、代わりにA(S)/pA(S)で余代数の定義をする。

5.曲面の埋め込み

埋め込み写像e:S区 l→S2xIはe*: A(Sリ→ A(S2)を誘導する。さらに、 nE Z;::,:o 
としてら(Fn.A(S1))C pn_A(S2)より、

ら： Gば（ふ）→ Gr.A(S2)
を得る。つまり、 Theorem3.2より、

ら：ぷ(S1)→ぷ(S2)

が得られる。このセクションではこの誘導された量子ネックレス Lie代数の記述を観察
する。
以下では、一般の場合（特に代数準同型でない場合）に対応する計算手順を示す。こ
れらの計算は、スケイン代数に値を持つホモロジーシリンダーの不変量([6]('/i= 0の場
合）一般の場合は準備中）の計算で必要になる。
ここでは、

ら：ぶ(S1)→N(Sサ
の計算方法を紹介する。ただし、埋め込みe':S2 x I→ S1 X Iが存在して eoe'が
恒等写像とイソトピー同値と仮定する。りO : S1 C::'S1 X {O}→S2 x I¥e(S1 x I)と
T/1 : S1 C::'s X {1}→S2 x I¥e(S1 x I)が誘導するホモロジ一群準同型noがり1＊を考えた
とき

ker(e* : H1(S心） →几(S心）） ＝ker rJo* + kerり1*
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となる。また、 H1(S1,<Q)はIm(e:: H1(S2, Q)→ H1(SぃQ))と ker(e*: H1(S1, Q)→ 
凡 (S心）） ＝ Kerno* +Kernl＊の直和分解となる。

Proposition 5.1（埋め込みに誘導される量子ネックレス Lie代数の準同型の代数的計
算手順）．上記の仮定で以下の計算手順は

ら：ぷ(S1)→ぶ(S2)
を代数的に実行するための計算手順である。

(1)全てのビーズがIm(e:: H1(S2,Q)→几(S1,Q))のラベルになるように以下
(2),(3),(4)を続ける。

(2) N(Sリの元のビーズのラベルを Im(e:: H1(S2, <Q)→凡(S1,Q））① （kerryo* + 
kerry1*)と分ける。
(3) ke可 1＊のラベルがついているビーズを一番高いところに関係式を使って移動し
てその項はkere*の元であり 0とする。
(4) ker'f}o*のラベルがついているビーズを一番低いところに関係式を使って移動し
てその項はkere*の元であり 0とする。
(5) (1)が終われば全てのホモロジ一のラベルを e*: H1(S1, Q)→凡(S2,<Q)でお
くる。

簡単にこの命題の計算手順が成り立つ理由を概説する。手順（3)および（4）で行う高
さの変更は、 Definition3.1の量子ネックレス関係式 (A'),(B')を繰り返し適用するこ
とによって実現する。また、この計算手順が止まる理由は、 (2),(3),(4)を繰り返すたび
にkerりo*,kerり1＊のラベルがついたビーズの数が減るため最終的に計算手順が止まる。
最後にこの命題の具体的な計算例を示す。

Example 5.2. Sぃ品を次のような曲面とする。またホモロジ一群の基底も図のように
とる。

(31 (32 

a a □ 
埋め込みeを次のようにとると上記の仮定の埋め込みe'は次のようにとれる。□ 0(Sニ
高さと H付きネックレス・アンサンブルを式で表す。例えば、次の高さと H付きネッ
クレス・アンサンブルはニ5 芯＝［詞1),(a1,5),(a2,4)][(Bl,2），（あ，3)]
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と書くことにする。この例だと e＊で送ると 0になるので、別の例を使う。

上記のIm(e:),kerrJo*, kerり1＊は

となる。

Im(e:) = Qa1, 

ker閲＝ Q(31 〶Q(32,

kerり1*=Qa2 

ら([(a1,1), (/31, 4), (a2, 5)][(a1, 2), (a1, 3），（あ，6)])を上記の計算手順で計算の具体例を
説明する。
ここで、 a2のラベルをもつビーズは最も高い位置にないので、 (A')の関係式を使い、

ら([(a1,1), (/31, 4), (a2, 5)][(a1, 2), (a1, 3), (/32, 6)]) 

＝ら([(a1,1), (/31, 4), (a2, 6)] [(a1, 2), (a1, 3), (/32, 5)]) 

+hμ(a公/32)ら([(a1,1), (/31, 4), (a1, 2), (a1, 3)] 

＝ら([(a1,1), (/31, 4), (a2, 6)][(a1, 2), (a1, 3), (/32, 5)]) 

+ he*([(a1, 1), (/31, 4), (a1, 2), (a1, 3)]) 

となる。今、ら([(a1,1), (/31, 4), (a2, 6)][(a1, 2), (a1, 3), (/32,5)]) = 0なので、

ら([(a1,1), (/31, 4), (a2, 5)][(a1, 2), (a1, 3), (/32, 6)]) 

= he*([(a1, 1), (/31, 4), (a1, 2), (a1, 3)]) 

となる。
次に、約のラベルがついているビーズを一番低くして計算を進める。関係式(B')を
使って、

he*([(a1, 1), (/31, 4), (a1, 2), (a1, 3)]) 

= he*([(a1, 1), (/31, 3), (a1, 2), (a1, 4)]) 

+ hnμ(a1, /31)e*([(a1, l)l[(a1, 2)]) 

= he*([(a1, 1), (/31, 2), (a1, 3), (a1, 4)]) 

+ hnμ(a1, /31)e*([(a1, l)l[(a1, 2)]) + hnμ(a1, /31)e*([(a1, 1), (a1, 2)][]) 

= he*([(a1, 2), (/31, 1), (a1, 3), (a1, 4)]) 

+ hnμ(a1, /31)e*([(a1, l)l[(a1, 2)]) + hnμ(a1, /3リe*([(a1,1), (a1, 2)][]) 

+ hnμ(a1, /31)e*([(a1, 1), (a1, 2)][]) 

= he*([(a1, 2), (/31, 1), (a1, 3), (a1, 4)]) 

+ hne*([(a1, l)][(a1, 2)]) + 2h'fie*([(a1, 1), (a1, 2)][]) 
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となる。さらに (C')を使って、

= he*([(a1, 2), (fJ1, 1), (a1, 3), (a1, 4)]) 

+ hfie*([(a1, l)][(a1, 2)]) + 2hfie*([(a1, 1), (a1, 2)][]) 

= he*([(a1, 2), (fJ1, 1), (a1, 3), (a1, 4)]) 

+ hfie*([(a1, l)][(a1, 2)]) + 4phfie*([(a1, 1), (a1, 2)]) 

いま、 e*([(a1,2),（約，1),(a1, 3), (a1, 4)])は0なので、

ら([(a1,1), (fJ1, 4), (a2, 5)l[(a1, 2), (a1, 3), (fJ2, 6)]) 

= hfie*([(a1, l)][(a1, 2)]) + 4phfie*([(a1, 1), (a1, 2)]) 

となる。
最後に、

と計算できる。

hfie*([(a1, l)l[(a1, 2)]) + 4phfie*([(a1, 1), (a1, 2)]) 

= hfie*(e:([(c, l)][(c, 2)])) + 4phfie*(e:([(c, 1), (c, 2)])) 
= hfi[(c, 1)] [(c, 2)] + 4phfi[(c, 1), (c, 2)] 

以上の計算手順から

と計算できた。

ら([(a1,1), (fJ1, 4), (a2, 5)][(a1, 2), (a1, 3), (fJ2, 6)]) 

= hfi[(c, l)][(c, 2)] + 4phfi[(c, 1), (c, 2)] 
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