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動的幾何‘ノフトやプログラミングを利用したときの

「多角形の内角の和」についての探究事例

1はじめに

愛知教育大学飯島康之

Yasuyuki Iijima 

Aichi University of Education 

新しい道具を使うことで，数学的探究がどう変わるのか，そして，それはどう生か

すと教育的価値が生まれるのか，さらに教材化し，授業化していくプロセスを模索す

ることが，数学教育学の側の韮本的な課題になる([3])。分度器のようなアナログの道

具の場合，「誤差」という言葉ですませてしまい数学的探究を深めることをしなかっ

たことが，デジタルの場合には新しい数学的探究の可能性を生むことがある。三角形

の内角の和に関する考察や教材化・授業化は過去にも取り組んだ（［1],[2])。四角形の

内角の和について，どのような数学的探究の様相がありうるかを明らかにするために，

まず筆者自身が取り組んでみたところ，三角形の和の場合とはかなり異なり，特に予

想と異なる事実の発見や AIの利用など教育的な示唆をえられた。そこで本論文では

四角形の内角の和，つまり「内角をそれぞれ測定し，四捨五入によって整数値で表示

し，その和を求める」ことに関連して，どのような事実の観察，問題の発生，暫定的

解決，その吟味と命題や問題の再定式化などが生まれるのか，またそれに付随してど

ういう道具（数学ソフト，プログラム）の選択・改良や利用が生まれうるかに関して，筆

者自身の探究の分析を中心に記述し，考察する。

2 「三角形の内角の和」の問題とその解決の概要

2.1 「三角形の内角の和］の閲題

この問題は筆者にとっては「小学校の先生からの相談」から出発している。「どんな

三角形でも内角の和は 180゚ になる」ことを実感させたいので，「好きな三角形をかき

なさい。分度器で測りなさい。三つの角の大きさを加えるとどうなりますか」と児童

に投げかけ，できれば全員，少なくとも大多数の児童が「180゚ になりました」とい

う展開にしたいのに，実際には 180゚ にならない児童がかなり (40名中 10名程度）い

る，という相談だった。その場の議論では「児童の測定スキルでは誤差が出てしまう
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から仕方がないのだろう」となったのだが，動的幾何ソフトで検証可能な，次のよう

な問題として捉えてみる。

問題 1:△ABCの3つの角を正確に測定し，正確に四捨五入し，正確に和を求めるな

ら，必ず 180゚ になるといえるだろうか。

この答えは Noとなる。たとえば，「乙A=60.3゚ ，乙B=60.3゚ ，乙C=59.4゚ 」とい

うような場合を想定すると，小数点以下を四捨五入した値の和は 179゚ になる。そこ

で，問いを次のように深める。

問題2：△ABCの3つの角を正確に測定し，正確に四捨五人し，正確に和を求めるな

ら， どのような値がどのような確率で得られるのだろうか。

2.2統計的確率を調べるための道具・解決と数学的確率についての考察

「定規・分度器」による測定を 100回以上行うのは現実的ではない。動的幾何ソフ

トなら測定と表示精度の設定をし，頂点を動かして記録を取れるが， GCではさらに

「一つの点をランダムに 100回動かし，測定値やその和を記録し csvファイルに出力

する」機能があるので， Excelを使って処理可能だ。 100,1000回の試行の集計結果は，

図1のようになり，そこから統計的確率が推測できた。
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図1GCでの測定・集計の様子と 100,1000回の試行結果からの統計的確率の推測

出発点の「小学校の先生からの相談」に照らし合わせると，この結果は興味深い。

40人の子どもがいたら和が 180゚ にならない子が 10人くらいいるというのは当然の

ことと解釈できるからだ。

数学的確率を求めるために，次のように考えた。

この試行では点の位置をランダムにとっているけ

れども，重要なのは，角の大きさの小数点以下の値な

ので，次の変数を考える。

x=乙Aの小数点以下の値，

y=乙Bの小数点以下の値，

z=乙Cの小数点以下の値

図2[O, 1]x[O, 1]での図示
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zはx,yに関する従属変数になることと，（角の大きさの分布には複数の前提が考えら

れるが，）小数点以下なので一様分布になると仮定すると， x,y E [0,1]なので，

[O,l]x[0,1]の中で，和が 179,180,181となる領域を考え，その面積比で確率を考える

ことにした。その結果，図 2が得られ，統計的実験で得られた結果が，数学的確率と

しても得られることがわかった。

3 「四角形の内角の和」に関する探究の概要

3.1 三角形の場合の振り返りと四角形の場合の予想

三角形の場合， X＝乙Aの小数部分，y＝乙Bの小数部分により，［O,l]x[0,1]に現象を

表現できた。この領域の中で， z＝ (180—（乙A＋乙 B)) の小数部分に関して， z=O,0.5の

境界線が人り 8個の領域で和がきまっていた。このことは，乙A，乙B,乙Cに関して，

「切り上げ」「切り捨て」があり，それらの組み合わせに依存するので， 23=8通りに

分割され， 1/8,6/8, 1/8になったと理解できた。

このことを踏まえると，四角形に関しては，次のようなことが予想される。

(1)現象は乙A，乙B,LC，乙Dの小数部分によるものだが，乙Dは他に依存するので，

[0,1] x[O,l]x[0,1]に表現できるだろう。

(2) 4つの変数のそれぞれで「切り上げ」「切り捨て」があるので， 24=16通りになる

はずだから，確率はk/16という形になることが予想される。

(3) [0,1] x[O,l]x[0,1]の立方体の中に，斜平面が人って分割される領域として表現さ

れるのだろう。

3.2 最初に使う道具とそれを使った実験から生まれた「3への疑問」

上記の予想は三角形の場合の数学的確率の考察に甚づく

ものだが，数学的確率の考察をそのまま進めるよりも，統

計的な実験を進めて確率の値を推測することからはじめる

ことにした。紙の上で定規・分度器を使ってデータを数多

く収集するのは現実的ではない。 GCを使った実験も少し

手間がかかる。 2点以上を動かすことが必要になるし，操作 笠迄』嚢彗彗蒻餞醇

しながらデータを記録していくのは 100回程度が現実的な

限界になる。またランダムに位置を決めると四角形になら

ない場合も生まれてしまうので自動化にも難点がある。 図3四角形の内角の和
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この現象で軍要なのは小数点以下の値なので，乱数を使って実験するプログラミング

が妥当と考えた。モンテカルロ法での実験を，当初は Pythonを使ったのだが，いず

れ生徒が使うことも想定すると， JavaScriptで記述し， webブラウザ上で使えるよう

にした。「n」角形に関して，正多角形の角の大きさを標準とし凸多角形になる範囲で

角の値をランダムに設定する。それらの角の大きさを四捨五入した値と，その和を表

示することを，指定回数だけ行い，その集計結果を表示している。

(https :/ / yiijima.sakura. ne.jp/iijima/html5/01 a_rndoms_angles_ 03.htm) 

100000回での結果は，次のようになった。

16605回， 360° : 66770回， 361° : 

実験結果をみて，びっくりした。確率はそれぞれ1/6, 2/3, 1/ 6になると推測でき

るが， さきほどの予想では k/16の形，つまり 3の倍数が分母になるはずはないと思

っていたからである。この「3の存在」を解明することが，四角形の場合の突破口に

359° : 16625回

なるはずだ。

3.3 なにが問題なのか？—次に観察すべきデータの選択・プログラミン

グ・観察・解釈・吟味のサイクル—

3.3.1 「切り上げ・切り捨て」 の数の分類とその割合

三角形のとき，切り上げ／切り捨てによる分類で 8通り

に分かれ，すべてが切り上げの場合が 181,

捨ての場合が 179,それ以外の混在はすべて 180になって

いた。四角形の場合は 16通り考えられるが「切り上げの

数」に注日すれば， 0から 4までの 5通りになる。この 5

通りがそれぞれ発生する割合をまず調べてみることに 図3切り上げ数とその割合

した。図 2でのプログラムを若干修正し，調べた結果が図 3である。モンテカルロ法

びったり合わないとはいえ，想定される下記の結果とは合わない。

1/16 = 0.0625, +++-, + --- 4C1/16 = 0.25, 

凸／16=0.375 

図3の結果からは，次の確率が想定される。

++++,----1/12, +++-, +---

ここでも分母には「3」が存在していることがわかった。
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図6和との関わり（一部）

16通りの出現相対度数は約 8300のグループと約 4200のグループに分かれる。こ

れは重みづけが2:1とみることができる。この比率は何によってきまるのだろうか。

三角形の場合は， 8通りのそれぞれは等確率だった。今回も三つまでの結果だけに注

目するなら，それぞれ 125000くらいになって等確率といえる。そこで三つ目までの

結果と次の関係を観察すると，図 5のようになった。三角形のときのように， 3つの

角までの 8通りが等確率で，その先が2:1に分かれるとすると，これが分母に登場す

る「3」の原因なのかもしれない。

さらに， この 16通りに総和の値も加えて分析してみると，図 6のようになった。

つまり，＋＋＋＋のように，すべて 361になるものもあるが，＋＋十一のように 360

と361に半々で分かれるものもある。

3.3.3 具体的な数で確かめる

上記でわかったことに関して，三角形の場合と同様に，具体的な数を使って確認した。

(1)「----」の場合

たとえば， 90.2,90.2, 90.3, 89.3ならば359になる。このとき，すべての数で「減

る」のだから， 360以上になるはずがない。また，減る数が2になるためにはどこか

で0.5以上減ることが必要になり，それは不可能だから，必ず359になる。同様に「＋

＋＋＋」のときは必ず361になる。

(2)「---+」の場合

たとえば， 90.1,90.1,90.1,89.7ならば， 360になり， 90.4,90.4, 90.4,88.8なら 359

になる。減少の幅は1.5未満なので， 358にはなりえない。同様に，「＋＋十一」のと

きは， 360,361になりうるが， 362にはなりえない。

(3)「--++」の場合

90.1, 90.1, 89.9, 89.9ならば360になる。増加あるいは減少は 1未満なので361や

359をつくれずすべて 360になる。

現れた現象についてー通りの理解をすることができたが，改めて問題を整理した。
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3.4 問題の整理とその解決

3.4.1問是の整理

問題A. 「切り上げ3,切り捨て 1」のときに 359,360が 1:1になるのはなぜか。

問題B. 「乙A,乙B,乙C」に対して，乙Dはどのような比率できまるのか。

3.4.2 間題Aに対する「最初の解決」

切り上げ3,切り捨て 1の場合， 4変数の小数点以下を x,y,z,wとすると，

1.5 < 3数(x,y,z)の和 く 3 となる。

ここで， x,y,zの3数が切り上げだとすると，

a. 1.5 < x+y+z く 2 のとき， wは切り捨て

b. 2 < x+y+z < 2.5 のとき， wは切り上げ

c. 2.5 < x+y+z < 3 のとき， wは切り捨て

となる。 Wが切り捨ての場合を考えているので， aとcの場合だけを考えればいい。

a. 1.5 < x+y+z く 2 のとき， 4数の和は 361 （例 90.6, 90.6, 90.6, 88.2) 

c. 2.5 < x+y+z < 3 のとき， 4数の和は 360 （例 90.9, 90.9, 90.9, 87.3) 

x+y+z がとりうる区間の長さは 0.5ずつなので，確率は 1/2ずつになる。

3.4.3 問題 Bに対する「最初の解決」

この考え方を問題Bに使う。たとえば，「一ーー」の場合 0<x+y+z < 1.5になる。

a. 0 < x+y+z < 0.5 のとき， wは切り上げ

b. 0.5 < x+y+z < 1 のとき， wは切り捨て

c. 1 < x+y+z < 1.5 のとき， wは切り上げ

となる。 x+y+zの区間の長さは 0.5ずつなので， wが切り上げ，切り捨てになる確率

の比は 2: 1になる。これが，母数に「3」が生まれた原因と考えられると思えた。

3.4.4 検証すると推論結果と実験結果が逆転していることが判明

ところがである。上記の推論に基づけば「一ー一」から「―---」になる確率は

「---+」になる確率の 2倍になるはずだが，実際のデータ（図 4)で検証してみる

と逆なのだ。谷底に落とされた気持ちになった。
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3.4.5 「3数の和」の分布はどうなる？

x,y,z,wのそれぞれは一様分布になることを仮定しながら取り組んでいた。実際，こ

れらは4つの角の大きさの小数点以下であり， W つまり乙Dだけが特別なはずはない

からだ。でもここでは， 3つの角の大きさの出方を 8通りに分類しているので，その

それぞれにおいても一様になるためには独立であることが必要なはずだ。サイコロニ

つを振ったときの目の和は 7が一番出やすいことが示唆するように， x+y+zの分布は

一様分布とはかぎらない。そこで，「一ー一」の場合を調べるために， x,y,zのすべて

が1未満の一様分布のとき，和の分布がどうなるかを調べるためのプログラムを作り，

調べてみたら，図7のような結果を得た。すべての値を半分にすればいいので，

0< x+y+z < 0.5 カゞ 1/6, 0.5< x+y+z <1 カゞ 2/3, 1 < x+y+z < 1.5 カゞ 1/6 

つまり， W が切り上げになるのは合わせて 1/3,切り捨て 2/3なので，比が 1:2と逆

転するため， この確率が正しいなら推論される確率と実験結果が一致する。

切叫I1妍寛1|"ば101舅み1|に砥 11舅み!JI・を改行に変えるIB国にコピーするため1

空1•l h .5 166710 

2 3 1 2.5 l 1 6463 

図73つの一様乱数の和のヒストグラム表示（31分割， 3分割）

このことは，問題Aに関する解決も見直す必要性を実感させたが，想定する 2つ

の場合は分布を下，中，上と 3分割した両側（上と下）を意味するので，対称性か

ら2つの場合の確率は等しいため，推論の記述は変えないといけないけれども，結

論は変わらないことがわかった。

3.4.6 「3数の和」の分布はどうなるはずか(CoPilotで調べる）

高校生だったら，この結果が正しいのかどうか教科書等ではわからないのでどうす

るだろうかと思ったとき， きっと AIに質問するのではないかと思い，CoPilotに質問

してみた。「0から 0.5までの値をランダムにとる変数が3つあるとき，それらの合

計の分布はどんな数式で表現されますか？」（実はこの質問に対して適切な答えが返

ってこなくて問い方を変えてみたり，他の AI(chatGPTや Gemini)の結果も観察し，
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比較するなど試行錯誤した。実際に AIを使うときにはそういう試行錯誤もあるだろ

うけれどここでは重要ではないので割愛し）最終的に， 0.5でなく， 1に変えて質問

することで得た答えを次に要約しておく。

(1)一様分布U(0,1)に従う独立変数x,y,zに対して，w= x+y+zの分布は，一様分布の

畳み込みで得られ， Irwin-Hall分布の一種になる。

(2)その確率密度関数f(w)は次のように定義される。

f(w) = 

炉forO :S:w < 1 
l 

？ 
-(-2w.2 +6w -3) for 1. :S: wく 2

1 2 
;(w - 3)• for2S:w53 
？ 

0 otherwise 

問題に合うように，関数を修正し，積分すると図 7の結果を確認できた。さらに五

角形，六角形，．．に一般化できるかどうかを確かめるため， n=5,6等の場合の Irwin-

Hall分布の数式を質問し，それを使って確率を計算した。 5角形以上になると，さら

に場合分けをする必要があるが，一般化への見通しを得た。そして，その結果は図 3

のプログラムでn=5,6等について調べた結果と一致することがわかった。

最初 Irwin-Hall分布の理論的根拠につい 心 flIX」： •;;cewisel{(l, as x s 1)), 0) 

ての理解は深めないまま， CoPilotが示した

結果を利用し，元の問題の一般化と検証を行

うにとどまったけれども， Irwin-Hall分布に

ついて AIに質問すると， nの値が大きくな

るとたとえばCoPilotでは計算に時間がかか

ったり，結果に疑問を感じることもうまれた

りする。 CoPilotの結果はどこまで信用して

いいのか不安になった。また，計算の仕方が

明確になれば， mathematicaなどで正確な計

算をすることができるのではないかと思っ 叫゚●●

f2 [X」 •Convol ve1fl1t1, fl11:J, t, XJ 
にたみ込み

f3 [X」 •Convolve[ fl(tJ, f2(tJ, t, x) 
にたみ込み

Plot[f3(Xl, {X, -1, 4)) 
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Irwin-Hall分布の計算は，たたみこみの計

算で行えることがわかったので，それは

mathematicaでならどういう関数で表現でき

-1 

図8mathemat i caでの結果
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るかを調べ， Piecewise関数や Convolve関数などを使って RasberryPi4上の

mathemacicaで計算してみると， n=llくらいまである程度の時間で得られることを

実感できた（図 8はn=3での結果）。結果は区間ごとの多項式で表示されるので，簡単

に求められるのではないかと想像したけれども意外に時間がかかった。 AIでこの問

題の背景に Irwin-Hall分布の存在やその数式を得て直接利用するという方法だけで

なく，理論的に理解を深めるきっかけも，また数学ソフトを使って実験をひろげてい

くきっかけをえる可能性もあることを実感できた。このようなきっかけを得て，ひろ

げていく様子をレポートとしてまとめていくようなやり方は，今後増えていくのでは

ないだろうか。

また， 3.1での予想(3)に関連して，［0,l]x[O, l]x[O, 1]の立体がどう分割されるかを

知人の中学校教諭の宇治野忠博氏が模型をつくり，また色分けした動画で考察してく

れた。三角形の場合の基本領域が三角形なのに対して，今度は三角錐になることがわ

かる。「3の存在」は三角錐の体積公式から納得する機会を得た。一方， Irwin-Hall分

布との関わりでいえば，それがなぜ区間別の多項式で表現されるかが不思議だったの

だが，この模型はそれを幾何的に理解するきっかけを提供してくれた。数式に対して

幾何的な理解を提供可能な事例であることも付記しておきたい。

図9 宇治野氏による立方体の分割とその領域分け

4考察

数学ソフトは内部計算の精度は高い。しかしそのままの結果を表示しても人間には

適切ではないので，一定の精度で表示するのが普通だ。そのような意味において，内
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部計算の誤差よりも四捨五入等に伴う誤差との接し方は教育的には重要と言える。三

角形の内角の和の事例は，アナログの場合は「測定誤差」の存在を理由にして思考停

止していた問題を数学的探究の対象に変え，連続変数の確率を考える機会を提供する

上で教育的価値があるといえるだろう。それと比較すると四角形の内角の和は連続変

数の和の分布が必要でかなり高度な事例になっていることがわかった。しかし，それ

以上にこの素材の魅力は，三角形の場合から得られる予想に反する実験結果から「3

の存在」という大きな謎を意識化でき，それを解明するために，観察すべき事実を意

識化し，そのためにプログラムを改良し，結果を吟味したり考えるべき問題を再検討

し，「分布を考察すべき」と焦点化していくプロセスなどにあるのではないだろうか。

また今回，適切な疑問を AIに投げかけることで，未習であっても利用し，実験で確

証をえるプロセスや，必要を感じたらそれを手がかりにその内容について学ぶ機会を

得るという形でAIを利用できるという示唆を得られた点にもあると思う。

この問題を，そのままの形で高校生等がチャレンジするのはむずかしいかもしれな

いが，「四角形の内角の和」という，小中学生でも数学ソフトを使うときに遭遇する現

象を素材として例示できたことは，身近なところに同様の素材があることを示唆して

いると考える。
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