
原点死滅過程に対する調和関数について

矢野孝次本(京都大学大学院理学研究科)

概要

原点死滅過程に対する調和関数が存在して正値であるとき，その調和変換を用いて
周遊測度の積分分解公式が一般に得られる.しかしながら，調和関数の存在および正
値性は一般にはわからない.本報告では， 一次元レヴィ過程の場合の結果をまとめる.

1 序

E=  [0，∞)上の原点反射壁ブラウン運動を{X(t)，九}と書き 2 原点吸収壁のそれを{X(t)，同}
と書く.原点まわりの周遊点過程の特性測度をnと書く.このとき，関数h(x)= xは

E~ [h(X(t))J = h(x) for all t > 0 and all xξE 

を満たし，かつある有限な定数co(局所時間の選び方に応じて決まる)が存在して

n[h(X(t))J =匂 forall t > 0 
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(1.2) 

を満たす.さらに，

j法的九(X(t));AJ if x E E ¥ {O} 
for AεFt?P2(A)=() (1.3) 

l去n[h(X(t));AJ if x = 0 

で定まる過程 {X(t) ， ]P>~} は 3 次元ベッセル過程であり，周遊測度 n の積分分解公式

n(-) =円C[X(山内)dt (1.4) 

が成り立つ.但し， ρ(t)はr3!2の定数倍である.

一般に，非負関数九(x)が(1.1)および(1.2)を満たすとき， (原点死滅過程に対する)調
和関数と呼ぶことにする.上で述べたことはもっと一般に成り立つ.実際， 一次元拡散過

程はスケール関数を，あるいはまた対称レグィ過程([8])は修正Oレゾルベントを，それ

ぞれ調和関数に持ち，積分分解公式

n(.) = 10.
00

時 [X(t)= 0)ρ(山 (1.5) 

が成り立つ.但し，けま非再帰性のパラメタである.しかしながら， 一般には調和関数が

存在するか否かわからない.本報告の目的は， 一次元レヴィ過程の場合について，結果を

まとめるとともに，非対称の場合の問題点について述べることである.
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2 調和関数と積分分解公式

ここでは， 一次元レヴィ過程の場合に限って述べる (実際はもっと一般な仮定の下で議論

を展開することができる). 

{X(t)， JPlx}を一次元レヴィ過程とする.レヴイーヒンチン指数を世(入)と書くと，入εR
のときlEo[etλX(t)j= e一仲(入)であり，定数hεRとv，三Oおよびレグィ測度νを用いて

世(入)= ib入+v入2_ / (eXX _ 1 -i入X1(-1，1)(X))ν(dx) (2.1) 
JIQ! 

と表される.但し， νはν({O})=oかつん(lxl2八1)ν(clx)<∞ を満たす.申(入)の実部お

よび虚部をそれぞれs(入)およびω(入)と書く:

。(入)=Re世(入)=v入2+ I (1 -cos入x)ν(dx)， (2.2) 
JIR 

ω(入)=Im世(入)= b入+ / (入xl(川 (x)-sin入x)lノ(clx). (2.3) 
JIQ! 

ここで， sは非負の偶関数， ωは奇関数であることに注意する.

点zεRの到達時刻を

九=inf {t > 0 : X ( t) = x} (2.4) 

と書く.原点正則とは， JPlo(九=0) = 1が成り立つことを言う.原点正則かっ複合ポアソ

ンのためには，以下の条件が必要十分である (Kesten[4] and Bretagnolle [1]): 

(Ll) / Reー 1 cl入<∞ fo1'alI q > 0; 
ん q十世(入)

(L2)仙川>0サJl1)13|ν(d←∞
条件(Ll)より強い次の条件を導入する:

(L1f)l-J--d入<∞ fora.ll q > 0 
ん q+ s(入)

以下，条件(Ll')および(L2)を仮定する.条件(Ll')より le一叫(入)1= e-ω(λ)ε U(d入)が

成り立ち，フーリエ逆変換により

的)=ユ{Ree-尚 一岬 (λ以 t > 0， x E 1R 
L7f JIR 
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(2.5) 



が推移確率密度を与える:

IEx[f(X州二lf(y)pt(Y-州
さらに，条件(Ll')により， Pt(x)のラプラス変換

(2.6) 

rq(.7:) := {:>O e-qtpt(x)dt =土 lRe」二二一
ん 2π lR q +宙(入)
1 ( (q十e(入))∞s入x+ω(入)sinAz n 
h ん (q+ e(入))2+ω(入)2 _.. 

(但しq> 0)が存在して，レゾルベント密度を与える:

九f(x):= IEx [1
00 

e-qtf(X(t))dt] =んf(Y)Tqい )dy

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

実数値cadlagpath全体をDで表し，

!DJO = {ωε !DJ:叩(t)=ω(t八九)for all t三O} (2.10) 

とおく.集合!DJOに属するpathをexcursionとも呼ぶ.座標過程をX(t)で、表す:X(t)(w) = 

w(t) forωε!DJ and t三O.座標過程に関する自然な自ltrationを

Ft =σ(X(s):s三t) 、、，，
，，

t
E
ムー，i

q
L
 

，，，E
，‘‘、

と書く.原点正則性より，原点局所時間L(t)が存在する，すなわち，正値連続加法的汎

関数であって， Xが原点にいるときのみ増加，すなわち

100 I{X(t)ヂ山)=。 (2.12) 

を満たすものが存在し，定数の差を除いて一意である.さらに，L(t)として次式を満たす

verSlOIlがとれる:

民[10'00e-qLdL(t)] = rq(-x) for all q > 0 a山 Ia. (2同

強マノレコフ性より

q( -x) 
叫刊 =--3 q>O，M R 

ぱ0)
(2.14) 

が成り立つことに注意しておく.式(2.13)局所時間の右連続逆過程をη(l)と書く:

η(l) = inf{ t三o: L(t) > l} fo1' 1三O. (2.15) 
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このとき， 過程{η(l)，lPo}はsubordinatorであり，X(t)が非再帰的なときは時刻入:=L(∞) 
で爆発する.ここで一般に， ]]])上のσ-有限測度η で、あって

n[To八1J<∞， n(]]])) =∞ and η(]]]) ¥ ]]])0) = 0 (2.16) 

を満たすものをとり，それを特性測度とするポアソン点過程p(l)= (p(l; t))t2':O on (0，.1"， 1P) 
を考える.これについて

ηp(l) = LTo(ρ(ぷ)) (2.17) 

とおき，

入p= inf {l > 0 :ηp(l) =∞} (2.18) 

とおく.条件(2.16)より市(l)はlE [0，入p)について狭義増加であり，従って連続な逆過

程Lp(t)が存在する.こうして

I p(l; t -恥(l-)) if 7]p(l-)三tく ηp(l)for some lε[0， Ap] Xp(t) = ~ 1:¥0， v 'IP¥" IJ •• 'IP¥" / _; v ~ 'IP¥"/ .~. ~~...~ 0 ~ l'" "PJ' (2.19) 

10 otherwi出

とおく.次の定理はIto[3]およびMeyer[5]による

Theorem 2.1 ([3] and [5]).条件(2.16)を満たし，かっ

{η'p， Lp， Xp，入P'1P} J竺 {η，L，X，入，lPo} (2.20) 

を満たすD トのσ-有限測度nが一意的に存在する.この測度η を周遊測度と呼ぶ.

ポアソン点過程のcompensationformulaにより，次が成り立つ.

Theorem 2.2.任意の非負可測関数fに対し，

ηr (TU e-qt.f(X(t))dtl = _ ~n\ (.f(Y)7'q(ν)dy 
lん J T'(j(叫ん

(2.21) 

特に，f三 1として，

1
00

わ∞~e~叩(九い>刈刈t功仲)d qrq(Q) (2.22) 

q倍してq→O十とすると

κ:= n(九二∞)=lim -L
q→o+ rq(O) 

(2.23) 

である.X(t)が再帰的なら κ=0，非再帰的なら >0である.
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ここで， E = lRとする.非負関数h(x)が調和関数であるとは， (l.1)および(1.2)を満

たすことと定義する.この条件は次の条件と同値である:

qRqh(x) = h(x) + Tq( -X) for all q > 0 and x E E. (2.24) 

Theorem 2.3.以下の条件を仮定する:

(H)九は調和関数で、あってzεE¥ {O}において常にh(x)> 0) 

(T)密度関数ρ(t)が存在してn(ToE dt) =ρ(t)dt on (0，∞) • 

このとき，周遊測度nは次の積分分解公式を満たす:

ル f町 IX(tー)=的ρ(t)dt+ κIP'~(-) 

但し， { X ( t )) IP'~}は式 (1.3) で定まる調和変換である .

この定理の仮定(H)と(T)とがともに満たされているかどうかを聞いたい.

3 修正Oレゾルベント

一次元レヴィ過程の調和関数の候補を与えるため，

hq(~; ) = Tq(O) -Tq(-X); q> 0， xεE 

(2.25) 

(3.1) 

とおく.極限ho:= limq~o十九q がもし存在するとき，それを修正 0 レゾルベント と呼ぶ.

Proposition 3.1 ([9]).修正Oレゾノレベント hoが存伝すると仮定する.このとき，

Rqho(x) <∞ for all q > 0αnd all xεR  (3.2) 

さらに，ある非負可測関数f(x)で、あって

Rq.f(x) <∞ fOT all q > 0 andαllxξR (3.3) 

かつ

f以:ι):::; f(x) fmαllq>OωndωllxξR (3.4) 

なるものが存在したと仮定する.このとき，hoは調和関数である.
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Proof.レゾルベント方程式

rq(z -x) -rp(z -x)十 (q-p) I rq(Y -x)rp(z -y)dy = 0 (3.5) 
JR 

により， q> 0およびp>Oに対して

hp(x) ， Tq( -X) prp(O) 
Rqhp(x) =一一+ 一一一 一 一一一 (3.6) 
'1'''P，'-j q_p q_p q(q_p) 

ここで，

liIp. prp(O) = 0 
P→U十

が成り立つことに注意する (証明は[9]を見よ)と， Fatou's lemmaより

qRqho(x)三lj日早fq凡7hp(X)=九o(x)+ rq( -X) <∞ 

(3.7) 

(3.8) 

また，優関数fの存在を仮定すると，優収束定理により Rqhp→ Rqhoが成り立ち，h = ho 
に対して (2.24)を得る.よってhoは調和関数であると言えた. 口

Remark 3.2.修正Oレゾルベント hoが存在するとき，式 (2.14)より

Tq(O)lEx [1 -e-
q苅]→九o(X) as q→0+ 

が成り立つ.さらにもし， α>0としてrq(O)の正則変動性

(3.9) 

1'q(O) f'V crq士一1 出 q→0+ (3.10) 

が満たされるならば， ho(x) > 0なる任意の点:1;εEにおいて，原点到達時刻の漸近挙動

ho(x) ムーl
p市 (To> t) f'V一一一一一t;;:-. as t→∞ (3.11 ) 

ey.r(1/α) 
がTauber型定理より得られる.

対称な場合

対称な場合，それはω(入)三 Oの場合であるが，この場合はq↓0のとき hq(x)↑ho(x)で

あり，条件(H)が満たされることが容易に示される.また，

1 r= cosλx .. I 1 
q(X) =ニj 二二ι-:-d入=I ーニーσ(dc)
πん q+ e(入)_.. )[0伊 )q 

(3.12) 

と表せる調，tl度σがとれることから，

-L=l-Lr(dZ)t-or au q>O 
qTq(O) )[0，00) q 

(3.13) 

と表せる測度rがとれて，次の定理が成り立つ.
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Theorem 3.3 ([8]).条件(Ll')および(L2)に加えて対称性を仮定する.このとき，

ρ(t) = I eーだとσ*(dC-)， κ=σ*({O}) 
J(O，∞) 

として条件(T)が満たされる.さらに，条件(H)を満たすhoが存在し，

f∞1-cos入Z
ho(x) = -= I ~ 11;:~ ..~ d入 fo'rαIIx E R 

πん e(入)

狭義安定過程の場合

ブラウン運動の場合を除いた狭義安定過程の場合は，レヴィ測度が

I c+[x[-U-1dx on (0，∞) 
ν( dx) = < -': --: . 
L c_[x[一α一仁:lx 011 (-∞，0) 

の形で与えられ，レヴイーヒンチン指数が

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

/ πα¥ 
申(入)= coJ入|η(1-iβsgn(入)tan一) (3.17) 

¥ '-' ¥ I 2 } 

の形で与えられる.ここで，原点正員IJ性の過程より 1<α<2であり， C+とcーは正の定

数でc++ C_ > 0であり，S~ = 2f(α) sin手 とおくと，Ce > 0とFεト1，lJは

で与えられる.このとき

Co = (c十+c_)で与
し巴uα

s=C+-C_ 
C+ + C_ l 

。(入)= coJ入|白 and ω(入)= c，ω|入|白sgn(入)

である.但し， C，ω=  c(Js. (-tan乎).また，Cp， Crを正定数として

Pt(O) = c]Jt一士，rq(O) = crq士1 

が成り立つ.公式(2.22)により，

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(t) =と年 -2 (3.21) 
いほj

として条件(T)が満たされる.また，修正Oレゾルベントが存在して

1-ssg叫z) I ~I o<-l 
ho(z)= lz!?(322) 
c(;}(l + ，s2 tan2乎)0，凶

で与えられる (cf.Port [6]).但し， C，α=2r(α) . (-cos手).さらに，hoは調和関数であ

る(詳細は[9]を見よ.なお，s=士1で士おくOの場合はSilverstein[7， Tl旧 Jrem2]).こ

の式より， -1 <β< 1のときは九二hoとして条件(H)が満たされる.一方， β=土1の

ときは， 土Z三0のとき ho(x)= 0であり， 九=hoは条件(H)を満たさない.
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Remark 3.4. s = 1の場合，負の跳びがないから，周遊路は以下のどちらかに限られる:
(i)時刻九まで正の値のみをとる.

(ii)はじめ負の値をとり，ある時刻で正に変わり，その後時刻九まで正の値のみとる.

しかしながら，上のいずれもが実現し得るのかどうかは不明で，周遊測度の性質はよくわ

かっていない.なお，末尾確率九(九 >t)の漸近挙動について， x < 0のときはPort[6， 
Theorem 2]により， ::1; > 0のときはChaumont[2， pp.386]により，

I C+(α，1)t一九 百X>O
lPX(九 >t) rv ~ l C_(αぅ1)t-Plxl<.r-l if x;くり

(3.23) 

が知られている.但し，ρ=l-iであり， C+Cα，1)とc_(α，1)は正定数

Remark 3.5.非対称な場合には一般論はないが， [9]において，条件(H)および(T)の

十分条件を， -1 < s < 1に対する狭義対称安定過程を少し緩めた形で与えている.
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