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数式処理を活用した和算の教育プログラムの構築
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1 はじめに

江戸時代に発展した和算は，日本独自の数理文化として国際的にも高く評価されてき

た．とりわけ神社仏閣に奉納された算額に刻まれた幾何問題は，当時の人々の高度な数

理的洞察を示すと同時に，視覚的にも美しい構造を有している．算額は単なる遊戯的要

素ではなく，共同体の知識伝達や学術的交流の場として重要な役割を担っていたと考え

られている．しかし，現代の数式体系や教育現場にそのまま応用することは容易ではな

い．特に，典型的な算額問題の多くは解法過程で無理式を含む方程式に帰着するため，

計算機代数による処理が困難であった．この点が，和算を現代教育の教材として活用す

る上での大きな障壁となってきた．近年，この困難を克服する方法論として，数式処理

システム Maximaと数学ソフトウェア KeTCindyによる mnr法が開発された ([1,2]). 

mnr法は，三角形の2つの底角の半角の正接と内接円の半径を変数として導入すること

によって，これまで数式処理システムでは無理式を含む連立方程式として表されていた

ものが有理式で記述できるようになった．これによって，和算の図形問題を数式処理シ

ステム上で体系的に処理することが可能となり，和算を教育現場に導入する道が大きく

開かれた．

和算は複雑な条件設定や巧妙な補助線を含むため，学習者にとって，「何がわかってい

て何がわかっていないか」を整理し立式する力を育成する格好の素材である（［3,4]).ま

た，論理的思考力を育成し，数学的探究心を喚起すると考えられる．さらにKeTCindy

との連携により，問題設定や解法過程を視覚的に提示でき，数式処理と図的直観を行き

来しながら学習を進めることが可能となる．このような数式処理と動的可視化を統合す

る教材設計を通じて，学生が自律的に問題を分析し，数式化へとつなげる新しい学習様

式を構築する．そして学生の論理的思考力や立式能力を育成し，数学的探求心を喚起す

る教育プログラムを構築する。本稿では数式処理システムを用いて，和算を現代数学教

育に活かすための指針を提示する．

2 mnr法について

三角形の 2つの底角の半角の正接を m,n,内接円の半径をrとおくと，三角形の頂

点の座標，辺の長さ，三角形の五心などをm,n, rの有理式で表すことができる．この

方法をmnr法といい，以下のように頂点の座標などが求められ，大域変数と関数が定義

されている ([1,2]). 
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図1のように，三角形ABCの2底角の半角の正接

をm=tan旦 n=tanf，内接円の半径をrとお
2'2  

き，内接円の中心Iを原点，底辺BCをx軸に平行に

とる．このとき，頂点BとCの座標は

B(-*'-r), c(;:,→) 
となる．頂角Aについては

tan f =tan~ =cot~ 

l-mn 
m+n 

A
 

yー

X 

B
 c

 図l.mnr法

となる．また，頂点Aの座標も直線AB,ACの交点として求めると

A(r(n-m) 1 +mn) 
1-mn'1-mn 

となる．各頂点の座標が求められたから，辺の長さは次のように計算される．

BC=上＋エ AB= r(1 ＋州）， AC= r(1＋尼）
m n m(1 -mn) n(1 -mn) 

外心，璽心，垂心，傍心，および内接円，外接円，傍接円の半径なども m,n, rの有理

式で表される． mnr法では半角の正接が重要となる．そこで， a(-1r < a < 1r)につい
て，tan旦＝tとなる aを（t)と表すことにする．すなわち， a=2tan―1 tである．
2 

次の3つの関数がmnr法の基本関数である．

putT(m,n,r) 底角B= (m), C = (n),内接円の半径がr,内心が原点，

底辺BCがx軸に平行な三角形ABCを置く

slideT(ptl,pt2) 点ptlが点pt2に一致するように三角形を平行移動

rotateT(m,pt) 点ptを中心に角 (m)だけ三角形を回転

これらの関数を実行すると，三角形の頂点，辺の長さ，五心などが次の大域変数に代入

される．

頂点

辺の長さ

内心，内接円の半径

外心，外接円の半径

垂心，重心

傍心，傍接円の半径

vtxT, vtxL, vtxR 

edgB, edgL, edgR 

inC, inR 

cirC, cirR 

ortC, barC 

exCa, exRa, exCb, exRb, exCc, exRc 

a= (t)の補角Jr -a は，tan 言~ = cotf = +ょり（+)と表される．また，余角

f -aはtan(]号）＝ ］rt, 2つの角の和と差は加法定理から次の関数を定義す
る．
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supA(t) :=1/t 

comA(t) :=(1-t)/(l+t) 

角(t)の補角の半角の正接

角(t)の余角の半角の正接

plusA(tl,t2) :=(tl +t2)/(1-t1*t2) 

minusA(tl,t2) :=(tl-t2) / (1 +t1*t2) 

角（tl)と(t2)の和の半角の正接

角(tl)と(t2)の差の半角の正接

さらに次の関数が定義されている．

numer(f) 有理式fの分子を因数分解して返す

denom(f) 有理式fの分母を因数分解して返す

frfactor(f) 有理式fの分母と分子を因数分解して有理式を簡単化

frev(eq,rep) 有理式eqに値repを代入して有理式を簡単化

frevL(eqL,rep) 有理式のリスト eqLに値repを代入して有理式を簡単化

nthfactor(pol,k) 多項式polのK番目の因子を返す

lenSeg2(pl,p2) 2点plとp2を結ぶ線分の長さの平方

dotProd(vl,v2) 

crossProd (v 1, v2) 

meetLine(ptsl,pts2) 

comTan(Cl,rl,C2,r2) 

contCL(C,r,pl,p2) 

lenSeg2(pl)は原点と点plを結ぶ線分の長さの平方

2つのベクトルvlとv2の内積

2つのベクトルvlとv2の外積

2つの線分ptslとpts2の交点 (ptsは2点のリスト）

中心Cl,半径rlの円と中心C2,半径r2の円の共通接線

中心C,半径rの円と 2点plとp2を通る直線が接する条件

3 和算と算額について

和算は江戸時代に日本で独自に発展した数学であり，庶民，僧侶，町人，職人の間で

広がった．算術から始まり，代数的な方程式の解法や高度な幾何学的問題まで含む．算

額は和算文化の一部で，神社や寺に奉納された幾何学の問題を描いた額である．きわめ

て美しい図と洗練された命題が特徴で，解くために高度な技巧を必要とする場合がある．

図2は福島県の見渡神社の算額であり，左から 2番目の問題は次の通りである ([5,6]). 

図2．福島県見渡神社の算額
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問：今有如図三角内以三等斜作内三角容等円四個只云外三角辺若干問得内三角辺術如何

訳：今，図の如き三角有り．内に三等斜を以て内三角を作り，等円四只を容る．

云う，外三角の辺は若干なり．問う，得る容三角の辺は如何に．

術：術日置二十一個開平方加三個以除外辺三倍之得内辺合問

訳：術に曰く，二十一個を置き，開平して三個を加え，もって

外辺の三倍を除す．これをもって内辺を得，問いに合う．

図3のように正三角形の内部に長さが等しい3つの線

分を引いて三角形を作り，半径が等しい4つの円が入

る．このとき，内側にできる正三角形の1辺の長さは，

外側の正三角形の 1辺の長さの⑫]+3倍になるという

問題である．この算額には解の求め方は記されていな

い．このような問題を数式処理システムで解こうとし 図3.算額の図

ても，無理式を含む方程式が現れるため解を求めることが難しかったが， mnr法では方

程式を有理式で表し解くことができる．ただし，図3の算額の問題は， mnr法で解く場

合でもさまざまな工夫が必要なため， mnr法を学習したばかりの学生にとっては難問で

ある．

4 和算教育プログラム

mnr法を用いた和算教育は，準備， mnr法のスクリプトに方程式を含まない問題の解

法，方程式を含む問題の解法の順で行う．

(1)準備

mnr法ではMaxima,KeTCindy, Cinderellaを使うため，はじめにそれらをインス

トールする．次に， KeTCindyによる図の作成の演習を行う．そして， mnr法の概要と

その使い方を説明する． mnr法の使い方は，次の通りである．

① KeTCindyのサンプルフォルダsamples/s21mnrにある Ostartmnr.cdyをコピー

し，作業フォルダに貼り付けてファイル名を変える（ここでは， exercise.cdyと

する）．

② exercise.cdyを開き， CindyScriptを開く．そこのInitializationのKETlibとDraw

のfiguresを用いる．

ツ奮,e....... 

v にOW

』わ
鰤 M•
v..いi出直atlcn

■Ti訂田rTick
・o,i,yaucnTick 
馳 3""'uoos臼n
=(SimuaIlen$1op 

· Mous•Down 

ス

KETllb クブ112 v| 24 v o心沿呻t v 

ifuse("KetCindyPlugin"): 
21Dircdy=loaddirectory; 

三忠？f：m：？霊勘
5 
61 Readymnr(1, 0. 5, 1); 

図4.KETlibの画面

図4のKETlibを実行すると，作業フォルダ内に3つのテキストファイル

exerciseketlib.txt, exercisefigures.txt, exercisemkcmd.txt 
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が作成される (6行目のReadymnr(1,0.5,1);がコメントアウトされているときは，
IIを外してから実行する）． exerciseketlib.txtを開き，中身をすべてコピーし，
KETlibに上書きで貼り付ける．このとき，import(Cdyname()+"mkcmd.txt");は

コメントアウトされているが， IIは外す．次に， exercisefigures.txtを開き，中
身をすべてコピーし，figuresに上書きで貼り付ける．図5は貼り付けた後のfigures

の画面である．figuresを実行し， exercise.cdyを保存して閉じる．
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図5.figuresの画面

終了後， exerciseketlib.txtと exercisefigures.txtは削除してよい．

③ exercisemkcmd.txtが主ファイルである．図6はそのファイルであり， 3行目か

らmnr法のコマンドを書く．

1 mkcmdl(): =( 
z cmdll=concat(Mxbatch("mnr"), [ 
3 "" ， 
4 "end" 

•9 

＇ ＇ ＇ ＇ ＝
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図6.exercisemkcmd.txtファイル

ファイルを作成後， exercise.cdyのfiguresの図5の13行目 CalcbyMsetと 14行

目Disptexのコメントアウト／／を外し，実行する．
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(2)方程式を含まない問題

mnr法の使い方を身につけるために，スクリプトに方程式を含まない問題から始める．

例題と演習問題は次の通りである．

l.例題：中点連結定理 A 

2.演習問題1:中線定理

3.演習問題2：福島県熊倉神社の算額

例題として，学生がよく知っている中点

連結定理（図7)をmnr法を用いて示す． B 

図8は，そのスクリプトである．

1 mkcmdl() : =( 

z cmdll=concat(Mxbatch("mnr"), [1 
3 "putT(m,n,r)", 
4 "A:vtxT; B:vtxl; C:vtxR", 1 
s "M: (A+B)/2", 

6 "N:(A+C)/2", 

7 "AB: edgl; BC: edgB; CA: edgR", 
B "BCZ: BCAZ", 

9 "MN2:lenSeg2(M,N)", 
10 "MNZ: factor(MNZ)", 

c
 

MN//BC 

1 
MN= -BC 
2 

図7.中点連結定理

←三角形ABCを置く

←変数A,B,Cに頂点の座標を代入

←変数M,Nに中点の座標を代入

11 "end" 

←変数AB,BC,CAに辺の長さを代入

← Bびを計算し，変数BC2に代入

← MN2を計算し，変数MN2に代入

←MN2を因数分解し， MN2に代入

12 ]) ; 

13) ; 

14 varl="A:: B: :C: :M:: N:: BCZ: :MNZ"; ←変数列varlにA~MN2を代入

図8.中点連結定理のスクリプト

3行目putT(m,n,r)で基本となる三角形を置

いている． 5,6行目で2つの辺の中点MとN

の座標を求め， 9,10行目でその2点間の距離

の平方M炉を求めて因数分解している．この

スクリプトを実行すると， Cinderellaの画面上

に図 9の結果が得られる． BC2とMC2を比

較すると， MN=4--Bcが成り立つことが分か
2 

る．また， BとCのy座標，およびMとNのy

座標がそれぞれ等しいことから， MNとBCは

平行であることも分かる． 2つのベクトル板ぎ

と豆詩の成分を求めることによっても，中点

連結定理を示すことができるが，演習問題で

は線分の長さを求める必要があるため，コマ

ンド lenSeg2を用いた． mnr法を初めて学習

する学生にとっては，ベクトルの成分で証明す

ることもよい演習問題となる．

(n-m)r (mn+ l)r 
1A:[ ] 
1-mn'1-mn 

8:(-r/m,-r] 

C:[r/n,-r] 

M:[(~-r/m)/2,(~-r)/2] 
1-mn 1-mn 

(n-m)r (mn+1)r 
N:[(~ +r/n)/2,(~ -r)/2] 
1-mn l-mn 

BC2: 
(n+m)平
2 2 m n 

MN2: 
(n+m)デ
4m2n2 

図9．屯点連結定理の結果
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例題の解説の後に，学生は演習問題として中線定理（図 10)をmnr法で示す．

A 

c 
図10.中線定理

屯点連結定理のスクリプトを参考にして，中線定理のスクリプトを作ることができる．

算額の問題にも方程式を立てずに解くことができるものがある．図 11は，福島県いわ

き市の熊倉神社の算額の問題である ([3]のp.39問題2.2.1).

B
 

M 

AB2 + AC2 = 2(AM2 + BMり

A
 

C 

図11．福島県熊倉神社の算額

B =90゚ の直角三角形ABCの内接円の中心をI,半径をrとするとき， AI・CI = v'2AC・r
が成り立つというものである． B= 90゚ よりtan旦-= 1だから三角形を置くときに，

2 

putT(1,n,r)とすることに注意する．図 12は左が中線定理，右が熊倉神社の算額のス

クリプトである．

B
 

AI ・ CI = ¥!2AC • r 

1 mkcmdl(): =( 1 mkcmdl(): =( 

2 cmdll=concat(Mxbatch("mnr"), [ 2 cmdll=concat(Mxbatch("mnr"), [ 
3 "putT(m,n,r)",↓ 3 "putT(l,n,r)", 
4 "A:vtxT; B:vtxL; C:vtxR"，↓ 4 "A:vtxT; B:vtxl; C:vtxR", 
s "M:(B+C)/2",+ s "AC:edgR; I:i.nC; rl:r",+ 
6 "AB:edgL; BC:edgB; CA:edgR",↓ 6 "AIZ:lenSegZ(A,I)", 
7 "AMZ:lenSegZ(A,M)", 7 "CIZ:lenSegZ(C,I)",↓ 
s "BMZ:lenSegZ(B,M)", s "AC2:A(A2", 
9 "ls:factor(AB"'2+(AA2)",.. g "r2:r1"2", 

10 "rs:factor(Z*(AMZ+BMZ))",.1 10 "ls:factor(AIZ*CIZ)", 
11 "end" J 
12 ]) ; 

13); 

14 var 1= "A : : B : : C : : M: : ls : : rs" ; 

11 "rs:2*AC2*r2",.1. 
12 "end" 

13 ]) ; 

14) ; 

1s varl="A: :B: :C: :I:: rl: :ls: :rs"; 

図12.演習問題のスクリプト
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(3)方程式を含む問題
mnr法のスクリプトの基本的な書式を学習した後に，方程式を立てる必要がある問

題に取り組む．例題と演習問題は次の通りである．

1.例題1：外角の二等分線の定理 A.  ． 
2.演習問題1:内角の二等分線の定理

3.例題2：宮城県八坂神社の算額
B D 

4.演習問題2：福島県田村大元神社の算額 c 
AB : AC = BD : DC 

最初の例題は外角の二等分線の定理（図13)で，

図14は，そのスクリプトである． 図13.外角の二等分線の定理

1 mkcmdl(): =( 
2 cmdll=concat(Mxbatch("mnr"),[↓ 
3 "putT(ml,nl,rl)", ←三角形ABCを置く

4 "A:vtxT; B:vtxl; C:vtxR",↓ 
s "AB: edgl; AC: edgR; aAl: angT",.1 ← aAlにtan(.!__BAC/2)を代入
6 "putT(supA(nl), nZ, rZ)",., ←三角形ACDを置く

1 "sli.deT(vtxL,C)", ←左の頂点vtxLが点Cに重なるように平行移動
s "D:vtxR; DC:edgB; aAZ:angT", ← aA2にtan(.!__CAD/2)を代入

9 "eql: numer(supA(aAl)-ti.mesA(Z,aAZ))", 
10 11 eqZ: numer(vtxT[Z]-A[ZJ) 11, 
11 "sol: solve([eql, eqZJ, [nZ, rZ])",↓ 
12 "fe:frevl([D,DC],sol[Z])", 
13 "D:fe[l]; DC:fe[Z]", 
14 "BDZ:lenSegZ(B,D)", 
1s "ls: factor(ABA2/A(A2)", 
16 "rs: factor(BDZ/DCAZ)", 
11 "end" 
18 ]) ; 

19); 

20 varl="A: : B:: C: : D: : eql:: eqZ:: sol: : ls:: rs"; 

図14.外角の二等分線の定理のスクリプト

はじめに三角形ABCを置き，次に三角形ACDを置く．三角形ACDの形と大きさ，す

なわち n2とr2を決定するために， 9,10行目で方程式を作っている． 9行目は形で，

180° -.!__BAC = 2.!__CAD, 10行目は大きさで，（△ACDの点Aのy座標）＝（△ABCの点
Aのy座標）についての方程式である． 11行目で連立方程式eq1,eq2をn2とr2につい
て解き，解を solに代入している． 12行目でその解を DとDCに代入している． 15,16 

行目の辺の長さの平方の比がともに閾況虹賛位という結果が得られ，外角の二等分線の

定理が成り立つことが証明される．

学生は演習問題として内角の二等分線の定理をmnr法を用いて示す．角についての方

程式が外角のときと異なるが，外角のとき同様にして示すことができる．
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次の例題は図15の宮城県大崎市の八坂神社の算額の問題である ([3]のp.44問題2.3.4).

E
 

図15.宮城県八坂神社の算額

三角形ABCの辺BC上に点Dを 3 "putT(m,n,r)", 
AB=ADとなるようにとる．三角 4 "A:vtxT; B:vtxL; C:vtxR", 
形ADCの内接円01の半径を門， s "I:inC; Cc:cirC; R:cirR", 
ADとCDに接し，三角形ABCの 6 "putT(supA(m),n,rl)", 
外接円に内接する円02の半径を 7 "sl ideT(vtxR,C)", 
r2とするとき，乃＝2r1が成り立 s "D:vtxl; Il:inC", 
つというものである．線分AEと 9 "eql:vtxT[Z]-A[Z]", 
CEは問題を解くために引いた補 10 "soll:solve(eql,rl)", 
助線である．図16は，そのスクリ 11 "fel:frevl([D,Il, rl],soll)", 
プトで， 3行目で三角形ABC,6 12 "D:fel[l]; Il:fel[ZJ; rl:fe1[3]", 
行目で三角形ADC,13行目で三 13 "putT(supA(m),n2,r2)", 
角形ADEを置いている．円02は 14 "slideT(vtxL,D)", 
三角形ADEの内接円と考え，三 1s "E:vtxR; IZ:inC", 
角形ADEの形と大きさ，すなゎ 16 "eq2:vtxT[2]-A[2]",し
ちn2とr2を決定するために， 16, 17 11 dl: lenSegZ(Cc, IZ) 11, 
18行目で方程式を作っている． 181s 11eq3:(R-r2)"2-d111, 
行目が2つの円が内接する条件式 19 "so12:solve([eq2,eq3], [n2,r2])", 

20 11 feZ: f revL([E, IZ, rZ], so12[2])", 
21 "E: f eZ [1] ; IZ: feZ [2] ; rZ: f eZ [3] 11, 

である．

演習問題は図17の福島県田村郡
三春町の田村大元神社の算額の問

題である ([3]のp.44問題2.3.5).
AB= ACの二等辺三角形ABC

の辺BCの中点をMとする．三角

形ABCの内接円01の半径をm
AMとBCに接し，三角形ABCの

外接円に内接する円伍の半径を

r2とするとき，ハ＝乃が成り立
っというものである．この問題も

円02を補助線を引いてできる三
角形の内接円と考えて示す．

図16.八坂神社の算額のスクリプト

A 

図17．福島県田村大元神社の算額
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5 まとめと今後の課題

本研究では，和算教育プログラムを試験的に高専の一部の学生を対象として実践した．

その結果，方程式を立てる必要のない比較的単純な問題だけでなく，方程式を含む複雑

な問題についても，学生はおおむね自力で解答にたどり着くことができた．スクリプト

の記述においては，変数名の誤りや演算子の記入漏れなど，初歩的なミスが散見された

ものの，問題解決の過程を理解し，修正しながら解く姿勢が見られたことは大きな成果

である．当初，算額の問題をmnr法によって解くことは学生にとって難易度が高く，理

解が困難であると予想していた．しかし，段階的に構成された教材と明確な手順を提示

することで，学生が自ら問題を分析し，数学的な構造を読み解きながらプログラムを構

築できることが確認できた．これは， mnr法が単なる解法の習得にとどまらず，論理的

思考力や数理的表現力を養う教育手法として有効であることを示唆している．ただし，

今回の演習で扱った問題は例題に近い形式のものであり，既習内容の応用として取り組

みやすいものであった．そのため，今後はより多様な算額問題に学生を挑戦させ，問題

の種類や構造の違いによってmnr法の適用可能性がどのように変化するのかを分析する

必要がある．また，学生がどのような段階でつまずくのか，どのような支援を与えると

自力での修正や再構成が可能になるのかといった，学習過程の詳細な観察と分析も重要

である．さらに，対象とする学生数を増やし，学年や専門分野の異なる学生に対しても

実践を行うことで，教育プログラムとしての汎用性や有効性を検証したい．その際，授

業時間内での実施を想定し，教材の操作性・理解度・視覚的わかりやすさを高めるよう

改良を加える必要がある．特に，誤り検出を支援するフィードバック機能を組み込むこ

とで，より効果的な学習支援が可能になると考えられる．

今後は，これらの改善を重ねながら，和算教育プログラムを体系化し，数式処理シス

テムや動的幾何ソフトとの連携を強化することで，学生が自らの数理的アイデアを形に

できる環境の構築を目指す．最終的には，和算を通じて数学の美しさや論理性に対する

関心を深め，創造的な問題解決力を育成する教育モデルとして発展させたい．
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