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1 はじめに

A.J. Goldstein, R.L. Graham, A Hadamard-type boimd on the coefficient of a determi-
nant of polynomials, SIAM Review 16, 394-395, (1974) に記載されている公式は, 多変数
多項式行列の行列式の計算において有用である. その公式の価値を改めて確認することが
ここでの目的である. その前に, この論文の公式のもととなった Hadamard公式について
も述べることとする. また, タイトな support における Newton補間も多項式行列の行列
式を高速に計算するために重要となるのでその詳細についても具体例を用いて丁寧に述
べることとする.

2 行列式の評価公式

2.1 整数を嬰素とする行列の行列式の評価公式

$n\mathrm{x}n$ の行列 $A$ に対して $\det(A)$ の評価は以下のようにおこなう.[4]

$A$ $=$ ( $a_{n,1}a_{1,1}:$
.

...
$a_{n,n}a_{1,n}:.$ ),

より

$u_{1}=(a_{1,1}, \ldots, a_{1,n}),$
$\ldots,$ $u_{n}=(a_{n,1}, \ldots, a_{n,n})$ ,

$v_{1}=(a_{1,1}, \ldots, a_{n,1}),$
$\ldots,$

$v_{n}=(a_{1,n}, \ldots, a_{n,n})$ ,

を定義すると, Hadamardの公式より

$\det(A)$ の絶対値

$\leq\min(||u_{1}||_{2}||u_{2}||_{2} .., ||u_{n-1}||_{2}||u_{n}||_{2} , ||v_{1}||_{2}||v_{2}||_{2} ...||v_{n-1}||_{2}||l)|n|_{2})\equiv H$,

は整数を要素とする行列の行列式を計算するときに重要な役割を果たすことはあらため
て述べるまでもないが, その算法はさらに改良されたのでそれについてもここで述べるこ
ととする.
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22 多変数多項式を要素とする行列の行列式の評価公式

多変数多項式の 1 ノルムは., 係数の絶対値の総和と定義する

として Hadamard の公式を適用する. そのときの値を $H_{1}$ とすると

多変数多項式を要素とする行列の行列式の係数の絶対値最大 $\leq H_{1}$

が成立する. 詳しくは, [1] を参照されたい. この公式の利用価値はきわめて高いと考えこ
こでその利用法を紹介する.

221 系掴有多項式の係数の絶対値最大の見積もり公式

として Hadamard の公式を適用する. そのときの値を $H_{2}$ とする $H_{2}$ は固有多項式の係数
の絶対値の上界を与える.

3 整数を要素とする行列式の計算法

行列 $A$が与えられたとき, $b$を整数の乱数ベクトルとして適当な連立–次方程式 $Ax=b$

を Hensel構成により解 $\text{く}.[5]$ 解 $x$ を

$x=( \frac{XN_{1}}{XD_{1}’}\cdots,$ $\frac{XN_{n}}{XD_{n}})^{\mathrm{T}}$

とするとき, $\Phi=\mathrm{L}.\mathrm{C}.\mathrm{M}.(XD_{1}, XD_{2}, \cdots, XD_{n})$を計算する. 有限体上の $\mathrm{L}\mathrm{U}$分解において
hlll rankでないとき \Phi =1とするこのとき, 整数の未知数を \Psi とすると, \Phi $\mathrm{x}\Psi=\det(A)$

が成立する. これからは, $\Psi$ のみ計算することを考える. Hadamardの公式より

$|\Phi|\cross|\Psi|=|\det(A)|\leq H$ , $| \Psi|\leq\frac{H}{|\Phi|}\equiv H_{0}$ ,

より, 上界が計算できる. ( $\Phi$ mod $p:$ ) $\mathrm{x}$ ( $\Psi$ mod $P’|$ ) $=\det(A)$ mod $P$: より $\det(A)$ mod $P$:
が計算できると $\Psi$ mod $P’$ が計算できる. 有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$上においてガウスの消去法を行う
と $\det(A)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p_{\dot{*}}$ が計算できる. 逆元を計算すれば $\Psi \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p_{i}$ が計算できる. 以下, 乃を変
化させて何度もガウスの消去法を繰り返し, 中国剰余定理をもちいて $\Psi$ を合成する. 中国
剰余定理の解の正規化条件が $[-$午, $\mathbb{I}\epsilon_{2^{-1}}\underline]$ であるから, 午が $H_{0}$以上になると正

しい $\Psi$ を計算できたことになる.

177



4 整数を要素とする行列の固有多項式の計算

4.1 方法 I

最小多項式の次数が行列サイズに満たない場合にも利用できる算法を紹介する。 まず,
固有多項式の係数の上界 $H_{2}$がわかっていることを注意する. 有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ 上で”ガウスの
消去法の拡張”をおこなうと, いかなる整数を要素とする行列も上Hessenberg行列に変形
できる. ここで, “ガウスの消去法の拡張”による上 Hessenberg行列への変形は数値計算で
はもはや過去の算法であるため老婆心ながらここで述べる.

$n$を行列サイズとし pivot の成分を $a(k, k)$ とすると

$\alpha=\frac{a(i,k)}{a(k,k)}$

$a(i,j)arrow a(i,j)-\alpha a(k,j)$ $j=k+1,$ $\ldots,n$

として消去法をおこなうのがガウスの消去法であるが, この行消去を行ったあと

$a(m, k)arrow a(m, k)+\alpha a(m,i)$ $m=1,$ $\ldots,$
$n$

として列に対して行を消去したときに用いた量を足しこみ固有値を不変にする算法であ
る. さらに, 上 Hessenberg行列から有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ 上の固有多項式が計算できる. $P$: を変化
させて何度もガウスの消去法の拡張を繰り返す. 中国剰余定理をもちいて固有多項式の
係数を合成する. 中国剰余定理の解の正規化条件が $[-$午, $\mathrm{E}\mathrm{g}_{2^{-}}\underline{1}]$ であるから午が
$H_{2}$以上になると固有多項式を計算できたことになる.[2]

“ガウスの消去法の拡張 Dを利用して固有多項式を計算する代わりに Danilevsky法を用
いて有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ 上の固有多項式を計算することもできる.[3]

4.2 方法 II

最小多項式の次数が行列サイズに–致する場合のみに利用できる算法を紹介する. 正確
には, 一致しない場合にもこの算法を利用することができるがそのときに方法 I と比較する
とこの方法のほうが非効率であるためこの方法を利用すべきでない. 数値計算の GMRES
法に対応する. $v$ を乱数ベクトルとして $A^{k}v$を有限体 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ ではなく整数で計算し

$(v|Av|\cdots|A^{n-1}v)=-A^{n}v$

を連立–次方程式の解法で解く. $c_{n-1},$ $\cdots,$ $\mathrm{c}_{0}$ は固有多項式の係数となる. 解があらかじめ
整数であるとわかっているとき Hensel構成の実装は工夫できる. 整数から有理数に変換
する必要がないのはあきらかであるが, 数値計算の残差反復法のアナロジーであることか
らも明らかなように右辺の残差ベクトルが 0になった時点で計算を終了してよい、 xj を
$[-\mapsto 1, \simeq 22\underline{1}]$ に規格化することにより残差が $0$ になる $j$ が存在することが保証されるので
ある.
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4.3 注意

固有多項式の定数項は行列式であるため固有多項式が高速に計算できれば行列式も高速
に計算できる. 固有多項式を求める方法 II は, 空間計算量は大きいが高速であるため行列
式の計算法としても有力なように思えるがそれは正しくない. Hadamardの公式と有限体
上のガウスの消去法を組み合わせた単純な方法で行列式を計算した場合には,方法 II に実
行時間の点で劣る. しかし, ここで紹介した方法を実装したところ固有多項式を求める方
法 II に常に実行時間の点でも空間計算量の点でも優れているという結果を得ている. よっ
て, 行列式は行列式のための算法を用いるべきであるということをここで強調しておく.

5 多変数多項式を要素とする行列の行列式の計算法

多変数版の Newton補間を利用する.

$A=$
が与えられたとき, 単純な計算により

$|A|$ $=$ $b_{0}+b_{1}z+b_{2}z^{2}+(b_{3}+b_{4}z+b_{5}z^{2})y+(b_{6}+b_{7}z)y^{2}+((b_{9}+b_{10}z+b_{11}z^{2})+$

$(b_{12}+b_{13}z+b_{14}z^{2})y+(b_{15}+b_{16}z)y^{2})x+((b_{18}+b_{19}z)+(b_{21}+b_{22}z)y+$

$(b_{24}+b_{26}z)y^{2})x^{2}$ , (1)

と仮定できる. 変数 $x$ については

$A=$ $+$
$1$ $+$ 1

2となる. つぎにすべての上界を計算する

この表が ( $1\rangle$ の根拠である.
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supportがこのような複雑な場合, Newton補間はきわめて難しいように思えるがそれは
正しくない. $A$ は, 説明のための例としてあまりにも複雑であるため次の例を使って説明
する,

$B=$ .

$B$ においても同様に,

$|B|$ $=$ $(a_{0}+a_{1}y+a_{2}y(y-1))+x(a_{\theta}+a_{4}y+a_{5}y(y-1))$

$+x(x-1)(a_{6}+a_{7}y+a_{8}y(y-1))$ , $a_{8}=0$ , (2)

と仮定する.

5.1 計算手順

ここでは説明のため $\mathbb{Q}$上で計算するが, 実際のプログラムでは $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ を利用して計算す
る. 多変数多項式を要素とする行列式の係数についての上界公式により, 係数については
すべての計算の後中国剰余定理によって復元される.

(2) から次の木を作り, $x=0$ において $LU$分解を利用して $y=0,1,2$のそれぞれの行列
式を計算する

$x=0$ $x=1$ $x=2$

$\wedge$

$y=0y=1y=2y=0y=1y=2y=0y=1$
$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

$\det$ $\det$ $\det$

$=-6=-6=-6$

1 $y$ $y(\Psi^{1)}y=0y=1y=2y=0y=1$
$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

coef coef coef
$=-6=0$ $=0$

$x=1,$ $x=2$ においても同様の計算をおこなう.
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1 $y$ $y(y- 1)$ 1 $y$ $y(y- 1)$ 1 $y$

$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

coef coef coef coef coef coef coef coef
$=-6=0$ $=0$ $=-6=2$ $=1$ $=-6=6$

$x=2$ の多項式は正しくない. 正確には $\det(A)|_{x=2}=-6+6y+2y(y-1)$ である. しか

し, Newton補間は逐次補間であるためこのような途中で打ち切ったものを入力としても

1 $y$ $y(y-1)$ 1 $y$ $y(y-1)$ 1 $y$

$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

coef coef coef coef coef coef coef coef
$=-6=0$ $=0$

1 $y$ $y(y-1)$ 1 $y$ $y(y- 1)$ 1 $y$

$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

coef coef coef coef coef coef coef coef
$=0$ $=4$

最後に $x=1$ の多項式から $x=0$ の多項式を引くと多項式における Newton補間が完成
する.
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1 $y$ $y(y- 1)$ 1 $\mathrm{y}$ $y(y- 1)$ 1 $y$

$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

coef coef coef coef coef coef coef coef
$=-6=0$ $=0$

1 $y$ $y(y- 1)$ 1 $y$ $y(y- 1)$ 1 $y$

$|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$ $|$

coef coef coef coef coef coef coef coef
$=-6=0$ $=0$ $=0$ $=2$ $=1$ $=0$ $=2$

6 タイミングデータ

非線形連立代数方程式を解くためmultipolynomial resultant を計算する場合, 行列式の
計算速度がその実行時間を左右する. 実験環境は, Intel Xeon 2. $8\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , Memory $2\mathrm{G}\mathrm{B}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{e}$

として日本数学史の中にあらわれる問題をもちいて Singular と比較したところ, Singular
が 1333秒を必要とし, ここで紹介した方法が 2.64秒を必要とした. $\mathrm{A}.\mathrm{J}$ . Goldstein, R.L.
Grahamによる公式とタイトな support における Newton補間がもたらした結果である.
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