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1 はじめに

有界な台をもつ尺度モデルでの

Renyi divergenceの漸近展開

日本大学・商学部小池健一

Ken-ichi Koike 

College of Commerce, 

Nihon University 

p = p(x)とq= q(x)をルベーグ測度に関するpdfとする．このときpからqへの次数sのRenyi
divergenceは

l 
Ds(Pllq) =~log J p(x)'q(x)1-sdμ(x) 

で定義される ([4]).

次数を変えることで， Renyidivergenceから様々なdivergenceや距離が導出される（［5]).例えば，

Hellinger距離の 2乗

H2(Pllq) =り］ （ぷ可—而対 dµ(x)

に対して，

加(pllq)= -2log (1 -H2(pllq)) 

となる．また，正則条件の下で， S→1とすれば，

limDs(Pllq) = DKL(Pllq) 
S→1 

となる．ただし， DKL(Pllq)はKullback-Leiblerdivergence 

DKL(Pllq) = f p(x) log賢dμ(x)
とする．

また， Renyidivergenceは統計的推測において菫要な役割を果たすことが知られている（例えば，

非正則な位置母数分布族に対する情報量損失についてはAkahira(1996），非正則な位置母数分布族に

対する大偏差型の漸近理論についてはHayashi(2006, 2010)等）．さらに，正則な確率分布族におい

ては， Renyidivergenceの摂動がFisher情報量を与えることがAkahira(1996)により示されている．

本稿では，台が有界な尺度母数分布族の下で， Renyidivergenceの漸近展開を考える．
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2 仮定

pdf f(x I 0) =¼gド）をもつ確率分布族を考える (0 > 0は尺度母数）．ただし，本稿においては
0 0 

pdf g(x)に次の条件を課す．

条件

g(x) l:: :。そく二')
かつ， a<x<bにおいてg(x)は十分滑らかな関数で

g(a) = lim ~ g(x) > 0, g(b) = lim ~ g(x) > 0 
X→a+0 x→b-0 

である．

また，簡単のため

g'(a) = lim~g'(x), g'(b) = lim~g'(x), 
X→a+0 x→b-0 

g"(a) = lim ~ g"(x), g"(b) = lim ~ g"(x) 
X→a+0 x→b-0 

のように表記をする．

3 Fisher情報量の違い

pdf f(x I 0)＝伍仕）をもつ確率分布に従うとする (0> 0は尺度母数）．いま，

羞 logf(xI 0)＝吃悶し？ ＝羞｛伍（叫I｛伍（叫＝ ｛―｝—芸／冒｝，
~ logf(x I 0)＝門塁」）0）-{り：閲｝2` + 40x3gg9((:] + X024g／悶—｛-}―こ冒｝2

l ーx2g,(I)2.2.xg'(!). x2g"（合）
=—+ + + 
炉 0炉（う）炉g（合）がg（!) 

である． Fisher情報量を

叩）＝ム（羞Iogf(xI 0) r f(x I 0)dx, 
l(O) = -fがlogf(x| 0)f(X | 0)dx 

S(0) a02 
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とおく I). ただし， S(0)はf(xI 0)の台でS(0)= (a0, b0)である．

3.1 1(0)とIo(0)の差

まずI(O)とIo(0)の差を求める．y= x/0とおくと

I(O) = -Jbo炉~f(x I 0)dx 
a0 

=[。bo[―羞ー 4;：＇（胄— X024g;’（し］） ＋ ｛―}―こ冒｝］伍（りdx
疇1b{-2g(y) -4yg'(y)ー炉g"(y)}dy + Io(0) 
a 

となる．ここで，部分積分より

1b {-2g(y) -4yg'(y)ー炉g"(y)}dy 
a 

= -21b g(y)dy -4 { [yg(y)]~ -lb g(y)dy }-{ [y2g'(y)]~ -2[yg(y)闘＋21bg(y)dy} 

= -2{bg(b) -ag(a)} -{b2g'(b) -a2g'(a)} 

である．よって，（3.1)より

-2{bg(b) -ag(a)}-{b冦'(b)-a2g'(a)} 
I(O) = + Io(O) 

o2 

を得る．

3.2 Io(0)とI伯(0)の差

次に，

加）＝［（羞Iogf(xI 0)r f(x I 0)dx 

とおいて， Ib(0)とIo(0)の関係式を求める．ただし， S=S(0)nS(0+s)とする．

犀） ＝ ［。b゜（—｝—嘉：置）2 t;g仕）dx 
=[(-]—摩）2g (y) dy (y = x/0) 

疇[(1 +ygg'(：り）g(y)dy=声Io(l)

(3.1) 

となる． a,bや eの正負により Sは異なる区間になるので，場合分けをして考える．まず“e>Oか

つ0<a< b"または “e>Oかつ a<b < O"のときを考える．このとき， S= (a(0 + e),b0)となる

1) ただし，本稿のモデルではpdff(・l0)の台が母数0に依存するため，本来はFisher情報量は存在せず，正則な場合の

ときの Fisher情報量の定義を当てはめたものである．
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ので

Ib(0) = ls（羞logf(x| 0))2f(x | 0)d.x =[(booげ） （―｝―声：悶）2伍（りd.x
=[(b1+(e/0））（ー｝—;信）2 g(y)dy (y=x/0) 
疇［（l ＋ ygg'ば）2g(y)dy—嘉 1a(l+(e/0)) (l + ~'(；り）2g (y) dy 

=lo(0)―嘉{ae(a2g'(a戸＋20ag▽'(a) + g(a)2) 

a2e2 (-a2g'(a)3 + 2a2g(a)g'(a)g"(a) + 2ag(a)2g"(a) + 2ag(a)g'(a)2 + 3g(a)2g'(a)) 
＋ 

加g(a)2

+O（叫｝

となる．次に “e>0かつ a<0 < b"のときを考える．このとき， S= (a0, b0) = S(0)となるので

加）＝［（羞logf (x I 0) r f(x I 0)d.x = Io(0) 
となる．次に “e> 0かつ a<b < O"または “e< 0かつ 0<a< b"のときを考える．このとき，

S= (a0,b(0+s))となるので

加）＝l（嘉Iogf(xI B) r J(x I B)d.x = 1。:(0+e)(-¼—声gバ冒）2 伍仕）dx 
= 1b(l+(e/0)) (-¼- ~f ((:])2 g (y) dy (y = x/0) 

となる．

＝嘉［ （l ＋ y:：り）2 g(y)dy—ふ l(b]+(E/0)) (l+ y:：り）2g (y) dy 
=lo(B)―羞{-be(b2g'(b)2+ 20bg:;:)g'(b) + g(b)2) 

s2 (b2 (-b2g'(b)3 + 2がg(b)g'(b)g"(b)+ 2bg(b)2g"(b) + 2bg(b)g'(b)2 + 3g(b)2g'(b))) 

2炉g(b)2

+O（叫｝

=lo(B) +羞｛加（b冦'(b戸＋ 2゚：炉'(b)+ g(b)2) 
s2 (b2 (-b2g'(b)3 + 2b2g(b)g'(b)g"(b) + 2bg(b)2g"(b) + 2bg(b)g'(b)2 + 3g(b)2g'(b))) 
＋ 

2炉g(b)2

+O（刈｝
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次に “s<Oかつ a<0 < b"のときを考える．このとき， S=(a(B+s),b(B+s))となるので

Ib(0) 

=1（蓋logf(X| 0))2f(X | 0)dx =l(bo(+0e+)e) (-} -声:((:])2机（りdx

=[(b:+1:feo1:)) (-}—摩信）2g(y)dy (y =x/0) 

＝嘉［（1 ＋ ygg'(；り） 2 g(y)dy—嘉 l(b]+(e/0)) (l + ygg'ば）2g(y)dy 
—嘉 1a(l+(s/0)) (l + ~'(；り）2 g(y)dy

=lo(0)―嘉{e(a (a2g'(a)2 + 20aggご9'(a)+ g(a)り＿ b （b冦'(b戸＋20b：信’（b)+ g(b)2)) 
『2(-a2g'(a戸＋)
+s 

2炉g(a)2

となる．

一炉(-b2g'(b戸＋2炉g(b)g'(b)g”(b)+ 2bg(b)2g”(b) + 2bg(b)g'(b戸＋3g(b)2g'(b))) 

2炉g(b)2

+O（叫｝

4 Renyi divergenceの漸近展開

f(x I 0)の台を S(0)= {x I f(x I 0) > 0}とする． O<t<lとする．pdfJ(x I 0)とJ(xI 0 + e)に対

して

Ht(0,0 +e) = f斤(xI 0)j1(x I 0+e)dx 
S(0)nS(0+e) 

1 / X 
とおく． logf(xI 0 + e) = log―g(―)= -log(0 + e) + logg（土）の 0の周りでのTaylor展開

0+eu¥0+e 
より， 8→ 0のとき

logf(x I 0 + e) 

a.... 1炉
=logf(x I 0) +而logf(xI 0)e +う面うlogf(xI 0)炉＋o （e3) 

=logf(X | 0） ＋り閲し：）e+； ［］仇ぶ〇）—｛誓汀l 妥＋o （足）

0logf(x I 0) + {-~ -~［こ｝｝ C 十』［斎＋ 4；:gg1((:] + X024g/'(し])-{-} -;：； ｛乞｝｝］妥＋o （忍）
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となるので，

Ht(O,0+e) 

=J斤(xI 0)J1 (x I 0 + s)d.x 

= 1 exp { (1 -t) log f (x I 0) + t log f (x I 0 + s)} d.x 
= 1 f (x I 0) l 1＋羞logf (x I 0)ts +且贔logf (x I 0)ts2 
+½｛羞 logf (x I 0)} 2 t2 s2] d.x + 0（s3) 

=lf(x| 0) 11十誓；；）tE十； ［誓：」）0)＿｛閲↓；）｝］屈

+½｛り以し；）｝212e2|+o（"') 

=l占:(;)|1+ {-]—こ冒｝ IC 十； ［羞＋ 40,g9((:）） ＋ x;ご冒—{-]—こ悶｝］ te2 
+ ½ {-1-;：；訓叶d.x+ 0（s3) 
= h/ (y) l1 ーロい芸｝ts ＋土 l2+4ygg;y（9 勺’`~ -{1号｝］屈
＋土｛1＋ ygg'ば｝2t2s2 ]dy + 0に） （8 →0) (4.1) 

を得る．ただし， So=S(l) n S(l + (s/0))とする．（4.1)はCの幕により次のように分解できる．

H1(0, 0 + s) 

= 10 g(y)dy-1 {1o g(y)dy + 10 yg'(y)cty} ts 
+ ¼z l21。g(y)dy+41/g'(y)dy+10炉g"(y)dy-Jb(l) j記＋¼z1b(I)t炉＋ o (s3) 

= 10 g(y)dy -1 {1o g(y)dy + 1。yg'(y)cty}ts 
＋点 l21/(y)dy+41。yg'(y)dy+ 10炉g"(y)dy-0況(0)j紀＋；加）心＋o (刈 (e→0). 

この式は部分積分によって

H鵡，0+ s) = 1" g(y)dy-i[yg(y)]s。ts
s。

＋点 (2[yg(y)]s。+[y2g'(y)]s。-0洲(0)) 紀＋ ½1b(0)心＋o （s3) (s→0) (4.2) 
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と書き換えることができる．ただし， So=[c,d] であるとき，［yg(y)]s。=[yg(y)]~ = dg(d) -cg(c), 

［炉g'(y)]s。=[y2g'(y)]~ = d冦'(d)-c2g'(c)とする．

付記より，（4.2)は， “e>Oかつ O<a<b’'または“e<Oかつa<b < O"のとき

H1(0,0+e) 

=l+ 
e{atg(a) -g(a) -btg(b)} 

゜+ c2 {a2lg'(a) -g'(a) + b2ig'(b) + 2btg(b） ＋炉Ii(O)1(t-l)} + o （e3) 
202 

=l+ 
e{atg(a) -g(a) -btg(b)} 

゜e2 {a2tg'(a) -g'(a) + b2tg'(b) + 2btg(b) + 02Io(0)t(t -1)} 
+ +O（刈（e→0) 

となる．同様に， “e>Oかつ a<0 < b"のとき

Ht(O,0 + e) =1 +:{a{tg(a) -btg(b)} 

+ £z {2btg(b) -2atg(a) + b2tg'(b) -a2tg'(a) + 0り(t-l)/o(0)} + 0（s3) (s→0) 
202 

となる．次に “s>Oかつ a<b < O"または“s<Oかつ 0<a< b"のとき

e 
Hr(0, 0 + s) =l + -;;{atg(a) -btg(b) + g(b)} 

゜2 + fez-{a2(-t)g'(a) -2atg(a) -b2tg'(b) + g'(b) + 02t(t-l)Ib(0)} + 0（s3) 
E 

=1 + -;;{atg(a) -btg(b) + g(b)} 

゜2 ＋品 {-a2tg'(a)-2atg(a) -b2tg'(b) + g'(b) + 0勺(t-l)Io(0)} + 0に） （e →0) 
となる．最後に “s<Oかつ a<0 < b"のときを考える．

c 
H1(0, 0 + s) =1 + -;;{atg(a) -g(a) -btg(b) + g(b)} 

゜＋員{2a2tg'(a) -g'(a) -2b2tg'(b) + g'(b) + 02t(t -l)Jb(0)} + 0（忍）
c 

=1 + -;;{atg(a) -g(a) -btg(b) + g(b)} 

゜+ ~ {2a2tg'(a) -g'(a) -2b2tg'(b) + g'(b) + 0り(t-l)/o(0)} + 0（s3) (s→0) 
となる．

特に，上記のHt(O,0+C)の漸近展開より，f(xI 0)とf(xI 0+s)の間のaffinityD112U(x I 0) 11 f (x I 

0+C))の漸近展開を得ることもできる．

さらに， Ht(0,0+s)とRenyidivergence DsU(・ I 0) II f(・ I 0 + s))の間には

1 
Ds(f(-I 0) II f(・ I 0 + s)) = ~ logH1-s(0, 0 + s) 

s-1 
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の関係があるから， Renyidivergenceの漸近展開は以下のようになる． “s>Oかつ O<a<b’'または

“s < 0かつ a<b<O"のとき

DsU(・ I 0) II f(・ 10 + s)) 
e 

0(1 -s) 
=~-d-a(l -s)g(a) + g(a) + b(I -s)g(b)} 

e2 

202(1 -s) 
-~{ (g(a) -a(l -s)g(a) + b(I -s)g(b))2 

+ g'(a) -a2(1-s)g'(a) -b2(1 -s)g'(b) -2btg(b) + 02s(s -1)/0(0)} + 0（足） （C →0), 

“e > 0かつ a<0 < b"のとき

DsU(・ I 0) II f(・ I 0 + e)) 

e 忍（1-s) =i{bg(b) -ag(a)} + ~{2bg(b) -2ag(a) + b冦'(b)-a2g'(a) -s02Io(0)} + 0に） （e →0), 

“e > 0かつ a<b<O"または“e<Oかつ 0<a< b"のとき

DsU(・ I 0) II f(・ I 0 + e)) 
e 

0(1 -s) 
=-::;-;-:;-=--d-a(l -s)g(a) + b(l -s)g(b) -g(b)} 

妥
+ ~{ (a(l -s)g(a) -b(l -s)g(b) + g(b))2 
2(1 -s)02 

+ a2(1 -s)g'(a) + 2a(l -s)g(a) + b2(1 -s)g'(b) -g'(b) -02s(l -s)02I0(0)} + 0（e3) (e→0), 

“e < 0かつ a<0 < b"のとき

となる．

謝辞

DsU(・ I 0) II f(・ I 0 + e)) 
e 

=~-d-a(I -s)g(a) + g(a) + b(I -s)g(b) -g(b)} 
0(1 -s) 
2 e 
+―{-2a2(1 -s)g'(a) + g'(a) + 2b2(1-s)g'(b) -g'(b) -s(l -s)02I0(0) 
2t02 

+ (a(l -s)g(a) -g(a) -b(l -s)g(b) + g(b)戸｝ ＋ o （e3) (e→0) 
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付記： （4.1)の各項の漸近展開

g(x) = f(x 11)の台が(a,b)のとき，f(x11 + (s/0))の台はS(l+(s/0))= (a(l+(s/0)),b(l+(s/0))) 

となる． I針が十分小さくなるように eをとると， s> 0のとき， a,bの正負によって，

So= S(l) n S(l + (s/0))は， s>Oのとき

So = l::])+(e/0)),b) : < < a o : : 

(a, b(l + (s/0))) (a< b < 0) 

であり， e＜0のとき
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J g(X)d.x 
s。
Ja：い（s/0))g(x)d.x = t g(x)d.x -ka(l+(s/0)) g(x)d.x 
= 1 -g (a)a(e/0) —芸知(e/0戸＋0（忍） （O<a<b), 

tg(x)d.x=l (a<O<b), 

t(l+(s/0)) g(x)d.x = t g(x)d.x -h,~l+(s/0)) g(x)d.x 

= 1 + g(b)b(e/0) +芸b2(e／妍＋o(eり (a<b < 0) 
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となる．また， s<Oの場合は， 8→ー0のとき

ln g(x)d.x 
S。

t(l+(s/0)) g(x)d.x = t g(x)d.x -.h,~l+(s/0)) g(x)d.x 

= 1 + g(b)b(s/0) +畔b惰／0戸＋0（忍）

凰謬霊g(x)dx= t g(x)dx -faa(l+(e/0)) g(x)dx -.h,~l+(e/0)) g(x)dx 

(0 <a< b), 

= 1-g(a)a(s/0) + g (b)b(s/0) —芸知(s/0戸＋苧砂／0)2 + o(sり (a<O<b),

fa~l+(e/0)) g(x)dx = t g(x)dx -faa(l+(e/0)) g(x)dx 
= 1 -g(a)a(s/0)一字a2(s／叶＋o(sり (a< b < 0) 

となる．また， 8→ ＋0のとき

[xg(x)]s。

bg(b)-a(l + (e/0))g(a(l + (e/0))) 

= (bg(b) -ag(a)) -a(e/0) (ag'(a) + g(a)) + a(e/0)2(-}心”(a)-ag'(a)) + 0（足） （0 <a< b), 

= < bg(b) -ag(a) (a< 0 < b), 

b(l + (e/0))g(b(l + e)) -ag(a) 

= (bg(b) -ag(a)) + b(e/0) (bg'(b) + g(b)) + b(e/0)2(}炉g"(b)+ bg'(b)) + 0（足） （a< b < 0), 

［x2g'(x)]s。

b2g'(b) -a2(l + (e/0))2g'(a(l + (e/0))) 

= (b2g'(b) -a2g'(a)) + a2(e/0) (-ag" (a) -2g'(a)) 

+a2(e/0)2（一炉g<3l(a)-2ag"(a)-g'(a)) + 0 (eり (O<a<b), 

炉g'(b)-a2g'(a) (a< 0 < b), 

b2(1 + (e/0))2g'(b(l + (e/0))) -a2g'(a) 

= (b冦'(b)-a冦'(a))+ b2e (bg" (b) + 2g'(b)) 

＋炉(e/0)2(}炉g<3l(b)+ 2bg"(b) + g'(b)) + 0（足） （a< b < 0) 
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となる． e→ー0のとき

[xg(x)]s。

b(l + s)g(b(I + (s/0))) -ag(a) 

= (bg(b) -ag(a)) + b(s/0) (bg'(b) + g(b)) + b(s/0)2（詞g"(b)+ bg'(b)) + 0（司（0<a< b), 

b(l + (s/0))g(b(I + (s/0))) -a(l + (s/0))g(a(I + (s/0))) 

= (bg(b) -ag(a)) + (s/0) (b (bg'(b) + g(b)) -a (ag'(a) + g(a))) 

＋長(e/0)2(a3 (-g"(a)) -2a2g'(a) + b3g"(b) + 2b2g'(b)) + 0 (eり

bg(b)-a(l + (e/0))g(a(l + (e/0))) 

(a<O<b), 

= (bg(b) -ag(a)) -a(e/0) (ag'(a) + g(a)) + a(e/0)2(-}必g"(a)-ag'(a)) + 0 (eり (a<b < 0), 

［豆g'(x)]s。

b2(1 + (e/0))2g'(b(l + (e/0))) -a2g'(a) 

= (b2g'(b) -a2g'(a)) + b2(e/0) (bg" (b) + 2g'(b)) 

＋ザ（e/0)2（択g(3l(b)+ 2bg"(b) + g'(b)) + 0（足） （O<a<b), 

炉(1+ (e/0))2g'(b(l + (e/0))) -a2(1 + (e/0))2g'(a(l + (e/0))) 

= (b冦'(b)-a冦'(a))+(e/0) (a2 (-ag"(a) -2g'(a)) +ザ（bg"(b)+ 2g'(b))) 
＝ ＜ +(e/0)2ド（一½a2g(3l(a)-2ag"(a)- g'(a))

＋ザ（炉g(3l(b)+ 2bg"(b) + g'(b))) + 0（足） （a<O<b), 

b2g'(b) -a2(1 + (e/0))2g'(a(l + (e/0))) 

= (b2g'(b) -a2g'(a)) + a2(e/0) (-ag" (a) -2g'(a)) 

+a2(e/0)2(—炉g(3l(a)-2ag"(a) -g'(a)) + 0 (eり (a< b < 0) 

となる．


