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講義ノート
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近畿大学理工学部 中原幹夫 2

(2005年1月 17日受理)

1 はじめに

現在のデ、イジタル情報，ディジタル計算(以下，古典情報，古典計算という)は0と1の値をと

るピット (bit)をその単位とする.一方，今から解説する量子情報，量子計算ではOと1の重ね合

わせ状態である量子ビット (qubit)を単位とする.それにより古典的なデ、ィジタル情報を凌駕する

情報処理がいかに可能となるか，以下に解説したい.情報科学や数学など，物理を専攻とする人

以外にも理解できるよう心がけたがため，物理を専門とする読者にはまだるっこしいところもあ

るかもしれない.適当に取捨選択されたい.

講義内容は標準的なもので，文末にあげた参考文献 [1，2，3，4ヲ5ヲ6，7]などから適宜題材を選ん

だ.最終章以外において著者のオリジナルな寄与は例だけで、あるが，これらの例が読者の理解の

助けとなることを望む.また，量子誤り訂正符号など多くの重要なテーマに触れることができな

かったが，これらに関しては上述の文献を参照されたい.講義では理論の概略を述べた後，物理系

における量子ピットの実現をいくつか紹介したが，最終章にその中の一つ NMR量子コンビュー

タの概略を述べ，あわせて我々の最近の実験も紹介する.

以下で記号N:自然数， Z:整数， <Q:有理数， IR:実数， C:複素数を用いる.数の集合の聞の

関係、NCZC<QCIRCCに注意せよ.本講義では，主に複素ベクトル空間を扱う.また， 3つの

Pauliスピン行列と単位行列を
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で定義する • K=CまたはRを行列要素とする η次正方行列の集合をM(η，K)と表す.

2 線型代数の補足

本節ではエルミート行列のスベクトル分解，行列やベクトル空間のテンソル積など，以下用い

る線型代数に関して補足をする.ベクトル空間の初歩は既知とする.

1この原稿は， 2003年 10月 8，9，10日に京都大学理学研究科で行った集中講義ノートに大幅に加筆訂正を行ったも
のである.

2E-mail: nakahara@math.kindai.ac.jp 

*)本稿は、編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である。
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中原幹夫

2.1 ブラとケット

2.1.1 ケット・ベクトル

複素数体 C上のベクトル空間 V(n，C)= Cnを考える.この元をケット(ベクトル)といい

Ix)ニ

Xl 

X2 
ニ (Xl，X2，・・・ ，xnf (XkモC)

Xn 

のように複素数をη個並べて表す.Tは転置操作を表す.自然数 η をV(η，C)の次元という.ケッ

トの和 Ix)+ Iy)とスカラー倍αIx)は成分ごとに与えられる.線型結合cllx}+ c2ly}を ICIX+ C2Y) 

とかくこともある.

2.1.2 線型独立，線型従属，基底ベクトル

k 

k個のベクトルの組 {IX1)ヲ ヲ|ね)}が与えられたときLCiI町)= 0の解が Cl= C2 = ... = 
Ck = 0しかないとき， {IXl)γ・.，IXk)}は線型独立，それ以外のときは線型従属という.ゼロベク

トル10)= (0， .. • ， O)T を含む組は常に線型従属である • Cnにおいて線型独立なベクトルは高々η

個であり， η+1個以上のベクトルは常に線型従属となる.

問 2.12つのベクトル
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が線型独立となる条件を求めよ.

Cn ~こおいて η個の線型独立なベクトノレ {I町)}が与えられると，任意の Ix) ε Cn は Ix) = L~=l XiIVi)， 

XiεCと表される.{Xi}をIx)の成分という.また {I叫)}をCnの基底，各|町)を基底ベクトル

という.

問 2.2ベクトル
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はC3における基底であることを示せ.

2.1.3 線型関数，双対空間，ブラベクトル

f: cn→Cが

f(Cllx) + c21ν)) = clf(IX)) + c2f(ly))， Vlx)，ly)εcn， V CI， C2 E C ( 1 ) 
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「量子計算入門」

を満たすとき fを線型関数という.線型関数はブラ(ベクトル)

(α1=(α1， . . . ，αη)う αiE C (2) 

で表される.ブラ (α|とケット Ix)の内積を

(αIx) =乞α伊zξC (3) 
zニ1

で定義する(これは通常の行列の積である).するとこれが上の線形性を満たすことは直ちに確か

められる.逆にCnの基底を {Ivu}とすると，任意の線型関数はf(lvu)=αtを与えることによっ

て定義される.すると

f(lx)) = f(2: xil叫))=乞ば(I叫))=乞α山

となり，fが(α|と1 1に対応していることが分かる.

プラベクトルの集合

Cn* = {(α1=(α1ヲ・・ヲαπ)IαtεC} (4) 

はそれ自身ベクトル空間の公理を満たす.これを双対ベクトル空間という.

ケット Ix)εCnが与えられたとき，それから自然にブラベクトル

Ix)片付1=(バヲ・・・，X~) εcm ， (5) 

が得られる 複素共役をとるのは Ix)のノルムを IIxll=ぷ司可で定義するためである.IIxllは非

負実数である.実際ぷ司王;ニ[L:f=1X九]1/2=区乙1IXiI2] 1/2さ0となる.これから 2つのケッ

トIx)，ly)εCnの内積が

(xly) =乞XiYi
i=1 

で定義される.定義からいIy)= (νIx)本が成り立つ.

次の双線型性に注意せよ:

(XIC1υ1 + C2Y2) 

(C1X1十C2X21ν)

C1 (XIYl) + c2(xIY2)， 

C;: (xIIY) + C;(X21ν) . 

2.2 正規直交基底，完全性関係，射影演算子

基底の中でも特に便利なものは正規直交基底{I匂)}である.これは

(ei I勺)= dij 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

で定義される.明らかに {I向)}はこれだけでは決まらず，Cnで、はユニタリ一群U(η)の，lR.nでは

直交群O(η)の自由度が残っている.以下，特に断らない限り基底は正規直交系にとる.
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Ix) =乞?=1241ez)と(勺|の内積をとると (ejlx)= LXi(勺|向)= LXiか二 Xj→Xj二(勺IX)
i=l i=l 

となり，成分科が得られる これを Ix)に代入すると Ix)=乞(仰)lei) =乞le州市)が得ら
i=l i=l 

れる • Ix)は任意であるので完全性関係

玄lei)(向1=ん 、‘‘.，ノハU
4
3
A
 

，，a
E

‘、

i=l 

が得られた • Inはη次の単位行列である.

量子情報でしばしば用いられる基底は
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|→)=方C)，I←)=方 J1
などである.σzlO)= 10)，σz11) = -11)，σxl→) = 1→) ，の|←)=-1←)である.

cnのケットとブラの積 Ix)(ν|はη ×η行列となる.特に重要な行列に

Pk三 lek)(ekl (11) 

がある.これを lek) 方向の射影演算子という • Pkは |υ)をlek)の方向に射影する.したがって

(Iv)一九|り))J.-lek).実際，(ekl(lv)一九|υ))= (eklv) -(eklek)(eklv) = O.射影演算子は以下の

関係、を満たす:

(i) Pf =凡
(ii) Pk乃=0 (k=l=j) 

(iii) 乞Pk= 1 (完全性関係)

(12) 

(13) 

(14) 

例 2.1C2の正規直交基底

le1) =主(~ )， 1匂)=主(~ ) 
v2 ¥ i J' ，-， v2 ¥ 1 J 

を考える.それぞれの射影演算子は

Rト目日…=叶吋市|ドle1町叫州山州1)以仰仰)(沖胤州(い仇制e町吋1リ1=H ~ ~1) 乃ト目日…ニ斗吋北|ド防ε匂ω州2ρ以仰)(沖(作e

で，これらは完全性関係LkPk=んと直交関係P1乃 =O.を満たす.各自 Pf=九を確かめよ.
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2.2.1 Gram-Schmidtの直交化

射影演算子の応用として Gram-Schmidt の直交化を考える • ([nにおいて，任意のk個(k三n)

の線型独立なベクトル{I町)}が与えられたとき，これから正規直交系 {Ieu}を構成しよう.まず

lel) = 1町 )/IIIVl)11

とする.次に112)= IV2) -le1) (e1Iv2)とおくと，これは明らかにle1)と直交する;(ellh) = (ellv2)-

(ellel)(ellv2) = o. したがってこれを規格化して

le2) = 112)/11112) 11 

が得られる.同様にj番目のステップでは

|η) -Liゴ(eilり)Ieu
|匂)=q'
IIIVj) -Li~{(eiい'j)lei) 1I

が得られる.{le1)，le2)，・ぺiek)}はcnのk次元部分ベクトル空間を張る.構成から {Iei)}が {I町)}
と同じ部分ベクトル空間を張ることは明らかであろう.

例 2.2

とすると

および

から

IVl) = ( : ) ， I句)= (~) 

le1) =出~-古川

|ん)= ( ~ ) -~(!ーのい )(:)=(~i) ，

lル鵡11 んC)
問 2.3Gram-Schmidt法を用いて，下の{IVl)，lv2)}と同一の2次元部分ベクトル空間を張る ([3

の正規直交ベクトノレを求めよ:

|り1)ニ (1，i， l)T， Ivu = (3，1， if . 

2.3 線型演算子と行列表示，エルミート共役，エルミート行夢11，ユニタリ一行列

写像A:cn→([nが任意の Ix)，ly)ε([n，CkεCにたいし

A(C1Ix) + c2Iy)) = cIAlx) + c2Aly) (15) 
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を満たすとき Aを線型演算子という 3正規直交系 {Iek)}をとり Iv)= L:Z=l vklek)εcnを任
意のベクトルとすると，線形性からAlv)= Lk vkAlek) となる • Alek)εcnであるからAlek)二

ε~=1 lei)Aikと展開できる.これといjlの内積をとると Ajk= (勺IAI匂)が得られる.これを与
えられた基底に対する A の行列要素という • Aijは基底の選び方に依存する.A = (Aij)を与えら

れた基底に対する Aの行列表示という.このとき完全性関係から

A=乞|勺)(勺IAI匂)(ekl=乞 Ajklej)(句! (16) 
j，k j，k 

とあらわされる.

以下簡単のために線型演算子から《を省略し，その行列表示と区別せずに用いるが，複数の基底

を同時に使う場合は，夫々の基底に対する行列表示に添え字をつけるなどして区別しなければな

らない.

定義 2.1線型写像A:Cn→cnが与えられたとき，そのエルミート共役Atを

(uIAlv) = (υIA↑lu)* Vlu)，lυ)εcn (17) 

で定義する.ここに本は複素共役.

定義から(勺IAlek)= (eklA↑|勺)*であるから (A↑)jk= Akj'同様にケット Ix)にたいし Ix)↑=

(xi ，...， x~)=(xl となる.このようにケットからブラを導く過程はエルミート共役をとるといっ

てもよい.

定義 2.2写像A:Cn→cnがA↑=Aをみたすとき，Aをエルミート行列という.このとき A
の行列要素はAij= Ajiを満たす.

{Iei) }を cnの正規直交基底とする.行列U:Cn→Cnが utu= uu↑= Inを満たすと
すると l!k)= Ulek)も正規直交基底である.実際(んl!k)= (勺IUtUlek)= (ejlek) = djk.また
det UtU = det U↑det U = 1 det U 12ニ1から 1det UI = 1が得られる.

定義 2.3線型写像U:Cn→CnがU↑=U-1を満たすとき Uをユニタリ一行列という.特に

det U = 1であればUは特殊ユニタリ一行列という.

ユニタリ一行列の集合 U(η)= {UεM(η，C)I U↑ニ U-1} は行列の積に関し群となる.こ

れをユニタリ一群という.また特殊ユニタリ一行列の集合 SU(η)= {U E U(η)1 det U = 1} 

を特殊ユニタリ一群という.同様に実行列の集合 O(n)= {Oι M(η，Ia)IOT = O}を直交群，

SO(η)={OEO(η)1 det 0 = 1}を特殊直交群という.

問 2.4U(η)，SU(η)，O(η)， SO(η)は実際群となることを示せ.

3一般に A:cn→cm でもかまわない.そのときはAを表す行列は mxη行列となる.

A斗
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「量子計算入門j

2.4 固有値，固有ベクトル

行列Aが与えられたときい)(ヂ ¥0))を「うまく」とってA¥り)=入|υ)，入 εCとなるときい)を
Aの固有ベクトル，入をその固有値という.固有ベクトルのノルムは固定できないが，常にそれを

1に規格化できる. しばしば固有値入に対応する固有ベクトルを|入)とかく.

{¥ek)}を正規直交基底とし， (叫A¥ej)= Aij， ¥v) =乞kりk¥ekiとすると固有値方程式の成分表

示は

乞AijVj二入Vi (18) 

3 

となる 次に固有値を求めよう.固有値方程式乞(A一入I)ijVj= 0は係数の行列式がゼロとなる

ときのみ自明でない解 {Vj}をもっ.すなわち

D(入)三det(A一入1)= 0 (19) 

A E M(η，C)の固有値を{入1，入2，.・・，入n}とかくと D(入)は

D(入) = II(入t一入)
i=l 

(一入)n+乞ん(一入)(nー 1)+・ +II入t
i=l 

(一入)n+ tr A(一入)(n-1)+ . . . + det A， (20) 

となる.ここで trA， = LiんおよびdetA = TIiんを用いた.

定理 2.1エルミート行列の固有値はすべて実数である.また，相異なる固有値に属する固有ベク

トルは直交する.

証明 :Aはエルミート行列で A¥v)=入¥V)とする.エルミート共役をとるとい¥A= '¥*(V¥.前者に

左からい|を，後者に右から|りをかけると (v¥A¥v)=入(υ|υi=入*(V¥υ)，となり入=，¥*が得られる.

次にA¥u)=μ¥u) (μ チ入)とする.μεRから (u¥A=μ(u¥である.したがってい¥Aいi=入(叫V)

と(叫A¥v)=μ(叫υ)から 0=(入-μ)(u¥りが得られる.μ#入から (u¥り)= 0となる I

入が k重に縮退しているとすると，入に対応する k個の線型独立な固有ベクトルが存在する.こ

れらから Gram-Schmidtの方法でk次元の正規直交系をつくることができる.しがたって，エル

ミート行列の固有ベクトルは一般性を失うことなしに正規直交基底にとることができる.したがっ

てエルミート行列Aの規格化された固有ベクトル{¥匂)}は完全系となる:

乞|匂)(匂|ニん

伊IJ2.3 Pauli 1-T~IJ 
¥
1
1
t
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はエルミートである.固有値方程式det(σν 一入1)=入2-1=0うから，固有値入1= 1とん=-1. 

固有ベクトルは

σν|入1)= 1入1)， σν|入2)= -1入2)

を満たす. したがって，規格化された固有ベクトルは

1 I 1 ¥ 1 I 
|入1)二一万 I ~ I 1入2)ニセ I ~ I 
v'2 ¥ i v'2 ¥ 1 I 

これらが正規直交系で，完全性関係を満たすことは各自確かめよ.

最後にσν を対角化するユニタリ一行列

I入 o¥ 
UIσ引 U= I - I 

¥ 0 入2 J 

を求めよう.直ちに分かるように

u = (1入1)品))=主(~ ~ ) 
v'2 ¥ 1 i 

とおくと AU= (AI入l)，AI入2))= (入11入1)，A21入2))ヲであるから

山ニ ( (:山川川;:む川山;;リο:)ル)(川入ん川11
となる.Uがユニタリーであることは{I九)}の正規直交性に基づく.

問 2.5(1) Aは反エルミート，すなわちAt=-Aであるとする.Aの固有値はすべて純虚数であ

ることを示せ.

(2) Uはユニタリ一行列とする.Uのすべての固有値の絶対値は 1であることを示せ

問 2.6Hはエルミート行列とする.このとき HのCayley変換

U = (J + iH)(J -iH)-l (21) 

はユニタリーであることを示せ.

2.5 スペクトル分解

エルミート行列のスベクトル分解は，様々な応用をもち重要である.

定理 2.2Aをエルミート行列とし，その固有値，固有ベクトルを{入i}，{1ん)}とする.{Iん)}は

正規直交系となるようにとると Aは

A=乞ん|入i)(入i1， (22) 
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と分解される(スペクトル分解)• 

証明 2つの行列AとBが任意のベクトルに作用したときに同じベクトルを与えればAとBは

等しい.{Iん)}は正規直交基底であるから，任意のベクトルはい)=乞4叫ん)と分解される.A

を|υ)に作用させると Alv)=乞iviAIん)=乞叫ん|入uとなる.一方

[写入山)ベト|入u=さり川
である.Iv)は任意であるから定理が証明された. E 

例 2.4例2.3を用いると σν のスベクトル分解は

A=平川
で与えられる.

スベクトル分解の利点の一つは，行列の関数が容易に求められることである.

命題 2.1Aをエルミート行列とすると，任意の nENにたいし

A
n 
=玄入れん)(入i1 (23) 

が成り立つ.さらに A-1が存在すれば，この公式はηεZに拡張される.

証明:数学的帰納法で証明しよう .η =1は自明である.Akl入i)=入flん)=入flん)が η=k三2
にたいし成り立っとすると Ak+11ん)=入fAIん)=入~+11ん).したがって ， Anは任意の η 三1にた

いし固有値入?，対応する固有ベクトル|ん)をもっ.したがって (23)は任意のηεNで成立.

A-1が存在するとき A-1は固有値入-1と固有ベクトル|入i)をもっ.実際AIん)=ん|入i)→
|入i)=入iA-11入i)→A-11ん)=入;11入i)が成り立つ.以下は前半と同様に証明される I

これから一般にエルミート行列 Aの任意の解析関数 f(A)に対し

f(A) =乞f(入州州i1 

が成り立つ.

命題 2.2nを3次元実単位ベクトルとする.このとき

eiαn・σニ cosαh+ i(n.σ) sinα. (24) 

証明まずσπ 三 n.σのスベクトル分解を行う.固有値と規格化された固有ベクトルは
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したがって

etαn・σ = etα|入1)(入11+ e-tα|入2)(入21

etα ( 1-ηz ηz一向¥I e-tα ( 1 + nz -nx + iny ¥ 
2 ¥ nx十iny 1 +ηz J' 2 ¥ -nx -iny 1ー ηz ) 
cos αh十i(n・σ)sinα. 

E 

問 2.72 x 2のエルミー卜行列Aが固有値 -1，3と，対応する固有ベクトル
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をもっているとする.Aを求めよ.(注意:これらの固有ベクトルは規格化されていない.) 

2.6 パウリ行列

スピン 1/2の粒子は内部自由度 (spin-up(↑)， spin-down (↓))をもっている.これらの状態を
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(25) 

で表すことにしよう. (σzl↑) = 1↑) ，の|↓)=-1↓)を確かめよ.)量子情報では 10)= 1↑)および

11) = 1↓)と表すことが多い.一般に 10)と11)は必ずしもスピンを表すとは限らない.これらは

2つの直交する状態であれば何で、もよい.以下スピン代数をしばしば用いるが 10)，11)が何を意味

するかは考えている物理系によるのである.

パウリスピン行列 σkは肌(2)代数の生成子で

trσk = 0， σ;=σk (26) 

を満たす.I=σoと定義することもある.]を含めることにより印(2)代数はu(2)に拡張される.

反交換関係

{σゎσj}=σtσj+σjσi = 20ijI 

を確かめよ.これから η の固有値が士1であることが示される.

パウリ行列の交換関係は

(27) 

[σゎσj]=σ門一σjσi=2iLεij的 (28) 

である.この 2つの(反)交換関係から

σ向ニt乞ε俳句十6り? (29) 
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が得られる.ここに句kは3階の完全反対称テンソル (Levi-Civitaシンボル)である 4

スピン反転演算子を
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で定義するとσ+1↑)=σ|↓) = 0， σ+1↓) = 1↑) ， σ-1↑) = 1↓)が示される.σz 土1の固有
状態への射影演算子は
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問 2.8f: C →Cを関数とし，伐 E]R3を単位ベクトル， αを実数とする.このとき

f(α) + f(-α) T ， f(α) -f(-αL~ f(α伐・σ)= 
2 

(32) 

を示せ.これは命題2.2の一般化である.

2.7 テンソル積

以下で多粒子系の演算子や状態を表すのテンソノレ積が使われる.通常， Isingモデルなどで2個

のスピンの積をののと書くが，数学的にはこれは通常の行列の積とは異なり，テンソル積σz0σz

を表す.

定義 2.4Aをmxn行列，Bをpxq行列とすると

/αllB，α12B，... ，αlnB ¥ 

a21B，α22B，... ，α2nB I A 0 B -，，~-， -"，，-，... ，-".，.-

¥αmlB，αm2B，...，αmnB / 

(33) 

は (mp)x (nq)行列となる.これをAとBのテンソル積という.

すべての (mp)x (ηq)行列がテンソル積で、かけるとは限らないことに注意せよ.A0Bはmη十pq

の独立成分しか持たないが，一般の (mp)x (ηq)行列は，はるかに多いmnpq成分を持つ.

例 2.5
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( 1， (ijk) = (123)， (312)， (231) 

4eijk = < -1， (ijk) = (213)， (321)， (132) 
l 0， その他
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ベクトルも行列の特別な場合と考えるとテンソル積が定義される.
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間 2.9A，Bは定義2.4のようであるとし， CをnXr行列，DをqX S行列とする.このとき

(A 0 B) . (C 0 D) = (AC) 0 (BD) (34) 

を示せ.ただし左辺の積.は通常の行列の積である.

したがって

(A 0 B)(Ju) 0Jり))= (AJu)) 0 (BJv)) 

が成り立つ.同様に各行列の次数がマッチして積がうまく定義されれば

(35) 

(A1 0 B1) . (A2 0 B2)・(A30 B3) = (A1A2A3) 0 (B1B2B3) 

などが成り立つ.

間 2.10(1) 

A0(B十C)

(A 0 B)t 

(A 0 B)-l 

A0B+A0C 

At0B↑ 

A-1 0 B-1 

(36) 

(37) 

(38) 

を示せ.ただし積は定義できているものとする.

(2) A，Bはそれぞれmxm行列と pxp行列とする.このとき

tr (A 0 B) 

det(A 0 B) 

(tr A)(tr B) 

(det A)P(det B)m 

(39) 

(40) 

を示せ.

問 2.11(1)ユニタリ一行列のテンソノレ積はユニタリーであることを示せ.

(2)エルミート行列のテンソル積はエルミートであることを示せ.

問 2.12(1) Jα)， Jb)， Jc)， Jd)εcnのとき (Jα)(bJ)0 (Jc)(dJ) = (Jα) o Jc))((bJ0 (dJ)を示せ.
(2) Pi = Ji)(iJと乃=Jj)(jJは射影演算子とする.このとき Pi0 Pj = Jij)(ijJを示せ.ただし

Jij) = Ji) 0 Jj). 
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定理 2.3Aは mxm行列，Bはpxp行列とする.Aの固有値，固有ベクトルを入1ぃ・・，入m'

IUl)，...，IUm)， Bの固有値，固有ベクトルをμ1，.・・?μP' IVl)，"'， Ivp)とする.このとき A0Bは

mp個の固有値{入j内}と対応する固有ベクトル{I町)01Vk)}をもっ.
証明:1町)0lvk)が固有ベクトルで、あることを示す.実際

(A 0 B)(luj) 0Ivk)) (AIUj)) 0 (Blvk)) = (入jIUj))0 (μkl句))

ニ入jμk(IUj)01りk)) 

したがって，その固有値は入j内で対応する固有ベクトルは IUj)0lvk)となる.mp個の固有値が

あるので，これはすべての回有値を尽くしている.

問 2.13A，Bは上の定理に与えられた行列とする.このとき A0ι+Im0Bは固有値{入j+μd
L 対応する固有ベクトル{IUj)0lvk)}をもつことを示せ.

3 量子力学の枠組み

読者の多くは量子力学に習熟しているものと思われるので，本節では以下の解説に必要最低限

の事実と例を述べるに留める.量子力学はいくつかの公理から成り立っている.公理の選び方は

人にまた目的に依存するが，ここでは量子情報をあっかうのにもっとも適当な公理を紹介する.

3.1 量子力学の公理

A1量子力学の純粋状態は，あるヒルベルト空間の単位ベクトル|ψ)で表される.ベクトルの位

相は勝手にとってもよい:1ψ)とdα|ψ)は同一状態を表す.

A22つの状態|ψ)と|ゆ)が物理的に実現可能な状態とする.するとそれらの線型結合α|ψ)+blゆ)

(α， b εC)も同じ系の物理的に実現可能な状態である.これを重ね合わせの原理という.Iψ)の

位相は意味をもたないが2つの状態の相対位相は意味をもっ.すなわち|ψ1+ψ2)と|ψ1十♂αψ2)

は異なる状態を表す.

A3量子状態の時開発展はシュレーディンガ一方程式

δ|ψ) 
ih--=H|ψ) 
θt 

に従う.これは形式的に解かれ，Hが時間に依存しなければ解は

(41) 

iψ(t)) = e-iH仰 |ψ(0)) ( 42) 
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で与えられる.Tは時間順序積演算子である 5演算子U:1ψ(0) )叶 |ψ(t))はユニタリーなの

で|ψ(t))のノルムは保存する:(ψ(O)IU↑UI'It(O)) = (ψ(0)1ψ(0)) (= 1). 

A4任意の物理量 αにたいし，それに対応するヒルベルト空間上のエルミート演算子Aが存在す

る.α を測定したとき得られる値はAの固有値{αj}の一つである.α1，α2をAの2つの固有

値とする.系が重ね合わせ状態C11α1)十C21α2)にあるとき αを測定すると系は測定値に応じ

て|向)のどちらかに遷移する :α1(α2)が観測されれば，系はc11α1)+ c21α2)→!α1) (1α2))と
「波束の収縮j を行う. 1αk)に遷移する確率はICkl2(k = 1，2)で与えられる.観測による状態

変化c11α1)+ c21α2)→|αk)は逆をもたないので，観測過程はユニタリーではない.
A5N個の部分からなる系を考える.それぞれのヒルベルト空間を冗kとすると，全系のヒルベ

ルト空間はそのテンソル積冗10冗20...0討Nで与えられる.

3.2 いくつかの例

前章で学んだ線型代数を量子力学のいくつかの間題に応用しよう.これらは量子計算の物理系

における実装に応用される.

例 3.1(1)ハミルトニアンH=恥 σzj2を考える.初期状態を |ψ(0))= ( : )とすると，波動
¥ 0 I 

関数|ψ(t))は

r i rrJ U.l{)¥¥ _ ( exp(-iωt j 2) 0 ¥ { 1 ¥ {exp ( -ωtj2) ¥ |ψ( t)) = exp I --;-H t 1 1ψ(0)) = I ---n ---， -， I I ~ I = I ~.'Y\ .-"1-/ 
L n--J I r ，-" ¥ 0 exp(iωtj2) } ¥ 0 } ¥ 0 } 

(44) 

となる.これは初期状態がHの固有ベクトルであることから明らかである.系がこの固有状態に

ある確率は，任意のtにおいて 1exp( -iwtj2) 12 = 1 

(いレトニ巧一ア

用いて

が得られる.時刻 tにおいてこのスピンを観測したときの=+1が得られる確率は 1COS wtj212 = 

cos2 wtj2で与えられ， σ3=-1が得られる確率は 1-isinwtj212 = sin2wtj2で与えられる.そ

の和が 1であることは言うまでもない.

52つの時間 tに依存する演算子 A(t)，B(t)に関し

f A(tdB(t2) 
T[A(tl)B(t2)] = ~ l B(h)A(tI) 

tl > t2 
わされ

一般化は容易であろう.
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問 3.1ハミルトニアン

，九JJ { 0 -i ¥ 
H=九dσ引 /2=一一 I- -J 

ilf 2 ¥ 0 J 

{ 0 ¥ 
を考える.系は初期状態 |ψ(0))= l ~ }にあったとする.
(1)時刻t>Oにおける波動関数 |ψ(t))を求めよ.

(2) t> 0において系が固有値 σzニ +1を持つ確率をもとめよ.

(3) t> 0において系がの=+1をもっ確率を求めよ.

(46) 

伊IJ3.2 (Rabi振動) この例は量子計算の実現において特に重要である.ハミルトニアン
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(ε> 0) (47) 

を考える.系の初期状態を |ψ(0))= ( : )とする.0<t<Tの間，この系に振動数ωのコヒー
¥ 0 I ー

レントな電磁波を照射すると 摂動を受けたハミルトニアンは
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(48) 

で与えられる.非対角要素は光子の吸収，放出を表している.この系の波動関数を

|仰))= ( ; ) ( 49) 

とかく.計算の便宜上α=αおよびs= e-lwtbとおくと Schrodinger方程式は
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となる.ここに

H=(~ μ) μ n(ε-ω) 

はtによらないことに注意しよう.Hは固有値

入五(ε-ω)士.;厄2(ε一ω)2十4μ2
土=

(51) 

(52) 

と，対応する規格化された固有ベクトル

|入土)ニ片五(;:) (53) 

をもっ.これからシュレーディンガ一方程式の解は

|ゆ(t))= C+ε î+t I入+)+ C_e-i入_tl入-) (54) 
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で与えられることがわかる.系はt=Oで基底状態にあったので，初期条件は

|ゆ(0))= 1*ト(~)
である • t > 0における波動関数はこの初期条件を代入して C土を求めれば得られる.結果は

(55) 

十件yc一二件戸
から

e-Z入+t(μ}μe-Z入_t(μ1  
|ゆ(t))=一一一， 1:-ート一一一一・ 1. (56) 入~+μ2 ¥ 入十 j 入~+μ2 ¥ 入-) 

特に，電磁波が2準位のエネルギー差と共鳴する場合を考える :ω=E・このとき入±→土μと

なり， t> 0における波動関数は

!ゆ(t))= (江川 (57) 

と簡単になる.これから Hの波動関数は
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と求められる.したがって系が基底状態(励起状態)にある確率は乃=COS2μt (Pl = sin2μt) 

で与えられる.この振動の様子はRabi振動と呼ばれる.

4 量子ビットと簡単な応用

量子系で2つの固有状態をもつものを考える.これは(1)原子の2準位(2)スピン1/2の粒子の

スピン状態(3)光子の偏光状態，などが挙げられる.以下では物理系にかかわらず， 2状態を
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で表す.

4.1 量子ビット

4.1.1 1量子ピット

古典情報理論は0と1の値をとるビ、ツトに基づく.一方，量子情報理論は「量子ピット (quantum

bit = qubit) Jを単位とする.量子ビットは ([2の(単位)ベクトルである.その基底を {IO)，11)} 

とかく.それぞれの基底ベクトルがどんな物理状態を表すかは，上に述べたように用いるリソー

スに依存する.
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量子計算ではベクトル 10)は古典的な0に， 11)は1に対応するとしてもよい. しかし古典ピッ

トとの大きな違いは，量子ピットは重ね合わせ状態、

α10) +bI1)， |α12 + Ibl2 = 1 (59) 

をとることができるという点である.量子力学の公理により，この状態が 10)か11)かを観測する

と確率|α12で10)が， Ibl2で11)が観測される.

したがって，量子ピットは無限の状態を取りうるものの，それから得られる情報は古典ピットと

同じく Oか1である.情報は観測によってのみ得る事ができ，その結果量子ピットの状態は観測

された状態に「収縮」してしまう.したがって，量子ピットが 10)にあることが観測されると，そ

の直後の状態は確率1で10)である.前節で述べたように観測のプロセスはユニタリーではないの

で，観測結果から観測前の量子ピットの状態を知ることはできない.与えられた量子ピットのコ

ピーを沢山用意して同じ測定を何度も繰り返せば，少なくとも |α1，lblは分かりそうに思われるが，

以下に証明する fNかCloning定理」により，未知の状態をコピーすることは不可能なので，それ

もできない.

この事実は量子アルゴリズムをデザインするうえで重要なポイントとなる.結果が確率的なの

で，答えの正当性を確かめがたい計算には不向きである.ところが結果の正当性を確かめるのが容

易な問題，たとえば素因数分解やデータベース検索などは量子計算が得意とする分野である.ま

た量子アルゴリズムは，望む結果を与える確率が増幅され，それ以外の確率が減少するようにデ

ザインしなければならない.

4.1.2 n量子ビットともつれた状態 (Entangledstate) 

次に複数の量子ピットからなる系を考えよう.このような系は古典的直感と全く異なるふるまい

をし，それが量子情報に大きなパワーを与える.し、くつかの部分からなる古典系が与えられると，

全系の状態は各部分系の状態を指定すれば一意的に決まる.しかし量子系はこのように部分系に

分けて考えられるとは限らない.例えば，各部分系が2自由度をもっているとしよう.古典的には

η個のこのような系は 2ηの自由度をもっ.一方量子系ではそのヒルベルト空間は (C2)0n= C2n 

となり，自由度は2nとなるのである.

まず2量子ピット系を考えよう.各量子ビ、ツトは基底{10)，11)}をもつので，全系の基底は{IO)Q9 

10)， 10)Q911)， 11)Q910)， 11)Q911)}で与えられる.これをコンパクトに{IOO)，101)， 110)， 111)}と書く事も

ある.また10進法で{IO)，11)， 12)， 13)}とも書く.一般にη量子ピ、ツト系の基底は{lbn-1bn-2・・ .bo)}， 

bn-1， bn-2ぃ・円 boε{0，1}で与えられる.10進法でx= bn_12n-1 + bn_22n-2 + . . . + boのとき，

Ibn-1bn-2・・・ bo)の代わりに Ix)と書くこともある.このように η量子ピット系は2
n個の基底ベク

トルを持つ.この指数関数的な基底ベクトルの増加も量子計算の大きなパワーとなる.

会(10山川2つの量子状態のテンソル積ではかけない状態の例である 実際
(α110) + b111)) Q9 (α210) 十 ~Il))α1α2100) +α1b2101) +α2b1110) +α2~111) 

戸
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二会(100) + 111)) 

と書けたとすると，係数向んはα1b2= 0→α1α2 = 0またはα2b2= 0を満たさなければならな
いが，これは矛盾.テンソル積で、表せない状態をもつれた状態 (entangledstate)という.もつ

れた状態は古典的アナロジーを持たず，量子情報処理で主要な役割を果たす.古典的記述を許す

もつれていない状態は

(α110) + b111)) @ (α210) + b211)) @ (αn 10) + bn 11) ) 

と2n個のパラメタをもっ.これは2n次元のヒルベルト空間の限られた部分集合である.ヒルベ

ルト空間の大部分の元は古典的なアナロジーを持たない量子系に特有の状態である.

問 4.1以下の状態の中でもつれた状態はどれか?テンソル積で、かける状態は，それをテンソル積

で表せ.

(1)主(1叫+110)) (2) 土(1000)+ 1日1)) (3) 土(1101)+ 1111)) 
y"2 ゾ芝

糾去(11ω叫0
2 

4.1.3 測定

古典情報理論は系の測定とは独立に定式化されているが，これは系が同じ情報を処理している

限り，その出力は誰がいつ測定しても常に同じ結果となるからである.一方，量子情報では以下

に示すように測定は情報処理の主要な部分である.

量子系を測定すると，系は測定器が定義する基底ベクトルのひとつに射影される 6たとえば

iψ)=α|↑) + bl↓)においてスピンのz成分を測定するとしよう.その結果は↑か↓のどちらかで
ある.最初の場合は波動関数は|↑)に収縮し，後の場合は|↓)に収縮する.どちらの結果が得られ

るかは確率的で，測定は状態|ψ)を!↑)か|↓)にそれぞれ確率|α12とIbl2で射影する.

より具体的には，測定演算子Mm を導入する.1ψ)において観測結果mを得る確率は

p(m)ニ (ψ 1M.ムMmlψ) (60) 

で与えられ，測定直後の状態は

山一何
(61) 

となる.上の例では測定演算子は射影演算子に他ならなし、 :M↑=1↑)(↑ I，M↓=1↓)(↓ 1.実際
_ 1_12 、M↑|ψ)α

p(↑)ニ (ψIM+M↑|ψ)= (ψ|↑)(↑ |ψ)ー |α| わよひ一一 =01↑)~ 1↑)で，↓に関しても同様〉ヌ干)αl'11 -
である.

6これは射影測定とよばれる.以下では射影測定しか扱わない.
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「量子計算入門j

測定演算子M を同一の量子系 |ψ)にたいし，何度も測定すると M の期待値が得られる:

E(M) = L mp(m) =玄m(ゆIPmlψ)= (ψ|乞mPmlψ)= (ψIMIψ)・ (62)
m m m 

ここに M のスベクトル分解M = LmmPmを用いた.測定値の標準偏差は

ム(M)=、I((M-(M))2) =、/(M2)-(M)2 (63) 

で与えられる.

間 4.2(不確定性関係)

(1) AとBをエルミート演算子とし|ψ)をA，Bが作用する状態とする.このとき1(ψI[A，B]Iψ)12+ 

1(ψI{A，B}Iψ)12 = 41(ψIABIψ) 12を示せ.

(2) Cauchy圃Schwarz不等式1(ψIABIψ)12壬4(ψIA21ψ)(ψIB21ψ)を証明せよ.

(3)不等式I(ψI[A，B]I~)12 三 4(ψ IA21ψ)(ψ IB21ψ) を証明せよ.

(4)不等式

叫)哨)三 ;|(ψI[A，B]Iψ)1 (64) 

を証明せよ.
Ii d 

(5) A = QおよびB=一一ーとする.上の議論からム(Q)ム(P)三ーを証明せよ.
i dQ 

2量子ピット系の測定を詳しく調べよう.任意の2量子ピット状態は

|ψ) =α100) + blO1) + cllO) + dlll) (αぅb，c，dεC，Iα12+ Ibl2 + Icl2 + Idl2 = 1) 

とかかれる.1番目の量子ピットを {IO)，11)}としづ基底で観測しよう.そこで状態を

α100)十b101)+ c110) + dlll) 10) 0 (α10) + bI1)) + 11) 0 (cIO) + dI1)) 

二 山(~臼:3|0的)十寸ウ:2か11小叶山1り仰)凶0(;1同0)+斗十斗;|り

と書き直す.ここに u 、IIal2十 Ibl2およびv 、IIcl2+ Idl2である.第 1量子ピットに作用
する測定演算子は Mo= 10)(0101とM1= 11)(11 01である.第 1量子ピットを測定すると

(ψIMolψ)=ぷ =1α12+ Ibl2の確率でOが得られ，状態は

Molψ) In¥ ~ (α¥  
~烹二 10) 0 I =10)十一11)I 
yp{U)¥u u' ') 

へ射影山 また仲IM11的=ポ=Icl2 + Idl2の確率で1が得られ状態は|叶j|0)+jl1))

へと射影される.測定後の状態もノルム 1であることに注意せよ.第2量子ピットの観測も同様に

行われる.(一般にη量子ピット系の観測も 1量子ピットの測定を繰り返して実行される.)2量子ピ、ツ

ト系の場合，全系のヒルベルト空間は最初の量子ピットが 10)である冗oと11)である冗1の直和で

かかれる.任意の状態は一意的に冗0.1に属するベクトルの和で表される.より一般に η量子ピット

円
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中のkピットを観測すると，その結果miにはが個の可能性がある:1 :::; i :::; 2k.したがってア次元

のヒルベルト空間は，互いに直交する 2k個の部分空間冗1，冗2，• . . ，冗2kの直和冗=冗1ED...ED冗2k

と表される.k個の量子ピットの測定結果が miであるとき，観測直後の状態は従zへ射影される.

このように観測装置は観測前の状態|ψ)= c11ψ1) + c21ψ2) + . . . + C2k 1 'lI'2k ) ， (1仇)ε 冗i)を部分

空間千{iの一つに確率 ICil2でランダムに射影する.

測定はもつれた状態に新たな視点を与える.もしある量子ビットの測定が他の量子ピットに何

の影響も与えなければ，系はもつれた状態ではない.状態土(100)十 111))の第1量子ピ、ツトの測
v2 

定がo(1)であったとしよう.すると第2量子ピットは確実にo(1)の状態にある.したがって第

1量子ピットの測定は第2量子ピットの測定に影響を与え，最初の状態がもつれた状態であった

ことがわかる.一方，状態土(100)+ 101))は土(100)+ 101)) = 10) Q9土 (10)+11))とかけるの
v2ゾ2 ゾ2

で，もつれた状態ではない.第2量子ピットの測定にかかわらず第1量子ピットは必ずOを与え

る.また第2量子ピットの測定においてo(1)を得る確率は，第1量子ピットを観測するかどうか
にかかわらず 1/2である.

問 4.3多くの量子アルゴリズムにおいて，関数fのZに対する作用は

巧:玄Ix)IO)→乞Ix)lf(x))，
X X 

という形で実現される.ここに Ix)= Ibn-1bn-2... bo)，ただしx= bn_12n-1 + bn_22n-2 +.. . + bo 

である.即ち 1番目のレジスターは入力を， 2番目のレジスターは出力を表す.ここで互いに素な

自然数 m，Nにたいしf(x)= mX (mod N)とおく.状態

Ufマidlz)iO)=ぉ芝|めImxm吋 N)
X=u x二 U

においてm= 6とN= 91とおく. 1番目のレジスターの測定が (1)x = 11， (2) x = 23， (3) 
x = 35であったとする.測定直後の状態を求めよ.

4.1.4 EPR (Einstein-Podolsky-Rosen)パラドックス

EPRはもつれた状態の存在は一見，特殊相対論の公理を破るとして以下の思考実験を提唱した.

ある粒子源がEPR状態

方(100) + 11川1日叫1り)
を発生したとする.それぞれの粒子はAliceとBobへ送られる.AliceとBobはとても離れてい

るとしよう.Aliceは彼女の粒子を測定し，結果が 10)(11))で、あったとする.すると EPR状態は

100) (111))へ収縮し， Bobは彼の測定において確実に 10)(11))を観測する.状態の変化

方(100)+ 1町→ 100) または |叫 (65) 

は彼らが知何に離れていても瞬時に発生する.したがって AliceはBobに瞬時に「情報j を送っ

たように思われる.しかしAliceが測定結果を制御することは不可能であるので， Bobに意味があ

。δ
月
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「量子計算入門」

図 1:EPRべア.

る情報を送ることはできない.パラドックスは，たんに 2個の粒子の聞に相関があるといってい

るだけである.

4.2 量子暗号鍵配布 (BB84プルトコル)

ここでは1量子ピットの簡単な応用として，量子暗号鍵配布(QKD=QuanturnKey Distri-

bution)を紹介する [7].暗号鍵の送信者も受信者も，彼らの通信を傍受している第3者が存在す

るかどうかを知ることができるので，これは非常に安全な鍵配布法であり，すでに商品化されて

いる.

まず，暗号鍵について解説しよう.他人に鍵がもれない限り絶対安全な暗号として one-tirne

padがある.たとえばアルファベットでメッセージを送るとき，文字の順番ごとにそれをシフトさ

せる.例えばhelloを56321とシフトすると暗号化されたメッセージmkonpとなる.(HALを111

とシフトすると IBMとなるのはよく知られた例である.)明らかに第3者が通信mkonpを傍受し

ても，暗号鍵56321がなければ通信からもとのメッセージhelloを解読することは不可能である.

傍受者があてずっぼうの数を暗号鍵として解読を試みても意味のあるメッセージは無数に現れる

ので，どれが正しいメッセージかは判別で、きない.しかし同じ暗号鍵を何度も用いると，やがてそ

の規則性から暗号鍵を推測することができる.暗号鍵は使い捨てでただ1回，すなわち one-time

padとして用いた時にのみ 100%安全な暗号となるのである.古典的にはone-time padの暗号鍵

を配布する時の安全性が確かめられないので実用化はされなかったが，以下に述べる方法で量子

ピットを用いると他者に除かれていないことが確証でき， one-time padを安全に用いることがで

きる.

Alice はBobに暗号化されたメッセージを解く鍵を送りたいとする.彼らは古典的なチャネルを

通して双方向通信でき，また Aliceから Bobへ一方向の量子チャネルが存在するとしよう.かれ

らの通信はEveによって傍受される可能性がある.Alice はBobに沢山の量子ピットを I個ずつ

送り， Bobはその状態を測定する.

Aliceが例えば光子を量子ピットとしてBobに1個ずつ送るとき， Aliceは2種類の偏光

(1) 0片 It)，l H I付)，

(2) 0片|ら)，1吋|♂)

(66) 

(67) 

をランダムに用いるとする.Bobもそれぞれの光子を測定するのに， 2種類の偏光をAliceとは独
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古典チャネル

t-5(双方向)
Eve 

図 2:量子暗号鍵配布プロトコルBB84.

立にやはりランダムに選ぶ.すべての光子が送られた後， Alice はBobに古典チャネルを通して各

光子ごとの偏光の方法(1)，(2)を伝えるが，各光子のデータが0か1であるかは秘密にしておく.

その結果，同じ偏光を使ったのはどの光子かが分かり，それらの信号はAliceとBobで一致して

いるはずである.彼らはそれ以外のすべてのデータを破棄し，同じ偏光を用いた光子の結果のみ

を保存し，それを暗号鍵として用いる.だれも傍受していなければ，約50%の偏光は一致してい

るはずである.長さ N ピットの暗号鍵が必要であれば平均して 2Nの光子を送れば暗号鍵が生成

できる.

次に傍受者Eveが量子チャ不ルを覗いているとしよう.Eveも偏光 (1)ヲ(2)を用いて観測した結

果をそのまま Bobに同じ偏光で送るとする.Eveの偏光は確率 1/2でAliceのものと異なり，そ

のとき EveはBobに間違った偏光を用いて彼女の測定結果を送る.すると， AliceとBobが同じ

偏光を用いて光子を送受信したにもかかわらず，二人の測定結果が一致しないケースが出てくる.

これは以下に示すように確率 1/4で生じる:AliceもBobも偏光 (1)を用いてOを送受したとしよ

う.Eveは確率1/2で(1)の偏光を採用し，そのときは必ずOを測定し， Bobに0を送るのでBob

は確率1で0を測定する.一方， Eveは確率 1/2で偏光 (2)を採用するが，このとき Eveがo(1) 
を測定する確率はそれぞれ 1/2であり，その結果を偏光 (2)でBobに送る.Bobは偏光 (1)を採

用しているのでo(1)を測定する確率は1/2である.結局， Bobはこの光子に関しては， Aliceと
同じ偏光を用いているのに確率3/4で0，1/4で1を測定することになる.したがって Aliceが非

常に多くの光子を送れば誰かが通信を傍受していることが分かるのである.

したがって，光子の送受信の最後に AliceとBobは受信した信号の一部を双方向古典チャネル

を通して比較する.それらが正しく送受信されていれば，非常に高い確率で傍受者Eveは存在し

ないことが確証でき，彼らが共有する暗号鍵をもちいて one-time padが利用できる.

例 4.1AliceとBobのデータが以下のようであるとする:

Aliceの送信コード 。1 。。 。 。。 。
Aliceの偏光 (1) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) (1) 

(68) 
Bobの偏光 (1) (2) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) 

Bobの受信コード 。1 ? ? 1 ? ? ? ? 。? 。
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「量子計算入門」

ここに?は0か1のどちらかを表す.したがって列0，1，1，0，0を鍵として用いればよい.この鍵を

知っているのはこの世でこの 2人だけである.

一方， Eveが傍受しているとしよう.すると，かれらの測定結果は，たとえば

Aliceの送信コード 。1 。。1 1 。1 。。1 。
Aliceの偏光 (1) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) (1) 

Eveの偏光 (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) 
(69) 

Eveの受信コード 。1 。。? ? ? ? ? 。1 ? 
Bobの偏光 (1) (2) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) 

Bobの受信コード 。1 ? ? ? ? ? ? ? 。? ? 
となる.5番目と 12番目は2人が同じ偏光を用いたにも拘わらず，確率 1/4で異なる結果となり，

大量に量子ピットを送ると彼らはEveの存在を知ることができる.

4.3 量子ゲート

量子系の時開発展はSchrodinger方程式で記述される.系のノルムが保存するので，時間発展は

ユニタリーである.uを時開発展の演算子とする.以下では，特に Schrodinger方程式を意識せ
ず，必要な行列Uは常に存在するものとして話を進める.物理系における Uの実現は重要な研究

テーマであり，最後の節でその一部を紹介する.時開発展がユニタリーであることより，すべて

の量子ゲートは可逆となる.

4.3.1 簡単な量子ゲート

概念になれるために簡単な量子ゲートをいくつか紹介する.線型性から量子ゲートの任意の状

態に関する作用は，その 10)，11)に関する作用が指定されれば完全に定まる.ゲート I，X，Y，Zを

定義しよう:
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(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

Iは恒等変換，Xは否定(NOT)，Zは位相シフト，Y=ZXはXとZの組み合わせである.これ

らがユニタリーであることを確かめよ. 1量子ピットゲートを箱で表し，その中に名前を入れる.

たとえばXゲートを

っ“
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と表す.ゲートの入力は左側，ゲートが作用した出力は右側から現れるものとする.

制御NOT(CNOT( controlled-NOT))ゲートは2量子ビットゲートで，量子計算で中心的な

役割を果たす.これは第 1量子ピット(制御ビット)が 1のときは第2量子ピット(ターゲット

ピット)を反転し，第1量子ピットがOのときはそのまま通過させる.{IOO)， 101)， 110)， 111)}を2

量子ピットの基底とする.以下，これらを
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と表す.すると CNOTゲートは

100)→100) 
CNOT: 101)→101) 

110)→111) 
111)→110) 
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(74) 

と表される.CNOTはユニタリーでUONOT= 1であることを確かめよ.

問 4.4CNOTゲートは2つの 1量子ピットゲートのテンソル積で、はかけないことを示せ.

量子ゲートを図で表すと便利である.CNOTゲートを

制御ピット 〈

…トピット [ 
，、

と表す.ここに Oは制御ビットを xは条件付否定を表す.後で紹介する CCNOTゲートのよう

に，制御ピットは複数あってもかまわない.また，制御ピットがOのときのみ，ターゲットピッ

トを否定する制御ゲートも考えられる.このときは制御ビットに・を使い，通常の制御 O と区別

する.

より一般に制御Uゲートは制御ピットが 11)のときのみターゲットピットにユニタリ一行列 U

が作用する.これを図で
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と表す.u=xととればCNOTゲートが得られる.

間 4.5基底を{100)，101)ぅ110)，111)}とする.

(1)“さかさま"CONTゲート (a)の行列表現をもとめよ.

(a) 、‘，ノ
h
u
 

i
t、、

(c) 

(2)量子回路 (b)の行列表現を書き下し，その働きを解析せよ.

(3)量子回路 (c)の行列表現を書き下し，その働きを解析せよ.

CCNOT (Controlled-Controlled-NOT)ゲートは3量子ピットに作用し，最初の2量子ピッ

トがともに 1のときのみ第3量子ピットが反転する.このゲートを

と図示する.

Walsh-Hadamard変換

Hadamard変換は

H: 10)→会(10)+11))

|ド会(10)-11))
で定義され， 10)や11)から重ね合わせ状態を作る重要な変換である.Hを行列で表すと

H=土(10)+ 11))(01 +土(10) 一|川1= 土(~ 1~ ). (76) 
ゾヨ ゾ2¥ 1 -1 J 

(75) 

Hadamardゲートを

と図示する.

Hadamardゲートは多くの応用をもっ.Hが10)に作用すると，重ね合わせ状態(10)+ 11))/、/2

が得られる.さらに η量子ピット系の各量子ピットにHが作用すると 2n個のすべての状態の重
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ね合わせが得られる:

(H 0 H 0...0 H)IOO... 0) 去計(1巾|同附仲川0的伽恥い)+川+刊|川1り))凶@方( 1 川 1り川刷)川仰)同@ 古計(引ω|川向仲川0的伽川)+川十叶11叫)

方zむ忌ト|μ同Zめ) σ(77) 7η ) 

このη量子ビ、ットに作用する変換WnはWalsh変換，またはWalsh-Hadamard変換とよばれる:

Wn=と之ととーとZ-
η 個

(78) 

問 4.6Wnはユニタリーであることを示せ.

問 4.7下図の左の量子ゲートは制御ピットとターゲットピットを交換するので右の量子ゲートに

等しいことを示せ.

問 4.8下図の量子回路を考えよう.

A 

(79) 
B 

ただしAは第1番量子ピット，Bは第2番量子ピットである.入力 100)，101)， 110)， 111)にたいす

る出力を求めよ.

4.4 No Cloning定理

日常我々はフロッピーディスクやCDROMなどにデータをコピーするが，未知の量子ピットは

ユニタリー操作ではコピー不可能である!

定理 4.1(Wootters-Zurek)主担(J)量子状態をユニタリ一変換では複製できない.

証明ある量子系のクローンを生成するユニタリ一変換Uがあったとしよう.すなわち Uは任意

の状態 |α)に作用して U:1α0)→|αα)を与える.ここに |α0)= 1α) 0 10).定義から UIα0)= 
|αα)， U仰)= Ibb)・一方，UのIc)=工(1α) + Ib))にたいする作用は

ゾ2

UlcO) =ム(UIα0)+叩))=会(1川
A
せっ山

門
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Alice Bob 

図 3:dense codingを用いた Aliceから Bobへの通信.

である.もし Uが本当にクローンを生成するならば， UlcO) = Icc) 二 ~(Iαα)+ Iαb) + Ibα) + Ibb)) 

も満たさなければならないが， 1α)とIb)を互いに線型独立な状態とするとこれは矛盾である.し

たがって，未知の状態をクローンするユニタリ一変換は存在しない. • 
問 4.9Uはクローンを実行するユニタリー演算子であるとする.すなわち任意の |ψ)，1ゆ)にたいし

|世)三 UIψ)10)= 1ψ)1ψ)， 1争)三 UIゆ)10)= 1ゆ)1ゆ)

となるものとする.

(1) (引<T)をすべての可能な方法で書き下せ.

(2) (1)の結果からこのようなUは存在しないことを示せ.

4.5 Dense Codingと量子テレポーテーション

少数量子ピットの簡単な応用としてdensecodingと量子テレポーテーションを紹介する.dense 

codingは1対のEPR対を利用し， Aliceから Bobへ2ピットの古典情報を送る.EPR対は前もっ

て配布され， 2ピットの古典情報は 1個の量子ピットが運ぶ.一方，量子テレポーテーションで

は2古典ピットを用いて 1個の量子ピットを転送する.一見すると量子テレポーテーションはno

cloning定理と矛盾するようであるが，もともとの状態は破壊されるので，クローンではない.い

ずれの場合ももつれた状態がキーワードである.Alice はBobにある情報を送りたい.おのおのは

前もってEPR対 |ψ0)=土(100)+ 111))の片方を配布されている.Aliceはその第1量子ビット
ゾ2

をBobは第2量子ビットを持っているとしよう.

4.5.1 Dense coding 

主lice:Alice はBobに数 X，0 ~ x三3のひとつを送りたい(図 3).xは{OO，01，10， 11}と2進法

で表されている.Alice はZの値により {I，X，Y，Z}のどれかを用いて彼女が持っている EPR対

の片割れに作用させる.彼女の量子ピットのみに作用させるということは， Bobがもっている量

F
h
J
 

つ臼
門
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図 4:Aliceは量子テレポーテーションでBobに量子ビットを送信する.

子ビットには恒等変換Iを作用させることに他ならない.その結果は

Z 変換 変換後の状態

。=00 1仇)=(10I)1拘) 方古マJ宮E ( (|00) + |叫)
1 = 01 1ψ1)=(X0I)1ψ。) .A-(11O) + 101)) (80) 

2 = 10 1ψ2)=(Y0I)1ψ。) .A-(-11O) + 101)) 

3 = 11 1ψ3)=(Z0I)1ψ。) .A-(l00) -111)) 

となる.Aliceは上の変換を実行した後， Bobに自分の量子ピットを送る.(上の右側の4状態は

Bell基底とよばれる.) 

問 4.10Bell基底は2量子ピット系の正規直交系であることを示せ.

Bob: Bobは2量子ピットの第1ビットを制御ピット，第2ピットをターゲットピットとしてCNOT

ゲートを作用させる.その結果はテンソル積状態、

受け取った状態 CNOTの出力

|ψ0) 方(100)+ 110)) 
|ψ1) ち(111)+ 101)) 
|仇)方(-111)+101))

|ψ3) 会(1附 -110))

第 1量子ピット

方(10)+ 1り)
方(11)+10))
方(-11)+同))
方(10ト 11))

第 2量子ビット

10) 

11) 

11) 

10) 

(81) 

となる. したがって Bobは第2量子ピットを独立に測定することができる.第2ピットがo(1) 
であればZはOか3(1か2)である.最後に Bobが第1ピットに Hadamard変換Hを施すと

受け取った状態

|ψ。)

|ψ1) 

|ψ2) 

|ψ3) 

第 1量子ビット

方(10)+11))
方(11)+ 10)) 
方(-11)十 10)) 
方(10)-11))

Hを作用させた後の第 1量子ピット

方[方(10)+ 1り)+方(10)一 11))]=10)
方[方(10)一 11))十方(10)+ 11))]二 10)
方ト方(10)-1り)十方(10)+ 11))] = 11) 
ち抜(10)+ 1り) 方(10)-1り)]= 11) 

(82) 

となる.したがって第 1ピットを観測することにより， Bobは2古典ビット Zを確実に知る.

4.5.2 量子テレポーテーション

量子テレポーテーションは「未知の量子状態を古典ヒマットを用いて送信し，受信した人が元の量

子状態を再現するJプロセスである(図4).元の状態は破壊されてしまうので，これはnocloning 

p
h
りつω

ウ
4



「量子計算入門」

定理には反しない.量子テレポーテーションは実験室ではすでに実現している.

Alice: Aliceは未知の量子状態|ゆ)=α10)+ b11)をもっており，その状態を古典チャネルを通して

Bobに送りたい.両者は事前に EPR状態

|ψ0) ニ 会(100)+ 11川附1日叫1り)
の一方をそれぞれ配布されている.彼らの初期状態は

(4.20) 

|ゆ)01ψ0) 古川0(100)+ 1川)+ b11) 0 (100) + 11川
会(α|ω0)十α1011)十b1100)+川 (83) 

である.最初の2ピットはAliceに属し，最後の 1ピットはBobに属する.Aliceは彼女の2つの量

子ピットにCNOTを作用させた後H01を作用させる (Bobの量子ピットにはIを作用させる): 

(H 010 1) (CNOT 01)(1ゆ)01ψ0)) 

ト(10叫十|川 +1川+111小 b(1川 +1叫-1110)一|川]
= ;七h[U|仰0ω叫州州州0的州榊)(μ州(い例α引|川0)十吋叶州b削州削11山1り加)

Aliceが彼女の2量子ピツトを測定すると，彼女は100)，101)ヲ110)，111)のどれかを等確率1/4で観

測する.Aliceの観測結果に応じて Bobの量子ピットはα10)+ bI1)，α11) + bIO)，α10) -b11)または

α11) -blO)に収縮する.Alice はBobに彼女の測定結果を古典チャネルを通して伝える.Aliceは

測定により彼女がもっていた状態|めを完全に破壊したことに注意しよう. したがってこれはク

ローンではない.

Bob: 2個の古典ピットを受信したBobは，彼のもっている量子ピットの状態を知ることができる:

受信したデータ Bobの状態デコードするゲート
。。 α10) + b11) I 

01 α11) + blO) X (85) 

10 α10) -b11) Z 

11 α11) -blO) Y 

Bobは彼の量子ピットに上に示したデ、コードゲートを施すことにより最初Aliceがもっていた状態

|ゆ)を再現することができる.例えばAliceが10を送ったとしよう.すると Bobは彼の量子ピッ

トに Zを施して|ゆ)を再現する:

Z: (α10)-bI1))→(α10) + bI1)) = 1ゆ). 

Aliceが送ったデータが00，01，11の時にも Bobは正しく!ゆ)を再現することを各自確かめよ.
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5 量子コンビュータ

本章ではいくつかの例を挙げながら量子コンビュータの概念を説明する.同時に量子コンヒoュー

タのパワーも明らかにする.

まず，量子コンビュータにたいする 2つのアプローチについてコメン卜する.一つは量子Turing

機械(QTM)に基づくもので，他方はすでに現れた量子ゲートや量子回路に基づくものである.下

れらは同値であることが証明されるので，以下では量子論理ゲートに基づく解析を行う.

5.1 量子コンビュータ

定義 5.1冗=([2 0 ... 0([2をη 量子ピットのヒノレベルト空間とする.これをレジスターともよ

ぶ.uを冗に作用するユニタリー演算子，{Mm}を測定演算子の集合とする.集合{冗，U，{Mm}}

を量子コンビュータとよぶ.Uは量子アルゴリズムとも言われる.

“量子ゲート"“量子回路ぺ“量子コンビュー夕刊の区別はあまりクリアではないが，一般に量

子コンビュータに比べ量子ゲートは簡単である場合が多い.

古典コンビュータと量子コンビュータの大きな違いを 3つ指摘する.

(1)古典コンビュータが自然に朽ち果てるにはかなりの時間が必要であるが，量子コンビュータ

は環境と相互作用してその量子状態が崩壊してしまう.これをデコヒーレンスという.デ、コ

ヒーレンスが生じる時間は物理系によって異なるが，問題はその絶対的な時間ではなく，そ

れをゲートの動作時間で、割った量，すなわちデコヒーレンスが顕著となる前に何ステップの

計算ができるかである.

(2)古典コンビュータでは情報(ピット)は情報処理中に入力デ、パイスから出力デ、バイスまで論

理ゲートの中を動き回る.一方，量子コンビュータでは情報はレジスターの中にとどまり，論

理ゲート(ユニタリ一行列)が次々にレジスターに作用する.

(3)これらの論理ゲートは，式(43)において，ハミルトニアンがもっている外部ノミラメタ，例え

ば外部磁場の振動数や振幅，それが印加されている時間などを調節して実現される.これら

のパラメタはいずれもアナログ量であり，その意味で量子コンピュータはアナログ的要素を

もっている.

5.2 古典論理ゲートとの対応

量子論理ゲートは古典論理ゲートを完全に再現する.ここで，量子ゲートに慣れるために古典

論理ゲートがいかにユニタリーゲートとして現されるかを調べよう.
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5.2.1 NOTゲート

古典論理関数
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(86) 

を考えよう.ここに --，xはZの否定.量子計算では状態は ([2に属し xの否定を実現するユニタ

リ一行列はX=σzである:

Xlx) =卜x)= INOT(x))， (xニ Oう1). (87) 

実際XIO)= 11)，XI1) = 10)となる.Ix)は入力， INOT(x))は(測定される前の)出力である.さ

て，測定を実行しよう.測定演算子 Pl= 11)(11を考えよう.Plは固有値0，1と対応する固有ベ

クトル10)と11)をもっ.入力が 10)ならば出力は 11)で，測定は確率1で1を与える.一方入力が

11)ならば出力は 10)で，測定は確率Oで1を与える(言い換えると確率1でOを与える.) 

間 5.1任意の 2x2ユニタリ一行列は
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(88) 

とかけることを示せ.これを用いてXはUIO)= 11)およびU11)= 10)を満たす唯一のユニタリ一

行列であることを示せ.

5.2.2 XOR 

量子ゲートは可逆でなければならないので，古典的なXOR:x，y叶 xEDν (x，yε{O，1})のよ

うなユニタリーゲートは存在しない.ここに
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即ちXOR(x，y)ニ x+y (mod 2)である.あきらかにこれは逆をもたないが Z を残すことによっ

て可逆にできる:

f(x，ν) = (x，xEDy)， x，yε{0，1}. (89) 

このfもXORという.この作用を実行する量子ゲートは CNOTゲート UCNOT= 10) (01 01+ 

11)(110 X に他ならない.

問 5.2CNOTゲートに対し

UCNOT(lx) 0Iy))三 UCNOTlx，y) = Ix， x ED y) (90) 

を示せ.
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問 5.3以下の作用を実行するユニタリーゲート Vを書き下せ:

Vlxヲy)= Ix EBυ，y)， x， Y E {O， 1}. 

XORはCCNOTからも構成できる.実際第1ピットが 11)に固定されていると

CCNOTI1，ιy)=11，x，XEBν). 

5.2.3 AND 

古典的なANDは
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で定義される.これも可逆ではないのでXORと同様の対策をとらなければならない.

論理関数

f(x， y， 0) == (x， y， x八y)

(91) 

(92) 

(93) 

(94) 

を定義しよう.可逆であるためにはZだけでなく ZとUの両方を残さなければならない:x=x八y=O

には Z ニ y=Oとx= 0， y = 1の可能性がある.fを実現するユニタリーゲートを具体的に構成

すると

UAND 10)(01 @ 10)(01 @ 1 + 10)(01 @ 11)(11 @ 1 

+11)(11 @ 10)(01 @ 1 + 11)(11 @ 11)(11 @ X. 

実際

(IO)(Olx)) @ (10)(01ν)) @ 10) + (IO)(Olx)) @ (11)(1Iy)) @ 10) 

+(11)(1Ix)) @ (10)(01ν) @ 10) + (11)(1Ix)) @ (11)(1Iy)) @ (XIO)) 

=九odyolx，y， 0) + dxodyllx， y， 0) + dxldyolx， y， 0) + dXldyllx， y， 1) 

(dxOdyO + dxodyl + dXldyo)lx，y，O) + dXldyllx，y， 1). 

したがって第3ピットはx=y=lのときのみ 1でそれ以外は0となる.即ち

UANDlx，y，O) 

UANDlx，y，O) = Ix，y，x八ν)，x，yE{O，l}. 

以上の議論から ANDゲートは図式的に

Ix> Ix> 

Iy> Iy> 

10 > k八y>

とかかれる.やはり CCNOTがANDを実現するのである.
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5.2.4 OR  

古典的な ORは

nu こ
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x，y E {O， 1}. (97) 

で定義され，やはり非可逆である.そこで

f(x， y， 0)三(-，x， -'y， x V y)， x， yι{0，1} (98) 

を定義し，これをやはり ORとよぶ.(最初の 2ピットは否定されているが，これは本質的ではな

い.後に示す基本ゲートからの構成上そうなっているだけである. ) 

fを表すユニタリーゲートは

UOR = 100)(111 Q9 X + 101)(101 Q9 X + 110)(011 Q9 X十 111)(001Q9 1 (99) 

である.ここに 101)= 10) (911)， (101 = (11 Q9 (01 etc. 

問 5.4上の行列UORは

UoRlx，y，O)ニ 1-，肌-'y，x V ν)， x，y E {O， 1} 、、•• 
，，， 
A
リハU

噌
E
A

j'z

・‘、

を満たすことを示せ.

さて， ORゲートになぜ否定が現れるか説明しよう.ORはNOTとANDを使って

x V Y = -，(-，x八「ν) (101) 

と表される (deMorganの定理).すでにNOTとANDは構成されているので，これをORの構成

に利用する.上の等式から

Ix> I-，x> 

Iy> I-，y> 

10> lx Vy > 

が推察される.この図から得られるユニタリ一行列は

U (I Q9 1 Q9 X) . (100)(001 Q9 1 + 101)(011 Q9 1 + 110)(101 Q9 1 + 111)(111 Q9 X) 

.(X Q9 X Q9 1). (102) 

但し最初のファクターは第3層， 2番目のファクター (CCNOT)は第2層 (AND)で3番目のファ

クターは第1層である.行列の積をとるとこれが (99)に帰着することは各自確かめよ.
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ORはX とCCNOTゲートより構成され，X 自身も第 1，第2入力ピットを 11)にとることに

より CCNOTゲートから構成されることに注意せよ.

[注:ゲートももRlx，y， 0)ニ Ix，y，xVy)が必要であればUORの後にX(!)X(!)1を実行すればよ

い:均R= (X (!) X (!) I)UOR. 1 

問 5.5NANDゲートはCCNOTゲートから構成されることを示せ.ただし古典的に

10 x=y=l 
N AND (x， y) = ~， '7_ "'" ~J.. x， Yε{O， 1}. (103) 

I 1 その他

まとめると，すべての古典論理ゲート NOT，AND，OR， XOR， NANDはCCNOTから構成さ

れることが分かつた. したがって，すべての古典計算は量子計算の特別な場合として実現される.

しかし量子計算が扱う情報の単位は量子ピットであり，古典的な0，1状態はそのごく限られた部分

集合であることに注意されたい…

5.2.5 SWAP 

SWAP はZとUを交換する:

SWAP(x，y)三 (y，x)， x，yε{0，1}. (104) 

Ix，y)に作用し，それを交換するユニタリ一行列SはSlx，y) = Iy， x)， x， yε{0，1}を満たす.こ

れは具体的に

s = 100)(001 + 101)(101 + 110)(011 + 111)(111 

と表される.

問 5.6上のSは

s = (10)(01 (!)1 + 11)(11 (!)X)・(1(!) 10)(01 + X (!) 11)(11) . (10)(01 (!) 1 + 11)(11 (!) X) 

と書かれることを示せ.これから問4.5(3)のゲートが SWAPゲートであることが分かる.

5.3 量子回路

(105) 

前節で紹介された簡単なゲートを組み合わせると，さらに複雑な働きをする回路が作られる.そ

のような量子回路の例をいくつか紹介しよう.

U1， U2を任意のユニタリ一行列とする.すると条件付ユニタリ一変換

U = 10)(01 (!) U1 + 11)(11 (!) U2 

は再びユニタリーである.実際

uut = (10)(01 (!) U1 + 11)(11 (!) U2)(10)(01 (!) U11 + 11)(11 (!) U21) 

10)(01 (!) 1 + 11)(11 (!) 1 = 1 (!) 1. 

-732-

(106) 
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CNOTゲート UCNOT= 10)(0101 + 11)(110 xはそのような変換の例である.このような変換は
2x2行列のテンソル積で、はかけない.

CCNOTゲート (Toffoliゲートともいう)も条件付変換の例である:

UCCNOTニ 10)(010101+11)(110 CNOT (107) 

これは上に見たように古典論理ゲートをすべて再現する.

FredkinゲートFは，制御ピットが 1のときのみ第2，第3ピットを交換する制御SWAPゲート

F = 10)(010101 + 11)(110 s (108) 

である.ただしSはSWAPゲート..Fも古典論理ゲートをすべて再現する.Fredkinゲートは

制御ピット

と図示されることもある.

問 5.1NOT， AND， ORはそれぞれ1個のFredkinゲートから構成されることを示せ.(NANDと

XORは2個以上のFredkinゲートを必要とする.) 

5.4 万能量子ゲート

し、かなる古典論理ゲートも例えばAND，NOT，XORから構成される.このようなゲートは古典

計算の万能(universal)ゲートとよばれる.上に見たようにCCNOTゲートをもちいるとすべての

古典論理回路を再現することができる.ではすべての量子回路，すなわちすべてのユニタリ一行

列を構成することができる万能量子ゲートの組は何だろうか. 以下で

(1)すべての 1量子ピットゲート，すなわちユニタリ一群U(2)全体と

(2) CNOTゲート

が量子回路にたいする万能量子ゲートであることを示す.主定理の前に以下の補題を証明する.

補題 5.1U はcdに作用するユニタリ一行列とすると，N = d(d -1)/2個のレベル2のユニタ
リ一行列 U1，U:ぁ・・ .， UNが存在し

U = UIU2...UN (109) 

と分解できる. [注:レベル 2のユニタリ一行列とは高々2つの成分の間で、のみその作用が自明

ではないユニタリ一行列をさす.vをレベル 2のユニタリ一行列とする.するとある行列要素
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lもα，九b，lもα，lもbは自明でないが，それ以外の行列要素は単位行列と等しい.このような行列の

例は
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をユニタリ一行列とする. レベル2のユニタリ一行列U1，U2，U3で

U3U2U1U = 1 

を満たすものを探す.これからu= u!uJulと求められる(りもレベル2のユニタリ一行列で
ある.)このような Ukを具体的に構成しよう.

(i)まず
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となる.αrからj'は複素数である.第2行の第1要素はOとなったことに注意.

(ii)次に
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とする.u' = 1はU1Uのユニタリー性から得られる.すると
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となる.等式d"= g" = 0はU2U1Uがユニタリーで第1行が 1に規格化されていることから

導かれる.
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(iii)最後に

I 1 0 0¥  

u3 = (U2U1U)↑=  I 0 e"* f"* I 
¥ 0 h'件 j"*J 

とすると定義により明らかに U3U2UIU= 1. したがって d=3にたいし補題が示された.

Uは任意のcdに作用するユニタリ一行列とする.先ほどの議論を繰り返すことによりレベル2
のユニタリ一行列Ul，U2，・・・ヲUd-lで

。

本

本

n
U

牢

牢

n
U

牢

本

1
1

ハ
υ
ハU一一u

 
u
 

q
A
 

U
 

J
叫U
 

。本牢...本

を満たすものが存在する.これを実現する行列{Udの個数は第1列のOの個数，すなわち(d-1) 

に等しい.

このプロセスを残った (d-1)x(d-1)ブロック行列に適用すると (d-2)個のレベル2のユニタ

リ一行列をうまく選べば(d-2)x (d-2)のブロックが残る.これを繰り返すと Uはレベル2のユニ

タリ一行列の積でU=円九...Vkと表される.ここにk三(d-1) + (d -2) +... + 1 = d(d -1)/2. 

E 

問 5.8Uを任意の4x4ユニタリ一行列とする.

川町U=I ~ 
¥ 0 

¥
I
B
E
B
E
E
-
-
F
ノ

ハU

本

ヰ

ヰ

ハU
本

本

本

ハH
U

牢

牢

本

となるようなレベル2のユニタリ一行列U1，U2，U3を求めよ.

間 5.9
1 1 

t -1 
(110) 

2 I 1 -1 1 

1 -~ 1 Z 

とする.Uをレベル2のユニタリ一行列の積でかけ.

η量子ピット系に作用するユニタリ一行列を考える.この行列は高々2n(2n-l)/2= 2n-1(2n-l) 

個のレベル2のユニタリ一行列の積に分解される.

定理 5.1(Barenco et α1. [8])すべての量子ピット・ゲートと CNOTゲートはuniversalである.

すなわち η量子ピット系に作用する任意のユニタリーゲートは1量子ピットゲートと CNOTゲー

トで構成される.
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中原幹夫

証明:補題のおかげで，この定理をレベル2のユニタリ一行列について証明すれば十分である.

Uを η 量子ピットの中で Is)とIt)だけに作用するレベル 2のユニタリ一行列とする.ここで

s = Sn_12n-1 + . . . + S12 + Soとt= tn_12n-1 + . . . + t12 + toをs，tの2進数表示とする.。を

Uの非自明な要素から構成される 2x2ユニタリ一行列とすると Uは{Is)ぅIt)}の1量子ピットに

作用するユニタリ一行列と見ることができる.

STEP 1: (U→U) 
一般に無関係な基底ベクトルIs)，lt)は次の“Grayコード"で 1量子ピットを表しているとみな

す事ができる. 2つの2進数コードs= Sn-1・・・ S1S0とt= tn-1・.• tltOにたいし 8，tを結ぶGray

コードとは2進数の列 {91，.・・，9m}で隣り合う 9kと9k+1は正確に 1ピットだけ異なる.また境

界条件91= 8と9m二 tを満たしている.例えば8= 10010 and t = 11011としよう.8とtを結

ぶ Grayコードの例は

8 = 91 10010 

92 11010 

93 ニ 11011= t. 

この構成から Sとtがpビットだけ異なれば，最も短いGrayコードはp+1の元からなっている

ことは明らかであろう.また Sとtが η桁であれば Sとtは高々η ピット異なるのでm 三(n+ 1) 

となる.

これらの準備を元に Uを構成しよう.基本的方針は次の変換

18 = 91)→192)→.. .→ 19m-1) 、.，ノー，i
t

，i 
唱
E
A
'''t‘、

を実現するゲートの列を見つけることである.すると 9m-lと9mは1ピットしか違わないのでこ

れらをcが作用する 1量子ピットとみなす事ができる Uが作用した後最初のゲートの列を反転
させることにより 19m-1)→19m-u→...→ 191)とすることができる.各ステップは以前紹介し
た単純なゲートを使って構成できる.

例として3量子ピット系を考える.基底はbinary基底 {1000)，1001)ぃ・.，1111)}である.

α00000  0 c 

o 1 o 0 0 0 0 0 
o 0 1 000  0 0 

u=1 0 0 ~ ~ ~ ~ ~ ~ I (α，b，c，dεC) (112) 
000010001'  

o 0 000  1 0 0 
o 0 0 0 0 0 1 0 
b 0 0 0 0 0 0 d 

をレベル2のユ二タリ一行列とする.Uは1000)と1111)が張る部分空間においてのみ自明ではな

い.Uのユニタリー性から行列
¥
1
B
E
E
-
-
'
'
 

c
，du 

α

L

U
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一一NU 
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A U 

/ 

、
d V 

B 

C 

図 5:ゲート Uを実現する量子回路の例.

1101> 1101> 1101> 1101> 1101> 1101> 

A 

ヰ
O O O O O O 

、単 、 、J ， 

B 

C 

図 6:ゲート Uはベクトル 1101)には何ら作用しない.

もユニタリーとなる.000と111を結ぶGrayコードの例は

A B C 

91 = 0 0 0 
92 = 0 0 1 

93 = 0 1 1 

94 = 1 1 1 

(114) 

である・ 93と94は最初の量子ピット (A)しか違わないので， 91を93までもってきて Uを量子

ピット Aに作用させればよい.ただし 2，3番目の量子ピットは 111)にあるものとする.すなわち

ターゲットピットがAで制御ピットが B とCの制御Uゲートに他ならない.この制御Uゲート

が実行された後 193)= 1011)を1000)まで 1011)→1001)→1000)と戻さなければならない.これ
を図 5のように表す.ここに・は否定制御ビット(制御ピットが Oのときにみ制御が起こる)で

ある.これが実際Uゲートを実現していることを確かめよう.入力が 1101)であるとしよう.図6

はこのゲートが入力をそのまま出力することを示している.一方，入力α1000)+ sI111)にたいす

円

i
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α1000>α1001>α1011> (aα+cs) 1 011> ( aα+cs)loo1> (aα+cs) 1 000> 

+s 1 1 1 1 > +s 1 1 1 1 > +s 1 1 1 1 > +(bα+ds) 1111> +(bα+ds) 1111> +(bα+ds) 1111> 

A 

B 

C 

図 7:U(α1000) + sI111 )) = [(αα 十βc)IOOO)+ (αb+βd)1111)]となる.

るUの作用は

， 
αo  0 0 0 0 0 c α αα+βc 

o 1 000  000  。 。
0010000  0 。 。

U(α1000)β|111))=| OO  
。 。

+ ，l11 11 1 )) = I 0 0 0 0 1 0 0 0 。 。
00000  100  。 。
0000001  0 。 。
b 0 0 0 0 0 0 d F αb+sd 、

図5の回路を用いると，その結果は図 7に示すように同じとなる.

この構成は任意のレベル2のユニタリ一行列 Uへ一般化できる.次に，上の量子回路は 1量子

ピットゲートと CNOTゲートで実現されることを示す.

問 4.11次のユニタリ一行列を実現する量子回路を求めよ:

， 
100  0 000  0 

o 1 0 0 000  0 

o 0αo  0 0 0 c 

o 0 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 1. (115) 
o 0 0 0 100  0 

o 0 0 0 0 100  

0000001  0 

o 0 b 0 0 0 0 d 

STEP 2 

任意の UE U(2)にたいし，制御Uゲートは高々 4個の 1量子ピットゲートと 2個のCNOTゲー

トから構成できることを示す.まず補題いくつかを証明する.
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補題 5.2U εSU(2)とし

偲叫p川

( cos(s/2) s討in(s/2) ¥ 
exp(がißσν/2) ニ ~~~V-- ，-， ----¥1"，-， 

iJl -， ¥ _ sin(s/2) cos(グ/2)J 

とすると U=Rz(α)九(s)Rz(γ)となるようなα，s，γεRが存在する.

RAα) 

Ry(s) 

証明:簡単な計算の後に

/♂(α+γ)/2 cos(s/2) eゆ-'Y)/2sin(s/2) ¥ 
Rz(α)九(β)RZ(γ)=i l 

¥ _ei(一α十γ)/2sin(β/2) e-i(α+γ)/2 COs(グ/2)J 

が得られる.UεSU(2)であるから

(116) 

:. ) = ( -:::じ sinOezμl 

cos Oe-i入 l
(117) 

とかかれる.ただしlal2+ Ibl2士 1を用いた. したがって

{jα+γ (}Iー'"y

Oここ.入=一一一.μ=一一
2' 2'  r 2 

(118) 

ととればよい.

ー

補題 5.3U εSU(2)とすると，A，B，C εSU(2)が存在して U= AXBXCかっABCニ Iとで

きる.ただしX=σz・

証明:補題5.2からある α，s，γεRが存在して U=Rz(α)Ry(s)Rz(γ) .そこで

fP¥ T> ~ f P¥ T> f の+吋 ¥ T> f α-γl 
A=  Rz(α)ゐ~ ~) ，B =則一引 Rz(ーすよ)，C = Rz (ーす~)
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となる.ここでX2=1およびXσy，zX=-σwを用いた.

また

/β¥ ( s¥ ~ (α+γ¥/α-γ¥ 
ABC = Rz(α)烏~ ~ ) Ry ~ -~ ) Rz ~ -T ) Rz卜-γ)= Rz(α)Ry(O)Rz(一α)=1

も確かめられる. E 
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図 8:制御Uゲートは1量子ピットゲートと CNOTゲートで実現できる.

補題 5.4U εSU(2)がU= AXBXCと分解されたとすると制御Uゲートは高々 3個の 1量子

ピットゲートと 2個の CNOTゲートで実現される(図8).

証明:これはほとんど自明である.制御ピットがOのとき，ターゲットビット |ψ)にはC，B，Aが

作用し |ψ)r-+ ABCIψ) = 1ψ)となるが，制御ピットが 1のときは |ψ)け AXBXCIψ)= UIψ)と

なる.

より形式的には， CNOT = 10)(0101 + 11)(110 X から (10A)CNOT(1 0 B)CNOT(1 0 C) = 

10)(010 ABC + 11)(110 AXBXC = 10)(0101 + 11)(110 Uが示され補題が証明される I

これまでのところUE SU(2)としてきた.一般のUゲート (UιU(2))を実現するには位相も

考慮しなければならない.

補題 5.5
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Cφ(ゆ)= D01 (119) 

で与えられる.

証明:左辺は

C争(ゆ 10)(0101+11)(110φ(ゆ)二 10)(0101+11)(110 eZφI 

10)(0101+♂φ11)(1101 
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一

問5.10

φ〈ゆ)AXBXC AXBXC 

図9:制御Uゲートは高々 4個の1量子ピットゲートと 2個のCNOTゲートで実現できる.

この補題C争(ゆ)= D01は以下のように図示される.

一岳ト
一一

問 5.10制御Uゲートと制御Vゲートを考える.制御Uの後に制御Vゲートが作用すると，そ

の結果は制御 VUゲートとなることを示せ.

CVCU = C(VU). 

命題 5.1U E U(2)とすると，制御 Uゲート (CU)は高々4個の 4量子ピットゲートと 2個の

CNOTゲートで実現される(図 9). 

証明:U=争(ゆ)AXBXCとする.上の問から制御Uゲートは制御φ(ゆ)ゲートと制御 AXBXC

ゲートの積で書かれる.さらに補題5.5から制御争(ゆ)ゲートは1番目の量子ピットに作用する 1

量子ピット位相ゲートで表される.残りの制御AXBXCゲートは補題5.4で示したように 3個

のSU(2)ゲートと 2個のCNOTゲートで実現できる.したがって以下の分解が成り立つ(図9): 

CUニ (D0 1)(1 0 A)CNOT(1 0 B)CNOT(1 0 C)， (120) 

ただしD=Rz(-ゆ)<T(ゆ/2).

形式的には

(D 0 1)(1 0 A)CNOT(I 0 B)CNOT(1 0 C) 

((10)(01竹内1)(11)吋(川)(010ABC + 11)(110 AXBXC) 

10)(0101+ 11)(110 eZ
φ
AXBXC = 10)(0101 + 11)(110 u. 

よって命題が証明された. E 

-よAt
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中原幹夫

STEP 3 (CCNOTゲートとその変形)

最後に η個の制御ピットをもっ制御 Uゲートも I量子ピットゲートと CNOTゲートで構成でき

ることを示そう.η=2の簡単な例から調べよう.

補題 5.6次の2つの量子回路(C2Uゲート)は等しい(ただしu= V2) : 

一

証明:図の右側の回路を考える.第1第2量子ピットがともに0であれば，すべてのゲートは自明

となり第3ピットは変換を受けない.したがってこの部分空間においてゲートは 100)(00101と作

用する.第 1ピットがOで第2ピットが 1のときは第3ピットは Ix)同 VtVlx)= Ix)と写像され

る.したがってゲートは 101)(01101と作用する.第1ピットが 1で第2ピットがOのときは，第

3ピ、ツトは Ix)f--7 VVtlx) = 1めとなり，ゲートは 110)(10101と作用する.第1，第2ピ、ツトがと

もに 1のときは第3ピットは Ix)片 VVlx)=閉めとなり，この部分空間でゲートは 111)(1110u 
となる. したがって，この図の右辺は

(100)(001 + 101)(011 + 110)(101) 01+ 111)(1110 U = C2U 

となる. • 
この分解は直感的に以下のように解釈できる.最初のVゲートは第2ピ、ツトが 1のときのみ第3

ピット Zに作用する.vtゲートは第 1ピット，第2ビットの入力 Xl，X2がXlEB X2 = Xl + X2 = 1 
(mod 2)のときのみ作用する.2番目のVゲートは第1ピットが 1のときのみ作用する.したがっ

て第3ピットに対する作用は Xl^ X2ニ 1のときのみv2=Uで，それ以外ではIとなる.

問 5.11上の補題を右辺の各ゲートの作用をブラ，ケット，I，U， V， vtを用いて具体的に書き下す
ことにより証明せよ. (例えば UCNOT= 10)(0101 + 11)(110 Xなど.) 

問 5.12図

一一

のゲートは3制御ピットをつc3Uゲートであることを示せ.ただしu=v2である.更に多くの

制御ピットをもっゲートへの一般化は明らかであろう.

っluAせ
可
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2 345  

一一

図 10:Cn-1Uゲートの分解.一番上の数は層を表す.

命題 5.2η-1個の制御ピットをもっcn-1Uゲートは図 10のように分解できることを示せ.
(証明は補題5.6と問5.12の証明と同様なので読者に任せる)• 

その他のゲートも「基本量子ゲートJすなわち1量子ピットゲートと CNOTゲートで構成でき

る(Barencoet al.).いくつか注意をする.上のゲートは8(η2)個の基本ゲートを必要とする 7図

10のゲートを実現するのに必要なゲートの数をC(n)としよう.以下C(η)= 8(η2)を示す.第

1層と第3層の構成にはnに独立な数の基本ゲートが必要である.(η-2)制御ピットをもっ制御

(n-2)xゲートには8(η)個の基本ゲートが必要であることが示される. したがって第2層，第4

層には8(η)の基本ゲートが必要である.(Barenco et al.を参照)最後に第5層はC(n-1)個の

基本ゲートが必要である.したがって漸化式

C(π) -C(η-1) = 8(n) 

が得られる.これからC(η)= 8(η2)が示された.

以上でU(2)ゲートと CNOTゲートを基本量子ゲートとして用いれば，任意の η量子ピットゲー

トが構成できることが示された.しかし，この構成は計算リソース，すなわちゲートの数や計算

(121) 

時間に関し，最適性は保障していない.デ、コヒーレンスやゲート操作にともなうエラーを最小に

するには9章に示すように，これらを最適化することが望ましい.

5.5 量子並列性

典型的な量子コンヒ。ュータは入力 Zにたいし関数fが作用した結果f(x)を

Uf : Ix)IO)片 Ix)lf(x)) (122) 

7我々物理学者は~のオーダーというときにあまり厳密には考えない.計算理論では3種類のオーダーを用いる.

noεNとCεRが存在しη芝町のときにf(η)壬cg(η)であれば rf(n)はO(g(n))Jという.言い換えると Oはf(η)
の漸近的な上限を示す.もし noεNとCεRが存在し nさnoにたいし f(n)三cg(n)であれば rf(η)はO(g(n))J
であるという.言い換えると Q はf(n)の漸近的な下限を与える.f(n)が漸近的にg(n)と振舞うとき，すなわち f(n)
がO(g(n))と同時にO(g(n))であるとき rf(n)はe(J(n))であるJという.

勺
、

υ
A
斗
A

ウ

i



中原幹夫

のように出力する • Ufが多くの状態の線型重ね合わせ状態、に作用するとしよう.Ufは線型であ

るから重ね合わせのメンバーすべてに作用し，出力も重ね合わせ状態となる:

巧:乞Ix)0 10) r--t玄Ix)0If(x))・ (123) 
Z Z 

したがって η個の入力 {xdにたいし Ufはη個のf(Xk)(1三 k三η)を同時に求める.これを量

子並列性といい，量子計算に指数関数的なパワーを与える.一般に式 (123)の右辺はもつれた状

態であることに注意しよう.量子コンビュータは量子並列性ともつれた状態を利用できるという

点で、古典コンヒoュータにくらべ大きく優れている.

多くの量子アルゴリズムでユニタリ一変換はすべての状態の重ね合わせ状態に作用する.

状態は 100. . . 0) = 10) 0 10) 0 . . . 0 10)にWalsh-Hadamard変換を作用させて生成できる:

この

仰 H0 . . . 0 H) 100. . .0) =キト (124) 

すると Ufの線形性により

的(キ宮jX，O))=キト(lx，O))=方宮Ix，f(x)) 
が得られる.重ね合わせは 2n=♂ln2状態からなり，これが古典計算に比べ量子計算を指数関数

的に早くする可能性を与える.

(125) 

例えばCCNOTゲートを考えよう.入力第3ピットを 10)に固定すると，その出力はIx，y，x̂y)

となる.ただし Ix)，Iy)は第1，第2ピットの入力である.入力がすべての可能な状態の重ね合わ

せとする. (ただし第3ピットは 10))これはWalsh-Hadamard変換を用いて

HIO) 0 HIO) 0 10) =土(10)+11))0土(10)+ 11)) 010) = ~(IOOO) + 1010) + 1100) + 1110)) V2"~' ' I~II '-" V2\1~' ' I~II '-" I~I 2 

と生成される.CCNOTを作用させると

UCCNOT(H|0)8H10)8|0))=1(|000)+|010)+|100)+1111))(126) 
2 

が得られる.出力はCCNOTの真理値表に他ならない.出力はもつれた状態で，測定により状態

は真理値表のー列に射影される.3個の量子ビットを測定する順番は問題ではない.3番目のピッ

トの測定は，状態を測定された 3番目のピットの値をもっ状態の重ね合わせに射影する.測定を

繰り返すことにより状態は Ix，払 Z八y)のどれか一つに収縮する.

この段階では古典コンビュータに比べ量子コンピュータの利点は何もない.測定により得られ

る結果はただ一つである.しかも悪いことに，特定のベクトルIx，y，x̂ y)を前もって選ぶことは

できなし、!したがって，量子アルゴリズムはある特定のベクトルが観測されるように他のベクト

ルに比べその係数が大きくなるようにプログラムを作成しなければならない.このステップは古

典的な対比物をもたず，量子コンビュータ独特のものである.このステップを実行するためには

A
斗
A

A
せ
ヴ

i



「量子計算入門j

1.観測したいベクトルの係数を増幅するためにその振幅を増幅する.これは Groverのデータ

ベース検索アルゴリズムで使われている.または

2.すべての Zにたいする関数f(x)の共通の性質を見つける.これはShorのアルゴリズムにお

いてfの周期を見つけるために量子Fourier変換の中で用いられる.

6 離散積分変換

現在Shorの素因数分解アルゴ、リズムと Groverのデータベース・サーチ・アルゴリズムの2つ

の量子アルゴリズ、ムが古典アルゴ、リズムを凌駕する量子コンピュータの実用的な応用として知ら

れている.このどちらも離散積分変換を利用している.詳しくは [3]を参照されたい.

6.1 離散積分変換

定義 6.1nιN， N == 2nとし，集合Sn= {O，l，...，N -1}を定める.ここで写像

K: Sn x Sn→C (127) 

を考えよう.Sn上の任意の複素数値関数f:Sn→Cにたいし，Kを核とするfの変換f:Sn→C 
を

f(y)ニ LK(y， x)f(x) (128) 

x=o 

で定義する.この変換f→fを離散積分変換という.

KのN2個の全ての値をまとめて，K(x，y)を行列KE M(N，C)の(x，y)成分であると思って

もよい.同様にf(x)，f(y)はN成分のベクトルと思えば(128)は行列によるベクトルの変換に過

ぎない.

命題 6.1核Kはユニタリーとする;K↑=K-1 すると逆変換f→fが存在し

f(x) =乞K↑(x，y)j(y). (129) 

で与えられる.

証明:(128)を(129)の右辺に代入すると

N-l 

L Kt(x， y)j(y) = 主》詐←U訓山川↑代ヤh川(い仇川M叶Z民川川，y川Uω)[医降2トK川 ) 

~[~Kj向↑
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中原幹夫

N=2nとし Uをη量子ピット空問先 =cN に作用する NxNユニタリ一行列とする.討の

標準基底を {Ix)= IXn-l' Xn-2・・・，xo)}とする.ただしx= Xn_12n-1 + Xn_2Xn-2 + ... + xo2o. 
すると

Ulx) =乞|ν)(yIUlx)= I: U(y， x)ly). (130) 
y=o y=o 

U(x， y) = (xIUly)はこの基底における Uの(x，y)成分.

命題 6.2Uを討 =cN に作用するユニタリ一変換とする.Uは

N-l 

Ulx) =玄K(y，x)ly) (131) 

を満たすとする.このとき Uは任意のμ Snにたいし積分変換j(y)= L口K(仰 )f(x)を
rN-l 1 N-l 

UI玄f(x)lx)卜玄j(y)ly)・ (132) 

のように“計算する" 8ここに Ix}= IXn-l，Xn-2・・・，XO}などは引の基底である.

証明:
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(133) 

• 
問 6.1

乞 If(x)12=玄Ij(ν)12 (134) 

を証明せよ.

6.2 重要な例

6.2.1 離散Fourier変換 (DFT)

離散積分変換の中でも最も重要なものは離散Fourier変換(DFT:Discrete Fourier Trans田

form)である.ω=e2れ jN(N = 2n)を1のN重根とする.ω は核K:Sn x Sn→Cを

K(x，y) =おけ (135) 

8命題はUが確率振幅f(x)の状態を，f(x)と核K で結ぼれている確率振幅i(ν)の状態へ写すと主張している.
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「量子計算入門」

で定める.この核が定義する離散積分変換

N-l 

fω)二方五ω-XYj例
を離散Fourier変換(DFT)とし、う.Kはユニタリーである:

(136) 

(KKt)(x，ν) (xIKLI仰
z z 

京乞e-XZeYZ=会玄ω 日
n=lのとき

Kl =会(:ぷ小
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逆DFTは

j(x) =方富市) (137) 

重要な恒等式は

間0)=方pu) (138) 

ここにUはDFTを実現するユニタリーゲートである.この式はj(x)=九oのDFTはj(y)= 

1/-J"Nであることを示している.これは8(x)のFourier変換と類似である.uを10)に一回作用
させただけで引のすべての状態を生成したことに注意せよ.

基本量子ゲートによるDFTの実装は後で詳しく紹介する.

6.2.2 Wal8h-Hadamard変換

Xn-lXn-2・..xoと仇-lYn-2・・・υoをZ とUに対応する 2進数とする.核Wn:Sn X Sn→Cを

阿川)=方(刊-lYn-1+Xn い +zouo，h 叫 (139) 

で定義する.離散積分変換

N一1

f六ω仰(ωωUω)ト=方芸ε(ザ叫ト山叫一斗4叫l叫山U仇いηトい一→-1+け市九ん+刊叫叫+Xn-2ルn十一一-2仇い…一」壮2什+...+柑z勾川oY伽吋U抑0
をWa叫18油h-H王adama訂rd変換と言う.

(140) 
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中原幹夫

間 6.2Wnはユニタリーであることを示せ.逆変換WJ1を求めよ.

問 6.3W1， W2ヲW3を具体的に書き下しW2= W10 W1を示せ.

Wn二日'10W1 0...0時'1・

n 

を証明せよ.

したがって Wnはη個の 1量子ピットゲートで構成される.

6.2.3 選択的回転変換

核

Kn(x， y) = ei8:l;oXY
' 
Vx， y E Sn 

を定義する.ここに ()xεRである.この離散積分変換は

N-1 N-1 

j(ν)=玄K(x，y)f(x)=乞d勺xyf(x)= e
iOy f(ν) 

x=o x=o 

である.これを選択的回転変換 (selectivelyrotational transformation)という.

問 6.4このKnはユニタリーであることを証明せよ.逆変換krを書き下せ.

K1とK2の行列表示は

。。
ei01 。。ei(Jz 
。。

(141) 

(142) 

(143) 

Knは基本量子ゲートにより以下のように実現される.η=2の例を考えよう.核K2は2つの

レベル2のユニタリ一行列で

。。。
)(100ん =A山 Ao= I ~ 。

ei01 o 0 1. A， = I 0 1 0 (144) 。1 0 1，.t:l1 = I 0 0 e(h 。011  ¥000  
と分解できる.恒等式

A1二川)(0|@I+|1)(118UI， m=l en :ni (145) 
u eov'> I 

に注意せよ.したがって A1は制御Uゲートである.Aoに関しては，まず第 1ピットの否定を取っ

て左上のブロックと右下のブロックを交換する;

10) = 100)→110) = 13)，11) = 101)→111) = 14)，12) = 110)→100) = 10)，13) = 111)→101) = 11). 
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図 11:基本量子ゲートを用いたAoの実現.

それから制御Uoゲート，ただし

仇
=(ei(}O 0 ¥ 
u - ¥ 0 ei(}l J 

を行い，その後第1ピットの否定を取る. したがって Aoは図 11のように表される.実際，この

ゲートは具体的に
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とかかれる. したがってこのゲートは基本量子ゲートで実現できる.

問 6.5n = 3 の場合に上の議論を繰り返せ• K3は4個のレベル2のユニタリ一行列の積で書け

る.これらの行列を書き下しこれらの行列を実現する量子回路を求めよ.

6.3 DFTの量子回路

DFTを実現する量子回路 Uを求めよう.Uは状態玄xf(x)lx)をl:yf(y)1ν)へ写像する.こ

的)=元手-XYf叫 ω=e21ri/N， N = 2n 

である.したがって

Ulx) =方ze叩 /Nly)
まずη=1，2，3のDFTを考えよう.

η=1 
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η=1のDFTは

ル方EJUf(ド主主(一門y)
である.n = 1DFTを実現する量子回路U(1)は

(147) 

uい)Ix) = 去z去?ω〆一寸Z勾引刊ν円川トIyυ
土誌ム(一-1)ザ叩引1りr巾刊)X門門Z勾引U列|ゆωUω ) (148) 

を満たす.

一方， Haramardゲート Hの Ix)への作用は

Hlx) =会(10)+ (ーが11))=持(-1) (149) 

これはη=1DFTゲートは Hadamardゲートに等しいことを示している.実際 |ψ)= j(O)IO) + 
j(l) 11)を1量子ピット状態としよう.すると

HIψ)ニ川方(10)+ 1小川方(10)一 11))
二主(j(0)+ f(l)) 10) +主(j(0)-f(l)) 11)， (150) 
v乙 v乙

となり η=lDFTと同じ結果が得られた.

η=2 

制御Bjkゲートを導入しよう.Bj片kは行列

o e刊んイt叫均J吟伽~")い0向k= 2k-j+l ω k = ( ~。 (151) 

で定義される.

補題 6.1図 12の制御Bjkゲート UはIx，y) (x， y ε{O， 1})に

肌 y)=ん (152) 

と作用する.

証明:制御Bjkゲート匂k= 10)(0101 + 11)(110 Bjkの Ix，y)への作用は

Ujklx， y) 10)(0Ix) 01y) + 11}{1Ix) 0 Bjkly) {:仰Iy) 戸 O

Ix) 0 Bjkly) x = 1 
(153) 
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「量子計算入門」

図 12:制御Bijゲート.

となる.さらにx=lのとき

( IY) Y = 0 
Bjklν) = < 
l e-lIJjk IY) Y = 1 

(154) 

これらの結果をまとめると (152)となる. • 
η=2のDFTは

ん)=方EJ

我々の目的はDFTの定義により

が2)lx)=キ去-XYly)
を満たすユニタリ一行列 U(2)を探すことである.xとνを2進数でx= 2X1 +Xoおよびy= 2Y1 +yo 

と表す.U(2)の Ix)への作用は

(156) 

u(2)lxl， Xo) = 方EEPef一」刊2討制Mπ訂m向t臼町Z勾ν叩 = 方えU加zふ0z豆ζ0efJ円円川{一→引剖叩叫2加制抑州π訂叩州t臼州Z叫(伽山2勾知U肌1切制叫叩)ν仰げ/ρグ内/221Y1♂引2行|
= 友忍e一」吻刊2討π
=キp-ml/21U1)85e叩 O/22IYo)
方(10)+ e一山|り)0 (10) + e 同/ア|り)
方(10)+ e判 2

=方(10)+ (-lto l仰 B~~(10) + (ザ (157) 

最後の式から n=2のDFTはHadamardゲートと U12で構成されることが分かる.これを実現

する量子回路を書き下す前に，第1ピットは幕 (-1)xoをもち，第2ピットは (-l)Xlをもつこと
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S I工法ω-砂川0>

図 13:η=2DFTの量子回路.

に注意しよう.もし第2ピットにナイーヴにHadamardゲートを作用させると

同 H)I川 0)= 1山吉(10)+ (-1)xoI1)) 
となってしまう.したがって最後に第L 第2ピットを SWAPさせて

U(2) IXlヲXO) S [Bf~(IO) + (_1)XlI1) Q9 (10) + (-1)XOI1))]. 

S(I Q9 H)U叫H Q9 I)lxl，XO) (158) 

としなければならない.B訟の中の指数Xoは入力の Ixo)であり，(I Q9 H)がIxo)に作用する前の

値でなければならない.以上で次の命題が証明された.

命題 6.3n = 2のDFTゲートは

U(2) = S(I Q9 H)U12(H Q9 1) (159) 

で構成される(図 13). 

問 6.6上の命題を直接書き下すことにより n= 2 DFTを与える 4x4ユニタリ一行列を導け.

n>3 

n=2の結果を一般化しやすい形に書き換える.状態 IXl，xo)は

|山)→キze叫 2
2

1Y)

方U机五ふ1五五豆忍0f{2  
=方忍e一-27r叩2加π
= 方才(10山 」叩刊π仇叩向叫4臼向州z勾叫0/ρ什叩引2可引柏川11山川1り削刷川)η仰)凶川8釧(10)+打e〆戸川一-27r剖2針加刷π仇州iκ伽伽州川山(付仇刷(x1/2+町叫ψ山1げρ仰/ρ併2糾+町叫ωω川川/ρグ的門川2ア灼η22)11勺引叩)11川1)) (160) 

と変換された.これから η=3にたいし

が3)1山 1，xo) = 主ι与却苦討~(I仲0的伽)汁十村e-2円一』判27r制π仇叩向叩4臼町ixo/町Wω0/山/ρ21ω @釧叫州州(1巾例|川附附0的伽)汁+εJ戸2知制π而i(xtf2
v'2.) 

Q9(10) + e-2れ(x2/2+x1/22十町/23)11)) (161) 

が推測される.
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2 3 4 5 6 7 

P トTAm砂何 23ω ly2，ylグ0>

図 14:n = 3 DFTの量子回路.

問 6.7x=22x2十2Xl+ XoとY= 22m + 2Yl + yoとする.

(1) 

ポ)1九日o)=4よ苦亨アで e-2一-2π1rix向4白叫ωz勾ν
v'~。 ム由でf 
y=u 

の右辺を Xiと抗で具体的に書き下せ.

(2) (161)の右辺は (162)と一致することを示せ.

(162) 

η=2DFTの量子回路を真似すると ηニ 3にたいして図 14が得られる.ここにゲート Pはピッ

トの順番を逆転するゲート:

PIX2，xl，xo) = Ixo，xl，x2)' (163) 

問 6.8Pを表す8x8行列を書き下せ.

問 6.9図 14は実際n= 3 DFTであることを示せ.

したがって次の命題が証明された.

命題 6.4η=3DFTを表すユニタリーゲート U(3)は(図 14)

U(3) = P(I 010 H)U23(1 0 H 0I)U13U叫H010I) (164) 

で与えられる。

問 6.10式 (164)の右辺を書き下し，これがη=3 DFTを表すユニタリ一行列 Uであることを

示せ.

n三4への一般化はほとんど自明である. (161)の一般化は

U(n) IXn-l" . . ，Xl， xo) 

方才(1仲0的)+ e-一」批吋2知π
③(10的)+ e-21ri(X2/2+x1/22+xo/23) 11)) 0 . . . 

. ..0 (10) + e-21ri(xn-1/2+Xn-2/22+.・xl/2n-l十xO/2n)11)) (165) 
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81(n-l) 

B民n-I
P 

•• •• 
82.n-1 

図 15:n量子ピット DFTの量子回路.

である.図 15の回路が実際η量子ピット DFTであることは，例えば帰納法で証明される.

間 6.11式 (165)がn量子ピット DFTであることを示せ.

命題 6.5n量子ピット DFTは8(η2)の基本ゲートで構成される.

証明:n-qubit D FTは1つのPゲート，n個のHadamardgatesおよび(n-1)+(nー2)+...+2+1ニ

η(η-1)/2個の制御Bjkゲートで構成される(図 15)間4.5(3)と35.2.4で示されたようにSWAP

ゲートは3個のCNOTゲートで構成される.さらに η量子ビ、ツトのPゲートはrvn/2個のSWAP

ゲートを必要とする9 したがって Pゲートは3x [n/2] = 8(n)の基本ゲートからなる.命題5.1

により制御 Bijgateは高々6個の基本ゲートから構成される. したがって η量子ピット DFTは

8(η2)の基本ゲートから構成される I

上の命題は量子アルゴ、リズムの複雑さを見積もる上で大変重要である.定義

ん)=キ富ω吋
を眺めるとナイーヴには，各Uにたいし2nステップが必要で，全てのUでは2

nx 2nステップす

なわち，指数関数的に多くのステップ(rv22nln2)が必要となる.上の命題は量子DFTでは，初

期状態がすべての Zの重ね合わせであれば多項式ステップ8(η2)でこれが実行できることを主張

している.より詳しくは，例えば[3]を参照されたい.ShorのアルゴリズムではDFTが重要な役

割を果たし，そのために古典的にはnの指数関数時間かかる計算が多項式時間で実行できる.

6.4 DFTの応用

後で使われる量子DFTの応用を先取りする. 2個のレジスター IREG1)とIREG2)からなる系

を考える.例えば，各レジスターは3量子ピット系とし，全系は IREG1)G9IREG2)であるとする.

IREG1)の初期状態を

キ(1州+10叫 +1叫二土(10)+ 11) + ... + 17)). (166) 
v's 

9正確にいえばい/2]個の SWAPゲートである.
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とし，ある関数fを作用させ

|宙)=句会写Ix)IO)=会写Ix，f(x)) =会 (10，f(O)) + ... + 17， f(7))) (167) 

を得る. 1世)に含まれるベクトルは Ik，f(k))の対角形であり，その位相はすべて 1であることに

注意されたい.

次に第 1レジスターに η ニ 3DFT U(3)を施す.

Ix)→会主e-21f問仙 (168) 

すると

1 ¥lf') = が3)1宙)=;む刊バIy，f(x)) 

;占か|川0叫伽州州)凶州川@剣叫仰[Ifげ山fれ州(

+→中;hかか11川1り仰)0 [1ド川川|げ山仰附六仰刑(仰0的))+ e 一加叫叫tν仰川/畑川8町|げ仰削川(ο仰1り川))+ 十e-21fi7/8 げ(7)) ] ( ν = 1) 

+~17) 0 [1f(0)) + e-141fi/8げ(1))+十e-141fi7 /81六7))]. (y = 7) 
(169) 

が得られる. 1 ¥lf')にはすべての Ij，f(k))が含まれていることに注意せよ.またさまざまな位相が

現れている.式(169)は第1レジスターの状態によって因数分解した形に書かれている.

ここでf(x)はf(x+ P) = f(x)を満たす周期関数であるとする.ただし PεN. この周期は

IREG1)を観測すれば分かる.たとえばP=2とすると

f(O) = f(2) = f(4)ニ f(6)，f(l) = f(3) = f(5) = f(7). 

すると状態|宙')は

1 w') 二 ;εe-21fixy/川附
;|州If(O))十|州

中1)0 [lf(O)) (1 + e-1.2川村一1.4.21fi/8+ e -1.6.21fi/8) 
+If(ゆ (e-1IM/8+e-13MV5川村一1.7.21fi/8)] 

(170) 

と表される. したがって

10， f(O))， 10， f(l))， 14， f(O))， 14， f(l)) 
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を除くすべてのベクトルはキャンセルしてしまい

iV)=j(|川仲10，f仙|叩 (171) 

となる.したがって IREG1)を測定すると，結果はOまたは4となりこれから P = 2が推察さ

れる.

問 6.12 各レジスターは η 量子ピット系であるとする • f(x)は周期 Pの周期関数であるとする.

ただし 2nはPで害IJり切れるとする. 1番目のレジスターに η量子ピット DFTを作用させた後の

観測値は以下のどれかであることを示せ:

。と竺 2・2n 3・2n P-1)2n 

P ， P ， P γ ・・ P (172) 

この位相のキャンセレーションはShorのアルゴリズムで中心的な役割を果たす.

7 Groverのデータベース検索アルゴリズム

ランダムに並べられた N個のファイルがあり，その中のある条件を満たすーっまたは複数の特

定のファイルを取り出したいとする.これはデータベース検索問題といわれる.ここで対象とす

るのは構造をもたないデータベースである.たとえば電話帳は名前の順に並んでいるという構造

をもっており，名前からその人の電話番号を検索するのはたやすい.一方，電話帳の番号は構造

をもっておらず，電話番号からその持ち主を探すのは困難である.このような場合古典的アルゴ、

リズムでは，ファイルをしらみつぶしに探すことになり，それにはO(N)ステップの手続きが必

要となる.この問題は量子アルゴリズムを使うと O(VN)ステップで検索できることはGroverが

最初に発見した [9，10].

7.1 一つのファイルの検索

ランダムに並べられたN=2n件のファイルがあるとしよう.集合Sn三 {xζZIO~ x ~ N -1} 

を定義し，各ファイルにはxE Snのアドレスが与えられているとする.以下では，ある条件を満

たす特定のファイルを検索するアルゴリズムを考える.

数学的な言葉を使うと，これは以下のように表される.関数f:Sn→{O，l}は

J 1 (x = z) 
f(x) = < 
I 0 (xチz)

(173) 

で定義される関数とする.ただしzは我々が探そうするファイルのアドレスである.関数f(x)は

直ちに計算され，そのための計算ステップは無視することができると仮定する.このような関数

は「オラクル (oracle)J と言われる.結局，問題は1点でのみ1をとる関数f:Sn→{0，1}が与
えられたとき，f(z) = 1となる点 Zを求めることに帰着する.
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古典的には各ファイルを次々にチェックし，f(z) = 1となる Zを探さなければならないのでO(N)

のステップが必要となる.Groverが示したように，量子アルゴリズムではO(.;N)のステップで

このファイルが検索で、きるものが存在する.このアルゴリズムはい)の振幅を増幅し，他のベクト

ル Ix)(x i= z)の振幅はキャンセルするように作用する.

Groverのアルゴリズムは以下のステップに分けられる.

STEP 1 (選択的回転変換)

選択的回転変換の核を

Rf(X， y) = eZπf(x)dxy = (-l)f(x)dxy (x，υε Sn) (174) 

で定義する.Rfはい)→ -Iz)と写像するが，それ以外のすべての基底ベクトル Ix)は不変とする

ので，

Rf = 1 -2lz)(zl (175) 

と表すこともできる.

状態Icp)を

|ψ) = ~ンxlx) ， 芝川1 2 = 1 (176) 

で定義すると

Rflcp) = (1 -2Iz)(zl)芝山xlx)=芝山xlx)-2叫 Iz)
x=o x=o 

ω010) + ... + (-伽zlz)+ ・十町一1IN-1)=~ンzlx) 一切zlz) (177) 
Zヲ正z

が成り立つ.すなわち Rfは叩zの符号を反転するだけで他の成分は不変に保つ.

STEP 2次にW をWalsh-Hadamard変換

町民y)=方(小一lYnー 1十 +XlYl+叫 (178) 

Rを選択的回転変換

R(x， y) = e川 1-6"'0)= (_1)1一九Odxy (179) 

として，ユニタリ一行列

D二日TR日r (180) 

を定義する.

命題 7.1状態、|ψ0)を

|ψ0) =み 512) (181) 

で定義すると

D = -1 + 2ICPo)(ψ01 (182) 
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となる.さらに |ψ)を式 (176)で与えると

2n-1 

DIψ) =乞(ト(叫 -w)) Ix)ヲ

が成り立つ.ここに

w=去どωz
はWxの平均値.

証明:式 (182)の右辺を求めよう.等式

2 
-[ +21ψ0)(ψ01 = -[ +五乞Ix)乞(yl= -[ + 2~n L Ix)(yl 

から，右辺の (x，y)成分は

州 HSJy)= -dxy +会
となる.

次に左辺を調べよう.D=WRWの(x，y)成分は

(xIWRWJy) 乞(xIWJu)(uJRJり)(vJWJv)
U，V 

マkz(ザ刊ー1+...+Xl Ul +XOUQ 
X(-l)l一九Od

uv
(_l)Vn-lYn-l+…+VIYl十VOYo

となる uに関する和を実行すると

N-1 L (_1)Xn-1Un-l +...+XIUl +X川 _1)1-15吋 ω
u=o 

N-1 

(_1)0(_げ6ω -L (_l)Xn-lUnー 1十廿1日
u=l 

N-l 

2dov -乞(_l)Xn-lUn-l+ 村 1日向九一lVnー l'.九lVlduQVQ
U=o 
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D(x， y) 正[川
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となり (182)が示された.

次に

Dlcp) μ一-1十は叫巾2引恥伽Icp附ψ拘O川叶J4+3誇5iゆω州νω州W州)(沖刷(μ例zl作|
一乞切叫州zA|Z)H+3Z切xly)8xz= -むzlz)+3芝山)

一乞wxlx)+ 2 L wly) =乞 [w-(町一面)llx)
Z U x=o 

により (183)が示された. E 

式 (183)はDが「平均値に関する反転Jを生成する演算子であることを示している:新しい確

率振幅w-(切x-w) = 2w -Wxはωzをd に関して反転して得られるからである.

STEP 3次にユニタリ一変換

Uf = DRf = (-1 + 2ICPo)(ψ01) (I -2Iz)(zl) (185) 

を定義し，その |ψ)への作用を考えよう.STEP1とSTEP2の結果を用いるとただちに

Uflψ DI乞叫Ix)-wzlz) ) =玄[w-(叫-w)llx) + [w + (ωz+必)llz)
¥x=/=z / x子正z
N-l 

L(知一切)Ix)+ (均十切z)Iz) (186) 
x=o 
Zヲ正z

が得られる.ただしwは平均値

→(去 -w，) (187) 

である.
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これはすべての振幅日zが正のとき，Ufの作用により Iz)の振幅は増加するが，Ix) (x =1 z)は

減少することを示している.したがって，Ufを繰り返し I'P)に作用させることによりい)の振幅

は増加し，あるところでその振幅が 1に近くなり，その状態で系の観測を行うと 1に近い確率で

Iz)が観測されることになる.Ufが|ψ)にk回作用したときの状態を求めよう.

命題 7.2ujlz)を

と書く.ただし

ujl'Po) =αklz) + bk乞Ix)
Zヲ/;;z

αn = bn = 1 
YN  

である.このとき k= 1，2，...にたいし

αNー2+2(N-1) L k τァ-ak-l十 N Uk-l， 

b 2N-2  
k 二一ταk-l十一万一bk-l

が成り立つ.

証明帰納法で証明する.k = 1のときは

Uflψ0) 

よって成立.

(μ一-1十は叫2引|νψωωOω)

(μ一-1十リ叫2引|νψω州山Oω以仰)(μ陥(ω陥ψ向01リ)(かいいI'P陥凶ψ内ωOω)ト一云|サ
一中I'Pψ内附O

) マ方長(←ト1ト一去訪)淫zP??|h同Zめ)+十j方万(←ト3ト一会の)1い凶Z吟
b1玄Ix)+αllz) 
Z干正z

kのとき ujlψ0)ニ αklz)+ bk L呼 zIx)が成り立っとする.このとき

り+11'P0) 切り|ψ0)= Uf(向 Iz)+ bk L Ix)) 
Zヲ正z一0ω以仰山州川川)('P胸州州(ω陥刷州ρ向州州0川叫|り)(υ1 引川川川z斗以仰州)(沖州(μωz斗|べ)(十←←い(←トトいいいα匂州仰州叶…k川山ω仙|ド同伽Z斗引)+

(μ一-1+21ψ0)(ψ01)( -αklz) + bk L Ix)) 
Zヲt:z

一吃Ix)村山)+元(N-IM)-35|ψ0)
Z子t:z 一

一吃Ix)+向 Iz)+ ~t~ε Ix) -守乞Ix)
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[平αk+2(lV1lz)+[十k+与主任Ix)
よって証明された. • 
命題 7.3k = 1，2，.・・にたいし，命題7.2の係数を具体的に表すと

ak = sin[(2k + 1)0]， bkニ守L州 (2k+ 1)0]， 
vlV - 1 

、、‘，，
r
-，ょ
n
u
d
 

唱
E
よ
，，s
・‘、

となる.ただし

sルゾJ，∞S(}=V1-~ 
証明 Ck=ゾ万て1bkとすると，漸化式 (189)と(190)は

(192) 

、、、‘
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と書かれる.ただし

Mニ((N -2)/N 2$ゴ/N¥ニ(cos 2() sin 2(} i 
¥ -2ゾ万て1/N (N -2) / N}  ¥ -sin 2(} cos 2(} } 

これは角度2(}の回転行列である. したがって

(:;)=MK(::)=(f::ユ::;;;)(::;)=(:2211)
が得られた • Ckをbkで表せばただちに (191)が示される. E 

したがって Ufを|内)にk回作用させると

ujlψ0)ニ叫(2k+ 1)0] +すL守 cos[(2k+明 Llx)
V1V - 1. ιイ

X~Z 

(193) 

が得られる.その結果ujl<po)を測定すると確率

九，k= sin2[(2k + 1)0]. (194) 

でIz)が得られる.

この仕組みを以下の簡単な例で調べよう.まずη=4ととると N = 24 ニ 16となる.最初

(k = 0)とUfをk田作用させた後の確率は

∞s2[(2k + 1)0] 
α;ニ時=1/16， α;=山 2[(2k+ 1)(}]， b~ = 

で与えられる.ここに()= sin -1 (1/4)である.図 16rv 19はz= 10にとったときの k= 1，2ぅ3，4
に対する確率分布を示している. 確率α;はkに関して単調増加せずに，ある kで最大値(今の
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図 16:zを10にとったときの Uflψ0)の確率分布.横軸は Z，縦軸は確率.
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図 17:k = 2にとったときの確率分布.
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2 4 6 8 10 12 14 

図 18:k = 3にとったときの確率分布.
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図 19:k = 4にとったときの確率分布.

場合はk= 3)をとることに注意しよう.

STEP 4最後に九，k α1を最大にする kを求めよう.大雑把に見積もるには

(2k + 1)8 =竺→k=11Z-) 
2 2¥28 -J 

と置けばよい.上に述べた例ではk=3となっていたが，これは上の見積もり

(195) 

。=sin -1 (1/4)竺 0.25268→k竺 2.6.
とよく合っている.この見積もりは次の命題により精密化される.

命題 7.4N = 2n>> 1にたいし
π
一制一一m

 

(196) 

とする.ただしい]はGaussの記号で，実数Zを超えない最大の整数を表す.すると状態Ujl'Po)

を観測すると，我々が捜しているファイルが確率

九，m 三1一会 (197) 

で得られる.また

m=  O(VN) (198) 

である.

証明:式 (196)から不等式π/48-1 < m三π/48が得られる inを

1 
(2而+1)8二一→仇=一一一

48 2 

で定義しよう.すると 1m 仇|壬 1/2から

1(2m + 1)8 -(2仇+1)81 = 1(2m + 1)8 -~I 三 0
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となる.この不等式から

∞S2[伽 +1)0] ~山=会
が得られる. したがって

凡，Z= sin2[(2m刊 )0]= 1 -cos2[(2m十川三 1一会

が示された.

また，0 > sin 0 = 1/ V万から

m=  [会]三会主jゾ万

が示される. • 
この量子アルゴ、リズムは O(ゾ万)のステップしか要しないことに注意されたい.それに対して

古典的な検索アルゴ、リズムはO(N)のステップを要する.

7.2 d個のファイルの検索

ある与えられた条件を満たすファイルがd(> 1)個ある場合に，これらをすべて検索するアルゴ

リズムを考えよう.この問題はオラクル

、、l
，，、、
l
ノ

A

A
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4
 

2
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E
E
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(199) 

によって定式化される.ここにAは与えられた条件を満たす元すべてからなるぬの部分集合で

ある.もちろん我々はAを前もって知ってはいない.

この場合も単一ファイルの検索と同様に求めることができる.まず

Rf = 1 -2乞Iz)(zl
zεA 

(200) 

を定義しよう.Rfを|ψ)=乞口町Ix)(ただし乙|同12= 1)に作用させると

Rflcp) =乞切xlx)-~ンzlz) (201) 

が得られる.

ここで

f =DRf二(-1 + 21<P0)(<P01) (1ーさ|仰| (202) 

を導入しよう.行列 D ニ WRW は (180) で与えられている • Ufを|ψ)に作用させると

Uflcp)ニ乞(加問)Ix)十玄(何十ωル (203) 

x~A zξA 

A
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となる.ただし

w=会(pz一塁間)
である.

問 7.1式 (203)を証明せよ.

問 7.21<P0) = (1/ゾN)玄と。1

1
Iめとするとき

ujl'Po) =αk L Iz) + bk乞Ix)
ZξA xl，C'A 

を示せ.ただしαo= bO = 1/、/Nおよび
αk 
N-d 2(N -dL 
一万-Uk-lI N Uk-l 

bk 
2d N -2d 
一方αk-l十一万一bkー 1

である.ここにdはAの元の個数.

上の漸化式は簡単に解け

αk=会sin[(2k+川
が得られる.ここに

sル~，∞s()=ι; 
問 7.3式 (208)を証明せよ.

上の係数から |ψ0)にUfをk回作用させて得られる状態は

「量子計算入門」

(204) 

(205) 

(206) 

(207) 

(208) 

(209) 

U吋jl附伊拘ωOω)= 占すかS討ln刷州叩叩n叫州叩[(2仰(ρ仰2銑k糾い川+刊叫1リ明)問0叫izp|z)い+示コ叩 k糾+明ζE|Z叫) 仰
# Xtザ

となることがわかる.

したがって状態を測定したときに，求めているファイル達が得られる確率を最大にするには

PA，k =乞(主計n[(2k十1)()])2二 sin2[(2k十1)()] (211) 
zεA¥V山 ノ

を最大にすればよい.単一ファイル検索のときの議論を繰り返すことにより ，d<<Nのときは以

下の結果が得られる.整数

m=  [会l
にたいし，状態Ujl'Po)を観測したとき Aの中のファイルの一つが得られる確率は

ん m 三1-3
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で与えられる.さらに

m=O(ゾ可証) (214) 

である.

問 7.4式 (213)と(214)を証明せよ.

8 Shor's Factorisation AIgorithm 

Shorの素因数分解アルゴリズムは量子コンピュータが古典コンビュータに比べ「指数関数的にj

強力である一例である [12].素因数分解を古典コンビュータで実行すると量子版に比べ入力ピット

数の指数関数的に多くの時間がかかり，事実上実行不可能となる.実際， Shorのアルゴリズムは

ほとんど古典版と同じであるが，一点だけが量子コンヒ。ュータで置き換えられている.まず，大

きな数の素因数分解がなぜ重要か調べよう.

8.1 RSA暗号システム:素因数分解がなぜ重要か?

RSA公開鍵暗号システムはインターネットなどでメッセージを暗号化して伝えるのに日常使わ

れている.これは大前提「大きな数を素因数に分解するには途方もない時間がかかるJに基づい

ている.

RSA暗号[11]はこの事実をもちいてメッセージをエンコード，デコードする.以下の例を考え

よう.AliceがBobにメッセージを送る:

1. Aliceは大きな素数pとqを選びそれを秘密にしておく.彼女はその積N=pqを求め，それ

を公開する.たとえば

p= 9281013205404131518475902447276973338969， 

q = 9591715349237194999547050068718930514279， 

にたいして

N ニ 89020836818747907956831989272091600303613264603794247

032637647625631554961638351， 

nの桁数が多いとこれを p，qに素因数分解するには膨大な時間がかかる.Aliceはまた指数

e (< N)と呼ばれる整数を用意する.eは(p-1)(q-1)と素でなければならない.これは簡

単に求められ，たとえば

e = 1234567， gcd(eぅ(p-1)(q-1))= 1. 

eもη と同様に公開されている.

po 
po 
門

i



「量子計算入門」

2. Bob はAlice'こ“hallo"というメッセージを送りたい.彼はこれをnより小さな 10進数の列

として送る.彼のスキームで，そのメッセージが

hello = 123000456000789000123， 

となったとしよう.彼はこれをhelloe (mod N)としてエンコードし，それを公開されたチャ

ネルで、Aliceに送信する:

e配 rypted 三 helloe (mod N) = 37853991457169688722835964472412 

302649896709869911699355437019132668645737270799 

3. Aliceは受け取ったメッセージをデ、コードする.まず彼女はeのmodulo(p -l)(q -1)に関す

る逆dを求める:

de 三 1 (mod (p -l)(q -1))→ 

d = 378539914571696887228359644724123026498967098699116993 

55437019132668645737270799 

次に彼女は暗号化されたメッセージをデ、コードする:

e恥 ryptedd (mod N)三 123000456000789000123= hello. 

このシステムは「大きな数の素因数分解にとてつもない時間がかかる」すなわち fN，eが公開

されているにもかかわらず，この世で、p，qを知っているのはAliceだけである」という神話に基づ

いている.Shorのアルゴリズムはこの神話を打ち砕いた.

8.2 素因数分解アルゴリズム

pとqを素数とし N=pqとする.Nをpとqに素因数分解したい.ナイーヴにはpとqを見

つけるまでに最悪ゾ万回の試行錯誤が必要となる.N rv 2nにたいしゾ万=e(n/2) ln2であるから

この方法は効率的ではない.この問題に量子アルゴリズムを適用するには以下のスキームが適し

ている.

STEP 1: N より小さな正の整数mをランダムに選びEuclidの互除法でgcd(m，N)を求める.そ

れが 1でなければ mはpかqであり問題は解けた.そこでgcd(m，N)= 1であるとしよう.

STEP 2: fN: N →Nをα片 mα (mod N) で定義する • mP三 1 (mod N)を満たす最小の

PεNを求める.この数Pを周期 (period)という.(古典的に Pを求めるにはlog2Nの指数関

数だけのステップが必要であることが知られている.量子アルゴリズムではこれが多項式ステッ

プですむ.量子コンビュータが必要とされるのはこのステップだけである.後のステップは古典
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図 20:7x (mod 799)のグラフ.横軸は X.

アルゴリズムで十分効率的に計算できる.

STEP 3: Pが奇数であれば以下で用いることができないのでSTEP1に戻り別のmを採用する.

Pは偶数として次に進む.

STEP 4: Pは偶数であるから

(mP/2 - 1)(mP/2 + 1) = mP - 1三 O (mod N). (215) 

が成り立つ. もし mP/2+ 1 == 0 (mod N)であれば gcd(m
P/2- 1， N) = 1であり， STEP 1に

戻り~Ijの m でやり直す.もし mP/2+ 1手o(mod N)であればmP/2- 1はpかqを含んでおり

STEP 5へ進む.(mP/2 - 1はNの倍数ではありえない.もしそうであればmP/2三 1 (mod N) 

(mod N)を満たす最小の数で、あるとしづ定義に矛盾.) となってしまうが， これはPがmP 三 1

STEP 5: 

d = gcd(mP/2 - 1， N) (216) 

はpまたはqとなり， 素因数分解が完了する.

伊~ 8.1 N = 799 = 17・47としよう. もちろん素因数17と47は知らないふりをする.

STEP 1: m ニ 7ととると gcd(799，7) = 1でOK.

STEP 2:図20から 7368三 1 (mod 799)であるのでP= 368. 
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STEP 3: Pは偶数 (P/2= 184)なので STEP4へ進む.

STEP 4: (7184 -1)(7184十 1)三o(mod 799).すぐわかるようにgcd(7184+ 1，799) = 17チ1
であるから STEP5へ.

STEP 5: 7184 -1とN= 799は共通の素数因子を持っている.実際d= gcd(7184 -1ヲ799)= 47. 

799/47 = 17から 799= 47・17が得られる.

量子計算が必要なのは Pを求める STEP2だけである.以下に示すように量子計算で得られる

‘周期，P'はPそのものとは限らず，Pの整数倍のときもある.もしP'ニ 2kP(kεN)であれば，

素因数はmP'/2-1からは求められない.なぜならば

mP'/2 -1 = mkP -1 = (αN + l)k -1 = AN三 o (mod N) 

となるからである.Aはある整数.ここにmP=αN+1を用いた.一方P'= (2k + l)Pであれば

mP'/2 -1 = mkPmP/2 -1 = (αN + 1)kmP/2 -1三 mP/2-1 (mod N) 

となってgcd(mP'/2-l，N)は自明でない素因数を生成する.

問 8.1N = 35とせよ.上のステップを繰り返し Nの素因数を求めよ. (その周期Pが10よりも

小さなm が存在する.もし不運にも P>10となりそうであれば別のm を捜したほうがよい.幸

運を祈る. ) 

8.3 STEP 2の詳細

N=pqεNを素因数分解するべき数とし，

N2 < 2n < 2N2 (217) 

を満たすηεNを見つけよ.関数f:αト→ mα (mod N)を

Sn = {O， 1γ ・・ ，2n-1} (218) 

の上に制限したものを同じ記号f:Sn→Snで定義する10
量子コンビュータには2組の η量子ピットレジスターがあるとし，それを IREG1)とIREG2)と

する:

IREG1)IREG2) = Iα)Ib) = Iαn-1 ...α1α0) Ibn-1・・・ b1bo) (219) 

ただ、し

α=乞αグぅ b=乞句2J
j=O j=O 

100三f(Sn)三N-1 :s ffn -1 < 2n -1より fの値域が仇であることは明らかである.
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レジスターの中の数は O~α， b ~ 2n -1を満たす.

以下では η量子ピット系の離散Fourier変換(DFT)

Ix)→Flx)三去乞ω叫 y)
v - y=o 

を用いる.ここにx，yE Snでωニ exp(2れ/2n)である.以下DFTをFで表す.

STEP 2を更に詳しく調べよう:

(220) 

STEP 2.0: 2つのレジスターを初期状態

|ψ。)= IREG1)IREG2) = 10)10) = 1 QQ... Q )1 QO... Q ) 、ー____II '-ー...--
n量子ピット n量子ピット

(221) 

に設定する.

STEP 2.1: IREG1)にFを作用させる:

|ψ0) = 10) 10)偲11ψ1)=-Lヤ ωklz)|0)=-Lヤ Ix)IO)・ (222)
d石全~ I~/I~I v2石to

したがってREG1はIx)(0 ~ x三2n-1)のすべての状態の重ねあわせになっている.

STEP 2.2: m < N， gcd(m， N) = 1を満たすmをとり，関数f:Sn →Snを

f(x) = mX (mod N)， x E Sn. (223) 

で定義する.ユニタリーゲート Ufは関数fのZにたいする作用をUflx)IO)= Ix)lf(x))のように

実現するとしよう.STEP 2.1で得られた状態にUfを作用させる:

巧|ル|昨 (224) 

その結果2つのレジスターはentangleする.

STEP 2.3: DFTをIREG1)に作用させる

z
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一一
山
V

市ly)IY(y))=岩111削)11 . Iy)調布 附

ただし

IY(y)) = 乞 ω一町lJ(x)) (226) 
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STEP 2.4: IREG 1)を測定する.その結果YoεSnを観測する確率は

|IIY(yo)) 112 
prob(Uo)=22n (227) 

である.同時に状態は
IY(yo) ) 

Iyo) 
IIIY(yo))11 

へと収縮する.

観測値YE Snが得られる確率は確率分布

lIIY(y)) 11
2 

Prob(U)=22n 

に従う.

STEP 2.5:周期Pを観測値の確率分布から読み取る.

8.4 確率分布

確率分布Prob(ν)を詳細に調べよう.

命題 8.1Q三 2n= Pq十円 (0三γ<P)とする.ただし qとγは一意的に決まる非負の整数.

Qo =Pqとする.このとき

r sin2 (宇(争+1) ) + (P -r) sin 2 (字引
\・\///\\・~ (Py 手o(mod Q)) 

Q2 sin2 (守)
Prob(ν)= (228) 

T(Qo + p)2 + (P -r)Qo 
Q2P2 

(Py三 o(mod Q)) 

証明:定義から

IY(y)) 乞ω-XYlf(x))
ZニO

= 乞 ω一吋
X=o X=Qo 
P-l Qo/P-l 
=乞玄 ω (PXl+xo)Ylf(PXl +勾))+乞 ω [P(Qo/P)河州
XO=O Xl=O Xo=o 
P-l I Qo/P-l ¥ 
L w-xoY (乞 ω PXlνIlf(xo))十玄ω-X町内(Qo/P) If(xo)) 

(7f-IQO/Pー 1仁+2)ω-zouEJ川
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写像f:αHma (mod N)は{0，1，2，...，P-1}上 1 1である 11したがって If(O))，lf(l))，

...， If(P -1))は互いに直交している.したがって

Qo/P 

(Y(ν)IY(y))二 rl乞ω一切1/ +(P-r) 
2 

Qo/P-l 

2二ω-pYX11
2 

X1二 O X1=0 

Py三o(mod Q)の場合は

ω-PyX1 = e-27ri(Py/Q)X1 = e-27rinX1 = 1， (Py = nQ). 

したがって

(Y(仰 (y))ニア|生 +li
2

+(p_r)(引¥ P ， - / '¥- . I ¥ P / 

となり yによらない結果を得る:

T(Qo + p)2 + (P -r)Qo r(q + 1)2 + (P -r)q2 
Prob(u)=220二

Q2 

Py i:: 0 (mod Q)のときは

(229) 

ωPy(Qo/ P+l) _1/2 ，_  • 1ω-Py(Qo/P)_ 1/2 
(Y(y)IY(y)) γI~ . .-p判唱 1 + (P -r) 1 ~ ._ p 

e-(27ri/Q)Py(Qo/ P+l) _ 1/2 . 1 e一(2而/Q)Py(Q/P)_ 1/2 
rl 九一、 P.. • ~ I + (P -r) 1 

したがって

l〆 112=附一小山=2 (1 -cos D) = 4 siぺ
から

(Y(ν)IY(ν)) 

sin
2 ~Py (竺+1 i sin2芸Py竺
可凸よ--_/+(P-r) プ1['
耐 5PU 配 5PU

となる.よって確率分布は

ョ n2 1~Py (~ + 1 i I + (P -r) sin2 1 土Py~O1 
| IIY(ν))II~ . ~... lQ ¥P ， ~} J ' ¥ ~ ， I ~... l Q -~ P J 

prob(U)=Q2 二 L\ ワ/」 qπL~ ~ J (230) 
QL siI14ijpy 

となり命題が証明された.

11もし mα 三 mb (mod N) (0三b<α壬P-1)であれば mb(mαb_ 1)三 o (mod N)である.m とN は互い
に素であるのでmbとNも互いに素である.すると mP >mα-b三 1 (mod N)となるが，これは矛盾.
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図 21:(a) N = 799， m = 7， P = 368のときの領域0三ν三10ぅ000における確率分布Prob(y).
(b)領域100，000三y~ 110，000における確率分布.

系 8.1Q/PεNとする(すなわち Qo= Q).すると確率分布は

I 0 (Pν手o(mod Q)) 
Prob(ν) = < 1 
l言 (Py三 o(mod Q)) 

証明:Py手o (mod Q)のとき r=Oであるから Q=Pq.したがって

Prob(供三s円切ニO
し1ん Sln-:..:..JL 

(231) 

Py == 0 (mod Q)のときは
pQ2 1 

Prob(y) =一手τ=一
l，!“P'L P 

• 
図21はProb(ν)をN = 799 = 17・47，P= 368，Qニ 220= 1，048，576のときに示したもので

ある • N2二 638，401および2N2= 1，276.802より N2< Q < 2N2となることに注意せよ.す

円
九
U

内

i
門

i



中原幹夫
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図 22:領域8，520~ Y ~ 8，580における確率分布Prob(ν).条件は前の図と同じ.

ると Q 三 144 (mod 368)→ γ=  144， Qo = Q -r = 1ヲ048，432，→ q= Qo/P = 2，849とな

る.したがって Prob(y)はq= 2，849の整数倍のところに鋭いピークを持つ.図 22はProb(y)を

8，520 < y < 8 ， 580 でプロットしたものである • y = 8548に鋭いピークが見られる.このとき

8548/2849 = 3.00035.以下の確率を比較せよ:

Prob(8547) = 0.00005393， Prob(8548) = 0.00245753， Prob(8549)ニ 0.00010892.

その近傍の数にたいしては8547/2849ニ 3，8549/2849 = 3.0007である.全領域を見渡すと P= 368 

個の鋭いピークが存在し，各ピークにおいて Prob(y)はほぼ1/386rv 0.00272となる.

U は 0~y~Q-1 に制限されているので，測定を繰り返すことによりピークの間隔が 2849 で

あることが分かる.これは周期の近似値P= Q/2849 rv 368.0505を与える.これが正しいかど

うかはSTEP3 rv STEP 5を実行しなければならない.(ピークの間隔が 2850と見積もられても

P rv Q/2850竺 367.9212から Pニ 368が推測される.98.2に示したようにP= 368は正しい素

因数 17と47をあたえる.

8.5 まとめ

量子アノレゴ、リズムを用いて N=pqの素因数分解が効率よく実行できることを示した.量子ア

ルゴ、リズムは関数 f(x)= mX (mod N)の周期を求めるためにのみ使われ，それ以外は古典コン

ビュータで実行できる.量子アノレゴリズムは次の量子回路で構成される:
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ここにUfは写像Uflx)IO)= Ix)lmX (mod N))を，:FはDFTを表す.

STEP 2を再び前出の例を用いてまとめよう.

STEP 2.0:初期状態

|ψ0) = 10)10). 

STEP 2.1:第1レジスターに DFTを作用させる:

噌 Q-1

1'l/J1) =元主 Ix)IO)ぅ

ここに Q= 220 = 1048576. 

STEP 2.2: Ufを作用させ状態

唱 Q一1

U方詰Eε|仰 (凶mod7乃別酬9ω釧9的)

Uお剖却元記副[10)1川1り)+ 11)17) + 1向2勾酬)
十... 

+IQ -2)1756) + IQ -り|必8)] 

を生成する.第2レジスターは周期p=368で周期的であることに注意.

STEP 2.3:ω= e2れ/QのDFTを第1レジスターに作用させる.その結果は

|ψu 

唱 Q-1 唱 Q-1

|仇合主方ZJlu)|7Z(m川 9))
噌 Q-1Q-1 

認 ZJ|7ZM799))
噌 Q-1

一括|ωIYω
ただし

Q-1 

IY(y)) 乞ω 勾 17X (mod 799)) 
X=o 
11) +ω-YI7) +ω-2YI49) +ω-3YI343) +... 

+ω-368YI1) +ω-369YI7) +ω-370YI49) +ω-371YI343) + . . . 

+...+ 

+ω-736Y11) +ω一737Y17)+ω-738YI49) +ω一739Y1343)+ . .. 

+...十

十ω 1048432y11) +ω-1048433ν17) +ω 1048434y 149) +ω-1 048435y 1343) 

..+ω一1048575ν1498)

F
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(232) 

(233) 

(234) 

(235) 
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(1 +ω-368y +ω一736ν+...+ω-1048432y)/1) 

十(ωy+ω-369y+ω一737y+... +ω一1048433y) /7) 

+(ω-2y +ω 370y +ω 738y +... +ω-1048434y) /49) 

+(ω3ν+ω-371y +ω一739y+... +ω-1048435y) / _ 343) 

十... 

+(ω-87y +ω 455y十ω-823+.. .)/794). (236) 

この展開には368のケットベクトルが存在する.各ベクトルの係数はUが2849の整数倍に近いと

きにのみ大きくなる.例えば

乞ω-368ky= 0.608696 + 0.000262611i， ν= 1) 

であるが

mhL吋
731.803 + 2058i， (y = 2849) 

2315.79 + 1408.031， (y = 8548). 

となる.このように前節の結果

(12315.79 + 1408.03il¥2 Prob(8548) = 368 I I-~~-.. ~ ~ ~ ~--.-~"I I = 0.00245848 
¥ Q ) 

(237) 

が再現される.

9 NMR量子コンビュータ

量子コンビュータを実現するには，それを実装する物理系が必要である.現在までに (1)トラッ

プされたイオン (2)中性原子 (3)室温および低温NMR(4)超伝導Josephson接合 (5)量子ドット

(6)キャビティQED(7)光学的アプローチ(8)ヘリウム液面上の電子系など様々な系がその候補と

して研究されている.現在最大の量子コンビュータは7量子ピットの分子を用いた NMR量子コ

ンビュータである.室温で液体に溶かした分子を使う NMRでは分子は熱分布をしており，以下

に見るように初期状態として基底状態の寄与のみを取り出すには工夫と手聞が要る.また，本当

にもつれた状態が実現しているのか疑問もある.そのため液体NMRが本当に量子コンビュータ

かどうかは議論が分かれるが，これまで述べた量子アルゴリズムを実装するには恰好の手段であ

る.以下ではNMR量子コンヒ。ュータの概略を解説した後，講義では触れられなかった我々の最

近の結果を紹介する.
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図23:標準的なNMR装置の概略.左のサンプルには超伝導磁石で、生成されたz軸向きの強力な
磁場がかかっており，それに垂直なxy面方向の振動磁場により分子のスピン状態を制御する.液

体窒素と液体ヘリウムは超伝導磁石を冷却するもので，サンプルは室温程度の温度に保たれる.中

央のスベクトロメータは振動磁場を発生し，またデータ取得パルスをかけた後，サンプル中の分

子が発生する誘導起電力を受信してそれをフーリエ変換し，必要なスベクトルを得る.右側のコ

ンビュータには振動磁場の振幅や位相を楽譜のように入力し，指定された振幅や位相を持つパル

スが決められたタイミングでサンプルに供給されるようスペクトロメータの発振機を制御する.

9.1 NMR量子コンビュータ

9.1.1 1量子ビットハミルトニアン

NMR装置(図23)の中で，分子には超伝導磁石で生成した rvlOT程度の強力な磁束密度Bo

がz方向に加えられている.それにより分子中のスピン 1/2の核はスピン上向きと下向きで、エネ

ルギー差払.c.Joをもっ.ただしωo=nγBoはLarmor振動数. 今分子の中にはスピン1/2をもっ核

が1個あるとしよう.するとハミルトニアンは

比二-M07
で与えられる.ただし上向きスピンを 10)= (1， O)T，下向きスピンを 11)= (0， l)Tで表す.

さらにNMR装置にはBoに垂直に振動磁場

(238) 

B1 (t) = B1 cos(ωrft) (cos仇 sm仇 O)T (239) 

を発生する送信機とコイルが備わっている.B1は磁場の振幅， ωrfはその振動数，ーフはxy面内の

位相角である.ここでB1を時計四りと反時計回りの成分に分離する:

B1(t) B1(t) = ~~\VI (cos(Wrft十ψ)+ cos(ーザ+ψ)ヲsin(州 +cp)十sin(-ωrft + cp)， O)T . 

すると，このスピンのハミルトニアンは

(240) 

I 庁 1
H -，nB1 I {cos(ωrft + cp) + cos(一内t+ψ)}一三十 {sin(ωrft+ψ)) + sin( -Wrft +ψ)}ヨ|L ' r I J 2 ，~---¥ -- • I I J 2 J 

- boE(241)  
2 

となる.
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このハミルトニアンは核がωdで回転している系にゲージ変換すると簡単になる.そのために

|ψ)同三 exp(iωrfσzt/2) 1ψ) 

とおく.すると |ψ)rotが、満たす、ンュレーディンガ一方程式は

t1竺1|wψ)ro
θt 

[ γ似州厄印杭B抗1I 0 e♂げ門川t叩何叩ψぺ叩(υ一1
払叫ω「一一一一一( 川 02 2 ε♂t叩ψ(ο1 +e-一2iw叫叫rf〆ηtり o )1 

(242) 

「 庁ー / 庁 庁 ¥1
::: 1-11，ムω一三一γIiB1( cosψ一三十smψV!)11ψ)川三 Hrotlゆ)rot (243) 
2 ¥2  r 2 ) J 

となる.ここでムω=ω0-ωrfで， 2行目では周波数2ωdで振動する項を無視した.これは「回

転波近似Jとよばれ，この章では常にこの近似を用いる.以下，常にこの変換された系で話をし，

記号を簡単にするために添え字rotを落とす.また，実際の実験では共鳴条件ω0=ωrf，すなわち

ムωニ Oにとることが多く(例3.2)，ここでもそのようにおく.結局 1スヒ。ンのハミルトニアンは

H=-M(wZ+sin弓) (244) 

と書かれた.ここでω1=γB1・

この (244)はω1，ψが定数である限り時間に依存せず扱い易い.我々は一恥oσzl2を落とし，本

質的に相互作用表示に移ったことに注意されたい.実際の実験ではω1，r.pは区分的に一定にとる

ことが多い.このような場合は時間推進の演算子は

U = Te-i![ H(t)dt三 e-iH(tπ)ムtn/he-iH(tn-dムtn-I/h. . . e-iH(t1)ムt1/h， (245)

で与えられる.ここにアは時間順序積で

H(九)=-nw1(九)(cos r.p( t吟+sin r.p(九)守)
はk番目のステップのハミルトニアンである.

ここで一つ注意をする.ハミルトニアン(244)はtrH=0を満たすのでUE SU(2)となる.実際

det e-iHt/h = etr (-iHt/h) = 1. 

量子力学では全体の位相は意味を持たないので，これは特に制限を与えない.どんな UεU(2)に

対してもc二♂α【ノ「 ξSU(2)となるような位相♂αが存在するのである.

9.1.2 多量子ピットハミルトニアン

スピン 1/2をもっ核が2個ある分子を考える.ただし核の種類は異なり，そのためにそれぞれ

のLarmor振動数ω10とω20は典型的に数百MHz異なるものとする. 2個核があると，核のスピ

ン聞にハイゼンベルク型の相互作用が現れる.それぞれの核に対して (242)のゲージ変換を行う

と，回転系における全ハミルトニアンは

H -nw11 (cos約千+sin r.p1守)ルロ (cosr.p2守+siW2311)
叩守竺 (246) 

-778-
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で与えられる.ただしσlx，y σx，y01およびσ2x，y= 10σx，yでJはスピン間相互作用の強さを

表す.1量子ピットの場合と同様，共鳴条件 Wirf= WiOをとった.ここで相互作用がIsing型になっ

ているが，これは回転系で見た場合 2つの核の回転数が数百MHz異なるため， σx，y0σx，yは平

均して消えてしまうからである.z成分σz0σzはxy軸周りに回転しても変化しないので，この

項だけが残る.

各分子にスピン1/2の核が η個ある場合は

σL=I8I8. 8tff8・・01 (k=x，y，z) 

としてハミルトニアン (246)を一般化すると

H=一会ω14(COS4叩今)+2πZAty  (247) 

が得られる.ただし核は 1次元的に並び，最近接スピン間の相互作用しか無いものとする.実際

はそれ以外の結合があり，スピンはネットワークを作る可能性もある.

前と同様ノ¥ミルトニアン (247)もtrH= 0を満たすのでNMR量子コンビュータはSU(2n)に属

するゲートしか実装できないが，量子力学では全体の位相は意味がないのでこれは制限にはなら

ない.

9.1.3 擬純粋状態

NMR量子コンビュータは室温で液体状態にある分子を量子計算に用いるので初期状態はさまざ

まなスピン状態の熱平衡状態になっている. したがって，あるアルゴリズム Uを作用させたもの

も，様々な状態から得られる状態が混じったものになっている.このような状況で基底状態 100)

の寄与のみを取り出すにはいくつかの方法があるが，ここでは以下に述べる時間平均法を用いる

[13]. 

まず温度Tの熱平衡状態を考えよう.その密度行列は

ρo exp( -H/kBT)/Z(T) 
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一-b 
三 diag(α，b，c， d) (248) 

で与えられる.α，b，c，dは最後の式で定義される実数であり，それぞれ1/4に非常に近い.α は熱

平衡状態における 100)の分布の割合を表す.次に熱平衡状態にあるゲート Vを作用させ，系の密

度行列をρo→VρoV↑に変化させる.Vとしてucp= CNOT12CNOT21をとる.ただしCNOTij
はiを制御ピット， Jをターゲットピットとする CNOTゲートである.具体的には CNOT12= 

10)(0101+ 11)(110σx， CNOT21 = 1010) (01 +σx011)(11で表される.これにより，密度行列は

ρ1 = UcpρouJp = diag(α，d， b， c) (249) 
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となる.同様に熱平衡状態に U;p= CNOT21CNOT12を作用させると密度行列は

(250) 

これらの3種類の密度行列で記述される系を用意し，独立にアルゴ、リズム Uを実行させ

てその結果を平均すると，事実上密度行列

向二ElLρ1ElfJ=diag(α，c，d， b) 

となる.

j(ρ0+ρ1+ρ2)ニ diag(…ε)= eI4 + (α-e)向(川0) (251) ρeff 

ここに e三 (b+c+d)/3である.eI4 

のα-eの部分が 100)状態を初期状態とした寄与を

の系で量子アルゴリズム Uを実行することと同等となる.

の部分はスベクトルには寄与せず， r上澄みJ

与える.

ここで述べた時間平均法以外にも空間平均法などがあるが，いず

また量子ピットの数が増えて

これらの点から擬

擬純粋状態を作る方法には，

れにせよ平均操作を含み，その段階で、ユニタリー性が損なわれる.

いくと平均をとるための操作が増えるので，指数関数的な加速が損なわれる.

純粋状態を用いたNMR量子コンビュータは本当の量子コンビュータではないという批判がある.

とても魅力的な系である.しかし手軽に量子アルゴ、リズムが実行できるという点では，

量子ゲートの実装

前節のハミルトニアンを用いて具体的に量子ゲートを構成しよう.

9.2 

1量子ビットゲート

まず，ハミルトニアン(244)を用いて1量子ピットのゲートを実装することを考えよう.(244) 

はSU(2)の3つの生成子句/2，(k = x， y， z)のうち σx，y/2しか含まないので，注意が必要である.

ここでは次の公式を利用しよう(補題5.2参照): 

9.2.1 

F α-1 s空 α+γ¥
一一一一一一一、…一.一一 2--- 2 ----2 ---- 2 

co pcα+γ ， . .__ s _.α-γj 
S一 一S一一一一一ー一 一u 一一回n一一一一一 I 2 --- 2 目 2 2 ノ

(252) 

e-tασ"，/2e-isσ百/2e-iγσ"，/2

(βα+γβ いCOS -=-COS一一一一一-~sm -Slll-一一一
2 2 2 2 

βα-1  . s.α+γ 
Slll --=-cos-一一一一-~ COS -::-Slll一一一一一

U 
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例えばHadamardゲート

H=土(1 
v'2 ¥ 1 

を実現することを考えよう.detH =-1であるから， NMR量子コンピュータではそれと同値な
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を実現する.HとHの差は全体の位相だけであるから，この差は問題ではない.すると (252)と

(253)を比べてαニ O，s=-π/2，γ二一πととればよいことが分かる.このパルス列を

-Ym-XmXm- (254) 

と表す.時間は左から右に流れている.ここで

X = e2πσ"，/4， Y二♂πσ百/4，Xm二 e町内/4，YIn=eiπσ百/4 (255) 

はそれぞ、れx(ν)軸周りのπ/2(-π/2)回転を表す.したがってXmXmは Z軸周りの一π回転を表す.

9.2.2 2量子ピットゲート

次に2量子ピット・ゲートの実現を考えよう.ハミルトニアン(246)にはSU(4)の42- 1 = 15 

個の生成子のうち5個しか含まれないので，上と同様の注意が必要である.このとき (252)に対応

する分解は，以下の Cartan分解である.SU(4)のリ一代数を印(4)で表す.その生成子にパウリ

行列を用いて

su(4) = Span (iσ'1/201， iI 0σ'1/2ヲtσj0σk/4) (256) 

とかく.Span( )はその中にある生成子が張るベクトノレ空間の意味で、ある.iOj/20I，iI0σ'1/2 

がそれぞれ3個，iOj 0σk/4が9個で全部で15次元となることが直ちに分かる.ここで

t = Span (iσ'1/201， iI 0σj/2)， P = Span (iσj③σk/4) (257) 

とおく.するとこれらは交換関係

[t， t]仁 t，[p， t]ζp， [p，p]仁 E (258) 

を満たすことが直ちに分かる.この交換関係、を満たす分解g=tEBPをリ一代数gのCartan分解

とし、う.

では，対応するリ一群の分解はどうだろうか?K = et， P = ePとおくと，任意のUεSU(4)に

たいし

U = kp， k E K， p E P (259) 

が成り立つ.あきらかにK= SU(2) 0 SU(2)である.さらにpの中の最大可換部分代数を均とし，

H = e~ とすると k1 ε K， h εH が存在して p 二 kthk1 と書くことができる.均を Ca

数，可換群HをCa訂rta組n部分群という.具体的に

。=Span(iσj0σ]/4) (260) 

で与えられる.これらの生成子が可換であることは各自確かめられたい.したがって SU(4)の

Cartan分解

U = k2hkl， ki E K， h E H (261) 
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が成立する.

具体的にki，hを求める方法を述べる.

中原

それにはBinary基底 100)，101)，110)，111)から Bell基底

(262) 
|世0)= (ljJ2)(IOO) + 111))， 1宙r)= (ijJ2)(101) + 110))， 

|世2)= (1jJ2)(101) -110))， 1'l13) = (ijJ2)(IOO) -111)). 

た

(263) 

に移るのが便利である 12この基底の変換に伴い，行列UはU→UB三 Q↑UQと変換される.
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だし

。
Qは以下の重要な性質を持つ:

(1)行列 QはK= SU(2) 0 SU(2)とSO(4)の聞の同型を定義する.すなわち kE Kにたいし

QtkQ E SO(4). 

(2)行列QはCartan部分群を対角化する.すなわちhιHにたいし

Q↑hQ = diag( ei80 ， eiθ1， ei82 ， ei83). 

これから U= k2hk1と分解されるとこれらは直接の計算で確かめられる.

(264) 

ただし Oi三 QtkiQεSO(4)でhD 三 QthQは対角行列.さらに U];UBニ 0[h'b01から 01は
U];UBを対角化し，その固有値はh'bの対角成分であることが分かる.最後にO2= UB(hD01)-1 
より 02が求められる.

量子系はデコヒーレンスという性質を持ち，

UB = QtUQ = Q↑k2Q. QthQ. Qtk2Q = 02hD01， 

それを克服するにはできるだけ早く計算を終える

ことが望ましい.以前注意したように， Barenco et alのUniversality定理(定理5.1)では， U(2) 

ゲートと CNOTゲートがユニバーサルで、あることを主張しているが，それらが様々なリソースの

点で最適であることは主張していない.変分原理的な考えをすれば，使うゲートの可能性を広げ

れば広げるほどリソースを節約する解が求められるはずである.以下Cartan分解を使って時間最

適解の求め方を議論しよう.NMRを含む一般の量子コンヒoュータにおいて 1量子ピットゲート

の実行時間は2量子ピットゲートのものよりもかなり早い.実際量子ピット聞の結合の強さを J

とすると 2量子ピットゲートの実行時間はTrv 1jJとなる.もしJが非常に大きければ，各量

子ピットは 1個の量子ピットとしての個性を失ってしまう.NMRで言えば，Kに属する 1量子

ピット操作は rv10μs程度で実行されるが， J rv 100Hzなので2量子ビット操作には rv10ms程度

したがって，ある量子ゲートの実行時間を最小にするにはU=んhk1において

hを実現するのに必要な時間を最小にすればよいことが分かる.Kの元は好きなときに好きなだ

の時間がかかる.

12(80)とは位相が異なるが，ここではこちらが便利である.
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図 24:Groverのアルゴリズムの量子回路.HはHadamardゲート，fabは選択的回転ゲートで

ある.

け使うことができる.元hが

h=φDQt十?…4)]
と表されたとしよう.ハミルトニアン (246)と比べると

jE:|ψ (265) 

に対応していることが分かる.T はこの分解によるアルゴリズムの実行時間である • hるから hD

を求めるときに分岐の取り方の不定性が生じるが，時間最適解では，分岐は (265)の左辺が最小

になるように選ばなければならない.

9.3 例 :2量子ビット Groverのアルゴリズム

Cartan分解による時間最適解の例として2量子ピットのGroverのアルゴリズムを考えよう [14].

これは図24の量子回路で与えられる.ここに HはHadamardゲート，fabは選択的回転ゲートで

fαb: 1αb)片一|αb)
Icd) f-7 Icd) (cd) =F (αb) 

で与えられる.例として Groverのアルゴリズムのうち 100)を入力として， 110)を出力とするゲー

トUlOを考える.前に述べたように，熱平衡分布から 100)を初期状態とする寄与を取り出すには，

擬純粋状態の処方筆に従って熱平衡状態に UlO以外に独立にUlOa三 UlOUcp，UlOb三 UlOU;pも作

用させ，得られる 3つのスペクトルを平均すればよい [13].結果は

。)，UlOa = (。
。
01)(0010)  000  -1 I __ 0 。-1 0 I __ I 0 -1 0 0 

U，一n 一1 0 0 ~ -J' UlOa = l ~ 1 。o 0 ‘， U10bニ -1 0 0 0 

o 0 -1 o 0 I ¥ 0 0 0 -1 
(266) 

で与えられる.
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前節の処方筆に従いこれらの行列の Cartan分解を行う [14].最適解の例は

UlO k1 = 1， h = ei(π/4)(σz③町一円③σ百)， k2 = e-i(π/4)σZ Q9 ei(π/2ゾ2)(σ:z:+円)

UlOa kl = 12 Q9 e-i(7T/4)σ:z: h = e-i(π/4)σz⑧σZ， k2 =ぷ(π/2)σ百@♂(π/3V3)(σ:z:+σy+σZ)(267) 

UlOb k
1 
= e-i(π/3ゾ互)(σ:z:+円+σZ)Q9 12， h = e-i(π/4)σz⑧σZ， k2 = ei(π/4)σ:z: Q9 12・

表 1はこれらの結果をNMRのパルス列で、表したものである.ここでハミノレトニアン (246)に含ま

れない項は，たとえば

ei(π/4)(σz⑧σ:z:) = [ei(π/4)σ:z: Qge-i(π/4)円 ]ei(π/4)(σz⑧σZ)[e-i(π/4)σ:z:0 ei(π/4)円].

などを用いて手持ちの生成子で書き直した.

通常のパルス列 [13]
ゲート パルス列 実行時間

UlO 1: -Y -(1/2J)ーYm-Xm-(1/2J)-Ym-Xm- 1/J 
2: -Yー(1/2J)-Ym-Xー(1/2J)-Ym-Xm-

UlOUcP 1: -X 目(1/2J)-X-ーーーーーー一ーーーーーーYー(1/2J)-Ym-Xm-(1/2J)-Ym-Xm- 2/J 
2: 一一ーーーーー一一一一ーー-X-(1/2J)-X -Y -(1/2J)-Ym-X -(1/2J)ーYm-Xm-

UlOU;p 1: 一一一一ーーー一一一ーーー-Xー(1/2J)-X-Y ー(1/2J)-Ym-Xm-(1/2J)-Ym-Xm- 2/J 
2: -X -(1/2J)-X 一一一一ーーー一一一ーーー-Y-(1/2J)一Ym-X-(1/2J)-Ym-Xm-

時間最適化されたパルス列 [14]
ゲート パルス列 実行時間

UlO 1: -Xー(1/2J)-Xm-Ym-(1/2J)-Y-Pi(45)ー 1/J 
2: -X -(1/2J)-Xm-Y -(1/2J)-X -Ym ー

UlOUcp 1: -X -(1/2J)-Xm-Ym- 1/2J 
2: -Ym-Ym-

UlOU;p 1: 1/2J 
2: -Y -X -(1/2J)-Xm-

表 1:Groverのアルゴリズムを実現するパルス列.上の段は通常のパルス列 [13]，下の段は時間的に最適
化されたパルス列 [14].1(2)は第1(2)量子ビットを表す.X (Xm)と Y(Ym)はx(-x)軸，およびy(-y)軸
回りの π/2ノミルスを表す.Pi(45)はBloch球で (1，1，0)回りの πパルス.通常のパルス列に比べ最適化さ
れたパルス列では全パルス数がおから 18に，全実行時間が5/Jから 2/Jに減少している.

実験では 13Cで置換したchloroformのHと13Cを量子ピットとして用い， JEOL ECA-500 NMR 

装置で核スピン制御を行った.図.25は100)にUlOを作用させ 110)の位置にある 13Cのスベクト

ルを測定した結果である.ピークが負であることから 13C核は状態 11)にあり，ピークの位置が

77.5 ppmにあることから H核は 10)状態にあることが分かる.挿入図はH核が 11)状態にあれ

ば現れるスベクトル付近 (79.2ppm)を測定したものである. (a)では 1量子ピットの π/2回転に

25μsのパルス幅を用いた. (b)では故意にパルス幅を長く取り 250μsとした.破線は [13]の通

常のパルス列の結果を，実線は我々の時間最適ノミノレス列の結果を測定したものである. (a)では両

者の差があまり明白ではないが， (b)では最適化されたパルス列のほうがよりシャープなピークを

与え， 111)におけるノイズも減少していることが分かる.実際，最適化によりパルス数はおから

18に，全実行時間は 5/Jから 2/Jに減少しており，その効果が見えていると思われる.

A
斗
A

O
R
U
 

門

i



「量子計算入門J

t -11 z 

。。

ミー1
5 

79.3 

-2 -2 
77.8 77.6 

F問中ency(ppm)

(b) 

77.4 77.8 77.6 

Frequ四 cy(ppm)

(a) 

77.4 

図 25:UlQを実行後に測定した 110)状態を示すスペクトル.破線は通常のパルス列 [14]，実線は

時間的に最適化されたパルス列 [15]を用いた測定結果. (a)では 1量子ピットをπ12回転させる
のにおμs，(b)では250μsのパルス幅を用いた.各挿入図は 111)の位置に現れるノイズを示す.
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